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1 はじめに

ここでは、 金利の期間構造の変動を信用リスクのない割引債の価格の 2項格子モデルに
よって特徴付けた、 HO-Leeモデル [2] をもとにして、 信用リスクがある割引債の無裁定価
格を導くことを目的とする。
まず、 2節では、 モデルを構築する際の基本的な仮定を述べる。 3節では、 $\mathrm{H}(\succ \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{e}$ による

割引国債の 2項格子モデルを特徴付ける状態の推移と推移関数について説明し、 $\mathrm{H}\mathrm{o}$-Leeで
得られた結果について、必要な性質を述べる。 とくに、割引債によるポートフオリオが裁
定機会を生み出すことのない状況、つまり無裁定状態を保証するリスク中立確率について、
推移関数が満たすべき条件と、 信用リスクのない割引債の価格によって特徴付けられる割
引関数が、 経路に関して独立性をもつような条件を求める。 さらに、 これらのもとで推移
関数を特定化する。 4節では、状態が推移した際の割引関数の減少性の保存と状態推移の完
全性が成り立つための十分条件を求めた。 5節では、信用リスクのある割引債のモデルを考
察する。 まず、 信用リスクを表す関数である生存関数を用いて、信用リスクのある割引債
の価格を求める。最後に 6節で、 比較静学分析を通してその特徴をみる。

2 前提

すべての取引が離散時点で行われる摩擦のない市場を想定する。摩擦のない市場とは、
税金や取引コストがなく、すべての有価証券は完全に分割可能である市場のことである。
また、債券市場は完備であり、各満期 $n(n=0,1,2, \ldots)$ の債券がすべて存在する。 さらに、
各時点 $n$ において、 可能な状態が有限個存在するものとする。 この状態に応じて、金利の
期間構造が変化し、 状態を表す数値が大きいものの方が、 低金利の期間構造をもち、 利率
が悪いと考える。
ここで、 割引債は満期において 1 単位を受け取ることの出来る債券とし、 信用リスクの

ない割引債を「割引国債」、信用リスクのある割引債を「割引社債」 と呼ぶことにする。時
点 $n$ で状態 $i$ のときの満期 $T$ の割引国債の価格を $v_{i}^{(n)}(T)$ 、割引社債の価格を $V_{i}^{(n)}(T)$ と
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割引債は資産の価値とみなせることから必ず正の値をとり、 満期においては必ず 1 単位
をうけとることができるので、 すべての時点 $n$ 、状態 $i$ に対して、 $v_{i}^{(n)}(0)=V_{i}^{(n)}(0)=1$

を満たす。
また、 割引国債の価格を満期 $T$ に関する関数 $v^{(n)}.\cdot(\cdot)$ と見たとき、 これを割引関数と呼

ぶ。割引関数は、 時点 $n$ で状態 $i$ が実現したときの金利の期間構造を完全に表現できる。

3HO-Lee モ\mbox{\boldmath $\tau$}--ル

3.1 割 J国債の 2項格子モデル
割引関数 $v^{(n)}.\cdot()$ に関して、 次のような 2項格子モデルを構築する。

1. 初期時点 0 での割引関数を $v_{0}^{(0)}()$ とし、 状態が 0 という。 また、 初期時点の割引関
数を単に $v(\cdot)$ と表す場合もある。

2. 時点 1 では、 2 つの割引関数 $v_{1}^{(1)}()$ か $v_{0}^{(1)}()$ のいずれかが実現する。 つまり、 時点
1 においては 2 つの状態 $(0, 1)$ が存在する。 また、 割引関数が $v_{1}^{(1)}()$ のときを上昇
状態といい、 状態が 1 であるという。 また、 $v_{0}^{(1)}()$ のときを下落状態といい、 状態
が 0 であるという。

3. 次に、時点 1 から時点 2 での 2 期間目の状態の推移を考える。時点 1 での割引関数
は、時点 2 では 2 つの状態のうちどちらか一方に推移する。時点 1 で状態が 1 のと
き、割引関数は $v_{1}^{(1)}()$ で、 時点 2 のときの割引関数は、 $v_{2}^{(2)}(\cdot)$ が $v_{1}^{(2)}(\cdot)$ のいずれか
になる。 同様に、時点 1 で状態が 0 のとき、割引関数は $v_{0}^{(1)}(\cdot)$ で、時点 2 のときの
割引関数は $v_{1}^{(2)}(\cdot)$ が $v_{0}^{(2)}(\cdot)$ のいずれかになる。 ここで、 2 期間での変化を考えたと
き、 1 期目で上昇し 2 期目で下落したときの状態と、 1 期目で下落して 2 期目で上
昇したときの状態は一致するものとする。言いかえれば、割引関数は、推移の経路に
関して独立であり、それまでの状態の上昇回数と下落回数のみに依存する。

4. 最後に、 時点 $n$ から時点 $n+1$ での $n$ 期間目の推移を考える。時点 $n$ で状態が $i$ の

ときの割引関数は $v^{(n)}.\cdot(\cdot)$ である。 このとき、 $n$ 期間目の推移が上昇、下落にしたがっ
て、 2期間目と同じ様に、 それぞれ 2 つの状態に変化する。 ここで、 割引関数はそ
れまでの上昇回数のみに依存し、その経路には依存しないとすれば、 $n$ 期間目の変化
は図 1のように表せ、 各時点 $n$ において、 $n+1$ 個の状態が存在することになる。

3.2 推移関数 $u(T),$ $d(T)$

ここでは、HO-Leeモデルを扱う上で最も重要な位置を占める推移関数について述べる。HO-
Leeモデルは、株価の 2項格子モデルである CRRモデノレ ( $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{x},\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{s},\mathrm{R}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}$モデ) $\mathrm{s})$ [1] の
債券版であるが、 CRRモデルと大きく異なるのは、割引国債の場合、満期において不確実
性は存在せす、確実に 1 単位の現金を得ることができる点である。そのため、時間の経過
と共に情報の不確実性は増大するものの、それに反して、満期が近づいてくることで、価
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$v_{i+1}^{(n+1)}(\cdot)$ 上昇状態

$v_{i}^{(n)}(\cdot)$

$v^{(n+1)}\dot{.}(\cdot)$ 下落状態

時点 $n$ 時点 $n+1$

図 1: $n$ 期間目の状態の推移

格に対する不確実性は減少する。 2項格子モデルの性質から時間の経過と共に状態の数は
増加する。 これにより、 時間の経過に対する不確実性の増大を表現している。 そこで、 満
期が近づくことによる不確実性の減少を推移関数を用いることで表現する。

2節で、 $n$ 時点での状態力 $\grave{\mathrm{a}^{\text{、}}}$

$i$ であるときの割引関数を $v_{i}^{(n)}(T)$ としたが、 もし、 すべて

の投資家が次の期間の無リスク金利を正確に知っていれば、 上昇状態に推移したときの金
利の期間構造と下落状態に推移したときの金利の期間構造は完全に一致しなければならな
い。 なぜなら、 次の期間の無リスク金利を完全に知っているということは、 状態が上昇状
態と下落状態のどちらに推移するかを知っていると言うことであり、その場合、金利の先
物と割引国債を組み合わせることで、 リスクなしに収益を上げることができる。 したがっ
て、 不確実性がない場合には、次の関係が成り立っている必要がある。

$f_{i}^{(n)}(T)=v_{i}^{(n+1)}(T)=v_{i+1}^{(n+1)}(T)= \frac{v_{i}^{(n)}(T+1)}{v_{i}^{(n)}(1)}$, $T=0,1,2,$ $\ldots$

ただし、 $f_{i}^{(n)}(T)$ は、 割引国債の先物の価格を満期 $T$ に関する関数としてみた先物割引関
数である。 もし、 次の期間の割引関数が先物割引関数と異なると、投資家は裁定機会を得
ることになる。それゆえ、不確実性をもつ期間構造をモデル化するときには、 いかに裁定
機会を生まないようにするかがポイントとなる。 そこで、不確実性を取り入れるために、
次の期間における先物割引関数からのずれを表す関数 (これを推移関数と呼ぶ) $u(T),$ $d(T)$

を次のように定義する。 上昇状態に推移したときを、

$v_{i+1}^{(n+1)}(T)$ $= \frac{v_{i}^{(n)}(T+1)}{v_{i}^{(n)}(1)}u(T)$ (1)

とおき、 下落状態に推移したときは、

$v_{i}^{(n+1)}(T)$ $= \frac{v_{i}^{(n)}(T+1)}{v_{i}^{(n)}(1)}d(T)$ (2)
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とおく。 ここで、 上昇状態では、 $u(T)$ はすべての $T$ に対して 1 以上の値を取り、 あら
ゆる満期の割引国債の価格は相対的に上昇する。逆に、下落状態では、 $d(T)$ はすべての $T$

に対して $(0, 1]$ の値を取り、割引国債の価格は相対的に下落する。 また、 $u(T)$ を満期 $T$ に

関する増加関数、 $d(T)$ を満期 $T$ に関する減少関数としてやれば、両関数は満期 $T$ の減少
と共に 1 に近づく。 よって、 満期の到来が近づくことによる不確実性の減少を表現するこ
とができる。 さらに、 $v^{(n)}.\cdot(0)=1$ と式 (y、式 (2) から $u(0)=d(0)=1$ が得られる。 今、
式 (1) と式 (2) によって割引関数のモデルを特徴付けたが、 このモデルが実際に裁定機会を
生まないか、 さらに、 経路に関する独立性を満足しているかを確認する必要がある。

補題 1(リスク中立確率 $\pi$ ) $2$項格子モデルの各頂点 $(n, i)$ からの上昇確率を $\pi$ とする

とき、

$\frac{1-d(S)}{u(S)-d(S)}=\frac{1-d(T)}{u(T)-d(T)}$ , $S,$ $T=1,2,$ $\ldots$

が成り立てば、裁定機会が存在しないようなリスク中立確率 $\pi$ が存在し、

$\pi=\frac{1-d(T)}{u(T)-d(T)}$ , $T=1,2,$ $\ldots$ (3)

で与えられる。

[証明]
まず、時点 $n$ において状態力$s$ であるとき、次の 1 期間にかけて裁定機会が存在しないた
めには、

$v^{(n)}.\cdot(T)=[\pi v_{+1}^{(n+1)}.\cdot(T-1)+(1-\pi)v_{i}^{(n+1)}(T-1)]v^{(n)}\dot{.}(1)$ , $T=1,2,$ $\ldots$

を満たさなければならない。 これに、 式 (1) と式 (2) を代入すれば、

$v^{(n)}.\cdot(T)=$ $[ \pi.\cdot\dot{.}\frac{v^{(n)}(T)}{v^{(n)}(1)}u(T)+(1-\pi).\cdot.\cdot\frac{v^{(n)}(T)}{v^{(n)}(1)}d(T)]v^{(n)}.\cdot(1)$

$=v^{(n)}\dot{.}(T)[\pi u(T)+(1-\pi)d(T)]$

となる。 よって、
$\pi u(T)+(1-\pi)d(T)=1$

これを $\pi$ について解くと、

$\pi=\frac{1-d(T)}{u(T)-d(T)}$ , $T=1,2,$ $\ldots$

となる。 また、 $u(T)>1_{\text{、}}0<d(T)<1(T=1,2, \ldots)$ であるから. $0<\pi<1$ となる. し

たがって、

$\frac{1-d(S)}{u(S)-d(S)}=\frac{1-d(T)}{u(T)-d(T)}$ , $S,$ $T=1,2,$ $\ldots$

が成り立てば裁定機会が存在しないようなリスク中立確率 $\pi$ を与えることができ、 $\pi$ は

$(0, 1)$ で一意に定まる。 口
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補題 2(経路に関する独立性) 次の関係が成立するとき、割引国債の 2項格子モデルは、
経路に関する独立性をもつ。

$u(T+1)d(T)d(1)=d(T+1)u.(T)u(1)$ , $T=0,1,2,$ $\ldots$ (4)

[証明]
時点 $n$ から時点 $n+2$ までの 2期間を考え、時点 $n$ で状態力$s$ とする。 このとき、 1 期目
で状態が上昇し、 2 期間目で下落して、時点 $n+2$ で状態力 $\grave{\grave{\mathrm{a}}}$

$i+1$ になる場合と、 1 期目で
下落し、 2 期目で上昇して、時点 $n+2$ で状態力 $\grave{\grave{\mathrm{a}}}$

$i+1$ になる場合を考える。割引国債の価
格、 すなわち割引関数が経路に依存せず、それまでの上昇回数と下落回数にだけ依存する
という性質を持つためには、 これらの 2つの経路によって、時点 $n+2$ で状態力 $\grave{\grave{\mathrm{a}}}$

$i+1$ と

なったときの価格が等しくなっていなければならない。 (図 2)

$v_{i+1}^{(n+1)}(T+1)$

$v_{i+1}^{(n+2)}(T)$

$v_{i}^{(n+1)}(T+1)$

時点 $n$ 時点 $n+1$ 時点 $n+2$

図 2: 経路に関する独立性

式 (y、式 (2) から、 時点 $n+2$ での状態力 ‘、
$\backslash$

$i+1$ のときの価格 $v_{i+1}^{(n+2)}(T)$ は、 時点 $n$ で

の状態にしたがって、 2 通りの表し方ができる。すなわち、時点 $n+1$ での状態力 ‘、‘ $i+1$ の

場合は、

$v_{i+1}^{(n+2)}$ (T) $= \dot{.}\frac{v^{(n+1)}(T+1)}{v_{i}^{(n+1)}(1)}u(T)$
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$=..\cdot.\cdot$
$\frac{\infty_{v^{n}(1)}^{v^{(n)}(T+2)}d(T+1)}{\dot{\triangleleft}_{v^{\urcorner n}}^{v^{(n)}}\frac{(2)}{(1)}d(1)}u(T)$

$=\dot{.}$$\frac{v^{(n)}(T+2)d(T+1)u(T)}{v_{i}^{(n)}(2)d(1)}$ (5)

であり、 時点 $n+1$ での状態力 s の場合は、

$v_{+1}^{(n+2)}.\cdot$ (T) $=.\cdot\dot{.}$
$\frac{v_{+1}^{(n+1)}(T+1)}{v_{+1}^{(n+1)}(1)}d(T)$

$=..\cdot.\cdot$
$\frac{\infty_{v^{n}(1)}^{v^{(n)}(T+2)}u(T+1)}{\dotplus_{v^{n}}^{v^{(n}}\frac{)(2)}{(1)}u(1)}d(T)$

$=.\cdot\dot{.}$
$\frac{v^{(n)}(T+2)u(T+1)d(T)}{v^{(n)}(2)u(1)}$ (6)

である。 したがって、経路に依存しないためには、式 (5) と式 (6) の値が一致しなければな
らない。 よって、

$v_{+1}^{(n+2)} \dot{.}(T)=.\cdot\frac{v^{(n)}(T+2)u(T+1)d(T)}{v^{(n)}(2)u(1)}.\cdot=.\cdot\frac{v^{(n)}(T+2)d(T+1)u(T)}{v^{(n)}(2)d(1)}.\cdot$

$\frac{u(T+1)d(T)}{u(1)}=d(T+1)u(T)d(1)$

つまり、
$u(T+1)d(T)d(1)=d(T+1)u(T)u(1)$ , $T=0,1,2,$ $\ldots$

という関係式を満たせば、割引国債の価格は経路に依存しない。 口

系 1 補題 1 と補題 2 の結果から、 割引関数は次のように得られる。

$u(T)= \frac{\alpha^{T}}{(1-\pi)+\pi\alpha^{T}}$ (7)

$d(T)= \frac{1}{(1-\pi)+\pi\alpha^{T}}$ (8)

ただし、

$\pi=\frac{1-d(1)}{u(1)-d(1)}$ (9)

$\alpha=\frac{u(1)}{d(1)}$ (10)
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まず、 式 (4) に $T\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$ を代入すると、

$u(2)d(1)d(1)=d(2)u(1)u(1)$

$\frac{u(2)}{d(2)}=(\frac{u(1)}{d(1)})^{2}$

である。 同様にして、逐次に求めていくと、

$\frac{u(T)}{d(T)}=$ $( \frac{u(1)}{d(1)})^{T}$

$=\alpha^{T}$ , $T=1,2,$ $\ldots$ (11)

を得る。 次に、 式 (3) と式 (11) から、

$1-d(T)$
$\pi=$

$u(T)-d(T)$

$\pi=$ $\frac{\frac{1}{d(T)}-1}{\frac{u(T)}{d(T)}-1}$

$\frac{1}{d(T)}=\pi(\alpha^{T}-1)+1$

1
$d(T)=$

$(1-\pi)+\pi\alpha^{T}$

$\text{ま}_{arrow}^{\wedge}$

、
$\text{式}(11)\mathrm{B})$ b\rightarrow

、

$u(T)= \frac{\alpha^{T}}{(1-\pi)+\pi\alpha^{T}}$

$\text{と}f^{p\text{る_{。}}}$ \check \mbox{\boldmath $\tau$}‘、、 $\text{式}(3)$ Av、

$\pi=\frac{1-d(1)}{u(1)-d(1)}$

としてもよいので、 $u(1)>1,0<d(1)<1$ を満たすように $u(1),$ $d(1)$ を与えれば、 式 (9)
式 (10) より $\pi,$ $\alpha$ が決定し、 あわせて式 (7)、 式 (8) から関数 $u(T),$ $d(T)$ が定まる。 口

4 割引関数 $v(T)$ の性質

前節までは、 HO-Leeの論文の引用であるが、 ここでは、HO-Leeの論文では触れられてい
ない割引関数の性質について見ていく。
割引関数は、 割引国債の列として表現されるが、割引国債の価格は通常、満期が長いほ
ど低いと予想される。 つまり、 割引関数は、満期 $T$ に関する減少関数であるべきである。
よって、現時点 $(t=0)$ における割引関数は、減少関数として与えられる。そこで、式 (y、
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式 (2) によって、時点の経過と共に推移する割引関数が、任意の時点、任意の状態において
減少関数であるかをチェックする必要がある。
また、 式 (y、式 (2) によって特徴付けられる割引国債の価格の推移は、 $\Pi\overline{\mathrm{p}}$一の割引国債

の相対的な増加、 あるいは減少であり、異時点間における満期の等しい割引国債の価格ま
では、 比較の対称としていない。 しかし、 状態が上昇したとき、満期の等しい割引国債の
価格は上昇し、状態が下落したときには、満期の等しい割引国債の価格は減少しているべ
きだと考えられる。

4.1 割 61関数 $v_{i}^{(n)}(T)$

2つの性質に関してみる前に、 これまで漸化式として与えられていた $v_{i}^{(n)}(T)$ を求める。

定理 1 割引関数 $v^{(n)}.\cdot(T)$ は、時点 n、 状態 i、満期 $T$ の関数として、次のように表せる。

$v^{(n)}. \cdot(T)=v(T)\alpha^{-(n-:-1)T}\prod_{k=0}^{n-1}\frac{p(k)}{p(T+k)}$ (12)

[証明]
経路に関して独立であるという性質を使うと、 $n$ 時点までにある特定の経路を通ってきた
と仮定して $v_{1}^{(n)}.(T)$ を求めても問題はないので、 ここでは、 始めの $i$ 期間、 状態は上昇し
つづけ、 時点 $i$ では、 状態は $i$ であり、残りの $n-i$ 期間、下落しつづけて、時点 $n$ で状

態力 $\mathrm{S}$

$i$ になったものとする (図 3参照)。
以上の仮定のもとで、式 (1) と式 (2) を繰り返り用いると、

$v^{(n)}. \cdot(1)=.\cdot.\cdot\frac{\Pi_{j=}^{n-}\mathrm{i}d(j)\Pi_{k=n-+1}^{n}u(k)}{\Pi_{j=}^{n-!}v^{(j)}(1)\Pi_{\dot{k}=0}^{-}v_{k}^{(k)}(1)}.\mathrm{i}.v(n+1)$ (13)

と表せる。両辺に� jn$=-.!v_{1}^{(j)}.(1)$ を掛けると、

$\prod_{j=1}^{n}.v^{(j)}\dot{.}=\frac{\Pi_{j=}^{n-}\mathrm{i}d(j)\Pi_{k=n-+1}^{n}u(k)}{\Pi_{k=0}^{1-1}v_{k}^{(k)}()}.\mathrm{i}v(n+1)$ (14)

となる。 さらに式 (14) の $n$ を $n-1$ と置き換えて式 (13) に代入すると、

$v^{(n)}.\cdot(1)=$

$\alpha^{n-}\dot{.}p(n)$

(15)
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$v^{(:)}.\cdot(T+n-i)$

$v_{i}^{(n)}(T)$

$v_{0}^{(0)}(T+n)$

時点 0 時点 時点 $n$

図 3: ある特定の経路

となる。 ただし、

$p(n)= \frac{v(n)}{v(n+1)u(n)}$ , $n=0,1,2,$ $\ldots$

とする。 同様の考え方で、 $v_{i}^{(n)}(T)$ に式 (y、式 (2) を繰り返し用いると、

$v_{i}^{(n)}(T)= \frac{\prod_{j=T}^{T+n-i-1}d(j)}{\prod_{j=i}^{n-1}v_{i}^{(j)}(1)}$\Pi \Pi Tkki-==+lT0n+-vnkl(k-)i(ul)(k)v(アエ $n$)

が得られる。 これに、 式 (11) と式 (15) を代入すると、

$v_{i}^{(n)}(T)$ $=$ $\frac{\prod_{j=T}^{T+n-i-1}\alpha^{-j}u(j)\prod_{k=T+n-i}^{T+n-1}u(k)}{\prod_{j=i}^{n-1}\frac{1}{\alpha^{j-}p(j)}\prod_{k=0}^{i-1}\frac{1}{\mathrm{p}(k)}}.\cdot v(T+n)$

$=$ $v(T+n) \prod_{j=0}^{n-i-1}\alpha^{-T}\prod_{k=T}^{T+n-1}u(k)\prod_{m=0}^{n-1}p(m)$

$=$ $v(T+n)\alpha^{-(n-i-1)T_{\frac{v(T)}{v(T+n)}\prod_{k=T}^{T+n-1}\frac{v(k+1)u(k)}{v(k)}\prod_{m=0}^{n-1}}}$ p(。)
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となり、 時点 n、 状態力 $\mathrm{a}^{*}i$ のときの割引関数 $v_{1}^{(n)}.(T)$ が得られる。 口

4.2 $v_{i}^{(n)}(T)$ の減少性の保存

割引債は、満期が長いほどその価格は通常低くなる。 つまり、割引関数 $v_{i}^{(n)}(T)$ は、 満

期 $T$ に関する減少関数でなくてはならない。 ここでは、 $v(T)$ を $T$ に関する減少関数とし
て、 $v_{1}^{(n)}.(T)$ が $T$ に関する減少関数になっているかを確かめる。

定理 2 初期の割引関数 $v(T)$ が $T$ に関する減少関数であり、任意の満期 $T(=0,1,2, \ldots)$

に対して、

$\frac{v(T)}{v(T+1)}>u(T)$ (16)

を満足するとき、任意の時点 $n(=1$ ,2, . .. $)$、任意の状態 $i(=0,1,2, \ldots, n)$ に対して、割引

関数 $v^{(n)}\dot{.}(T)$ は、 $T$ に関する減少関数となる。

[証明]
まず、 時点 $n$ において状態力$\mathrm{a}^{\theta}$

$i$ のとき、その割引関数 $v_{1}^{(n)}.(T)$ が $T$ に関する減少関数と仮

定して、 時点 $n+1$ で状態力 s、 つまり下落状態に推移したとき、 $v_{1}^{(n+1)}.(T)$ が $T$ に関す

る減少関数となることを示す。 $v^{(n)}\dot{.}(T)$ は $T$ に関する減少関数であるから、

$v_{1}^{(n)}.(T)>v^{(n)}.\cdot(T+1)$ , $T=0,1,2,$ $\ldots$ (17)

を満たす。 ここで、式 (2) より、

$v_{1}^{(n+1)}.(T)-v_{1}^{(n+1)}.(T+1)$ $=$ $. \frac{v_{1}^{(n)}(T+1)}{v_{1}^{(n)}(1)}.d(T)-\cdot\dot{.}\frac{v_{1}^{(n)}(T+2)}{v^{(n)}(1)}d(T+1)$

$=$ $. \frac{1}{v_{1}^{(n)}(1)}[v_{1}^{(n)}.(T+1)d(T)-v_{1}^{(n)}.(T+2)d(T+1)]$

となり、 式 (17) と $d(T)>d(T+1)>0$ より、

$v_{1}^{(n+1)}.(T)>v_{1}^{(n+1)}.(T+1)$ , $T=0,1,2,$ $\ldots$

となる。 よって、 状態が下落したときには、割引関数の $T$ に関する減少性は保存される。
次に、 経路に関する独立性から、 時点 $n$ で状態力$\backslash ^{*}i$ のときの割引関数 $v_{1}^{(n)}.(T)$ は、 時点

0 から時点 $i$ にかけて状態が上昇しつづけ、時点 $i$ から時点 $n$ にかけて下落したと仮定し
ても一般性を失うことはない。 $\wedge\urcorner$

、 下落状態に推移したとき、 $T$ に関する減少性は保存さ
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れるから、 $v_{i}^{(i)}(T)$ が $T$ に関する減少関数であれば、 $v_{\dot{\iota}}^{(n)}(T)$ も $T$ に関する減少関数であ
る。すなわち、 $v_{n}^{(n)}(T)$ が任意の $n$ に対して $T$ に関する減少関数であることがいえれば、
任意の時点 $n(=1$ ,2, .. . $)$、任意の状態 $i(=0,1,2, \ldots,n)$ に対して、割引関数 $v^{(n)}.\cdot(T)$ は、

$T$ に関する減少関数であるといえる。そこで、 時点 0 で満期が $T$ と $T+1$ である 2 つの
割引国債の価格に関して、

$v_{n}^{(n)}(T-n)>v_{n}^{(n)}(T-n+1)$ , $\forall n\leq T$ (I8)

が満たされることを示すことで、 $v_{n}^{(n)}(T)$ の $T$ に関する減少性を証明する。 まず、 時点 1
において、 式 (18) が成り立つためには、 式 (1) を用いると、

$v_{1}^{(1)}(T-1)-v_{1}^{(1)}(T)$ $=$ $\frac{v(T)}{v(1)}u(T-1)-\frac{v(T+1)}{v(1)}u(T)$

$=$ $\frac{1}{v(1)}[v(T)u(T-1)-v(T+1)u(T)]$

と表せるので、

$\frac{v(T)}{v(T+1)}>\frac{u(T)}{u(T-1)}$

を満たさなければならない。同様に、時点 $n(\leq T)$ において、式 (18) が成り立つためには、
式 (1) を繰り返し用いることで、それぞれ、

$v_{n}^{(n)}(T-n)= \frac{v(T)}{\Pi_{j=0}^{n-1}v_{j}^{(j)}(1)}\prod_{j=T-n}^{T-1}u(j)$

$v_{n}^{(n)}(T-n+1)= \frac{v(T+1)}{\Pi_{j=0}^{n-1}v_{j}^{(j)}(1)}\prod_{j=T-n+1}^{T}u(j)$

と表せるから、

$v_{n}^{(n)}(T-n)-v_{n}^{(n)}(T-n+1)= \frac{\prod_{T-n+1}^{T-1}u(j)}{\prod_{j=0}^{n-1}v_{j}^{j}(1)}[v(T)u(T-n)-v(T+1)u(T)]\mathrm{t}$

となり、

$\frac{v(T)}{v(T+1)}>\frac{u(T)}{u(T-n)}$ , $n=1,2,$ $\ldots,$
$T$

を満たせば式 (18) が成り立つ。さらに、任意の $T$ に対して、 $1<u(T)<u(T+1)$ だから、

$\frac{v(T)}{v(T+1)}>\frac{u(T)}{u(0)}>\frac{u(T)}{u(1)}>\cdots>\frac{u(T)}{u(T-1)}>1$

となり、 $u(0)=1$ より、

$\frac{v(T)}{v(T+1)}>u(T)$

であれば満期まで状態が上昇し続けても、満期の長い割引国債が満期の短い割引国債の価
格を超えることはない。つまり $T$ に関する減少性は保存される。 口
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4.3 溝期の等しい割引国債\emptyset 価

満期の等しい割引国債の価格を比較したとき、 状態が上昇すれば価格も上昇し、状態が
下落すれば価格も下落する (図 4)。 これを式で表せば、 状態が上昇した場合は、

$v_{1}^{(n)}.(T)<v_{1+1}^{(n+1)}.(T)$ , $i,$ $n=0,1,2,$ $\ldots,$ $T=1,2,$ $\ldots$ (19)

下落した場合は、

$v_{1}^{(n)}.(T)>v_{1}^{(n+1)}.(T)$ , $i,$ $n=0,1,2,$ $\ldots,$ $T=1,2,$ $\ldots$ (20)

である。 この性質を満足するためには、 ある条件を満たす必要がある。

1

$v_{i+1}^{(n+1)}(T)$

$v_{\dot{\iota}}^{(n)}(T)$

$v_{1}^{(n+1)}.(T)$

0 $T$

図 4: 等しい満期をもつ割引国債の価格

定理 3 任意の $n=0,1,2,$ $\ldots$ に対して、

$1< \frac{p(n)}{p(T+n)}<\alpha^{T}$

を満たすとき、 満期の等しい割引国債の価格に関して、

$v^{(n+1)}\dot{.}(T)<v^{(n)}\dot{.}(T)<v_{1+1}^{(n+1)}.(T)$ , $i,$ $n=0,1,2,$ $\ldots,$ $T=1,2,$ $\ldots$

が成り立つ。

[証町
まず、 式 (19) に関して、 両辺の差を取ると、 式 (12) より、

$v_{+1}^{(n+1)}\dot{.}(T)-v_{1}^{(n)}.(T)$
$=v(T) \alpha^{-(n-:-1)T}\prod_{k=0}^{n}\frac{p(k)}{p(T+k)}-v(T)\alpha^{-(n-:-1)T}\prod_{k=0}^{n-1}\frac{p(k)}{p(T+k)}$

$=v(T) \alpha^{-(n-:-1)T}\prod_{k=0}^{n-1}\frac{p(k)}{p(T+k)}[\frac{p(n)}{p(T+n)}-1]$
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$\xi f_{\mathrm{X}}o_{0}\mathrm{f}$ \check \supset \check C、

$\frac{p(n)}{p(T+n)}>1$

が満たされれば、式 (19) は成り立つ。同様にして、式 (20) を満たすための条件を導出する。
まず両辺の差を取ると、式 (12) より、

$v_{i}^{(n)}(T)-v_{i}^{(n+1)}(T)$ $=v(T) \alpha^{-(n-:-1)T}\prod_{k=0}^{n-1}\frac{p(k)}{p(T+k)}-v(T)\alpha^{-(n-:)T}\prod_{k=0}^{n}\frac{p(k)}{p(T+k)}$

$=v(T) \alpha^{-(n-:)T}\prod_{k=0}^{n-1}\frac{p(k)}{p(T+k)}[\alpha^{T}-\frac{p(n)}{p(T+n)}]$

となる。 よって、

$\frac{p(n)}{p(T+n)}<\alpha^{T}$

が満たされれば、式 (20) は成り立つ。 口

例 1 これまで、 モデルの満たすべき性質を述べ、個々の性質を満たすための条件を示し
てきたが、実際にそれらの条件を満たすような関数について考える。 ます、 $u(1)\text{、}d(1)$ を

与える。 $u(0)=d(0)=1$ であり、 さらに $u(T)$ は $T$ に関する増カ D関数、 $d(T)$ は $T$ に関す
る減少関数であることを考慮して、

$u(1)=1+\epsilon,$ $d(1)=1-\epsilon$

とする。 ただし、 $\epsilon$ は十分小さな正の数とする。式 (9)、 式 (10) から、

$\alpha=\frac{1+\epsilon}{1-\epsilon}>1$

$\pi=\frac{1}{2}$

となる。 さらに、 式 (7) と式 (8) から、

$u(T)= \frac{2\alpha^{T}}{1+\alpha^{T}}$ (21)

$d(T)= \frac{2}{1+\alpha^{T}}$ (22)

となる。 ここで、

$v(T)=e^{-\beta T}$ , $\beta>0$ (23)

とする。 これが、 定理 2 、定理 3 を満たしていることを確認する。 まず、 式 (16) に式 (23)
を代入すると、

$e^{\beta}>u(T)$
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が得られる。 $u\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ) は、 式 ( $2\mathfrak{y}$ から 1以上 2以下の値をとることから、 $\beta$ を lOg2 以上の値
にしたやればよい。次に、 式 (2y、式 (22) から、

$\frac{p(n)}{p(T+n)}=\alpha^{T}\frac{1+\alpha^{n}}{1+\alpha^{T+n}}$

となる。 これは、 式 (3) を満たす。

例 1 でみたように、 モデルを満足する関数が存在することは確認できたが、 この例には、
問題点がある。 $\frac{v}{v(}T1^{T}[perp]+1$

)
が一定の値、 しかも lOg2 以上であると、 $v(T)$ は $T=1$ で 05以下

の値であり、 $T=2$ では 025以下の値となり、 モデルとしての性質は満たしているが、 こ

のままでは、現実に即したモデルとは言えない。

例 2 ここでは、 より現実的な例を考える。 まず、 例 1 と同様に、

$u(1)=1+\epsilon,$ $d(1)=1-\epsilon$

とする。 さらに、

$\frac{v(T)}{v(T+1)}=\frac{2\alpha^{T}}{1+\alpha^{T}}(1+\alpha^{-T-a})$

とする。 ただし、 $v(0)=1$ であり、 $a$ は充分大きな正数とする。右辺が 1 より大きいこと
から、 $v(T)$ は Tに関する減少関数であり、減少の速度も例 1 と比べると、ずっと遅い。 ま
た、 $1+\alpha^{-T-a}>1$であるから、

$\frac{v(T)}{v(T+1)}>\frac{2\alpha^{T}}{1+\alpha^{T}}=u(T)$

となり、 定理 2 を満足する。次に、

$\frac{p(n)}{p(T+n)}=\frac{1+\alpha^{-n-a}}{1+\alpha^{-T-n-a}}>1$

であり、 また、

$\alpha^{T}-\frac{p(n)}{p(T+n)}=\frac{\alpha^{T}-1}{1+\alpha^{-T-n-a}}>0$

となるから、定理 3 も満たす。

5 信用リスクのある割 J債 (割 J社債)

ここでは、信用リスクのある割引債 (割引社債) の無裁定価格について考える。 ここで、

次のような仮定をおく。
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1. 問題となる割引社債を発行している企業のデフオルト過程は、状態とは独立で時点に
のみ依存して決まる。ハザード関数を $h^{(n)}$ で表す。 ここで、 ハザード関数とは、 時

点 $n$ までにデフォルトを起こしていないという条件の下で、その時点でデフオルト
を起こす確率である。 当然、割引国債の場合と同様のモデルを想定するので状態は 1
時点進むごとに上昇あるいは下落し、経路には独立であり、 とりうる状態の数は 1期
間進むごとに 1 つずつ増える。 リスク中立の上昇確率は $\pi$ である。

2. 問題となる割引社債を発行している企業がデフオルトを起こした場合、その割引社債
の保有者は、 満期において額面に対して一定の回収率 $\delta$ を受け取ることができる。

3. デフォルトを起こした割引社債の価格を $\hat{V}_{\dot{\iota}}^{(n)}(T)$ と表す。

以上の仮定の下で、割引社債のモデルは図 5のように表せる。ただし、 $p^{(n+1)}\dot{.}$
、

$\hat{p}!^{n+1)}$. は各

状態への推移確率を表す。割引社債の無裁定価格を考える前に、発行元の企業がデフオル
トを起こしてしまったときの割引社債の価格を考える。 デフオルトが発生した場合、満期
において確実に $\delta$ を受け取ることができるので、 これは額面 $\delta$ の割引国債と見なすことが
できる。従って、

$\hat{V}_{i}^{(n)}(T)=\delta v_{\dot{\iota}}^{(n)}(T)$ , $\forall i\in[0, n],$ $\forall n,$ $T\in N$ (24)

と表せる。 ここで、 $n$ 時点から $n+1$ 時点において、裁定機会が存在しないためには、次

式が成立しなければならない。

$V_{i}^{(n)}(T)$ $=v_{i}^{(n)}(1)[p_{i+1}^{(n+1)}V_{i+1}^{(n+1)}(T-1)+\hat{p}_{1+1}^{(n+1)}.\hat{V}_{i+1}^{(n+1)}(T-1)$

$+p_{i}^{(n+1)}V_{i}^{(n+1)}(T-1)+\hat{p}_{i}^{(n+1)}\hat{V}_{i}^{(n+1)}(T-1)]$ (25)

ここで、 $T=1$ の場合を考える。 $V_{i}^{(n)}(0)=1\text{、}\hat{V}^{(n)}.\cdot(0)=\delta v^{(n)}.\cdot(0)=\delta$ であることを考慮

して、

$V_{i}^{(n)}(1)$ $=$ $v_{i}^{(n)}(1)[\pi[1-h^{(n+1)}]+\pi h^{(n+1)}\delta$

$+(1-\pi)[1-h^{(n+1)}]+(1-\pi)h^{(n+1)}\delta]$

$=$ $v_{1}^{(n)}.(1)[[1-h^{(n+1)}]+h^{(n+1)}\delta]$ (26)

となる。 また、 $T=2$ のとき、 式 (24)、 式 (26) より

$V_{i}^{(n)}(2)$ $=$ $v_{i}^{(n)}(1)[\pi[1-h^{(n+1)}]V_{1+1}^{(n+1)}.(1)+\pi h^{(n+1)}\hat{V}_{i+1}^{(n+1)}(1)$

$+(1-\pi)[1-h^{(n+1)}]V_{i}^{(n+1)}(1)+(1-\pi)h^{(n+1)}\hat{V}^{(n+1)}\dot{.}(1)]$

$=$ $v_{i}^{(n)}(1)[[1-h^{(n+1)}][[1-h^{(n+2)}]+h^{(n+2)}\delta][\pi v_{i+1}^{(n+1)}(1)+(1-\pi)v^{(n+1)}.\cdot(1)]$

$+h^{(n+1)}\delta[\pi v_{+1}^{(n+1)}\dot{.}(1)+(1-\pi)v_{i}^{(n+1)}(1)]\rceil$
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図 5: 割引社債の価格推移

となる。 さらに、 式 (y、式 (2)、 式 (3) より、

$V_{1}^{(n)}.(2)$ $=v_{1}^{(n)}.(1)[[1-h^{(n+1)}][1-h^{(n+2)}]+[[1-h^{(n+1)}]h^{(n+2)}+h^{(n+1)}]\delta]$

$\mathrm{x}[\frac{1-d(1)}{u(1)-d(1)}\cdot.\cdot\frac{v_{1}^{(n)}(2)}{v_{1}^{(n)}(1)}\cdot u(1)+\frac{u(1)-1}{u(1)-d(1)}\cdot.\frac{v_{1}^{(n)}(2)}{v_{1}^{(n)}(1)}\cdot d(1)]$

$=v_{1}^{(n)}.(2)[[1-h^{(n+1)}][1-h^{(n+2)}]+[[1-h^{(n+1)}]h^{(n+2)}+h^{(n+1)}]\delta]$

である。 $T=1$ 及び $T=2$ の結果から、

$V_{1}^{(n)}.(T)=v_{1}^{(n)}.(T)[S^{(n)}(T)+[1-S^{(n)}(T)]\delta]$ (27)

と予想できる。ただし、

$S^{(n)}(T)= \prod_{j=n+1}^{n+T}[1-h^{(j)}]$ (28)

16



とする。 このとき、 $S^{(n)}(T)$ は、 $n$ 時点までデフォノレトを起こしていないとき、 さらに $T$

期間デフォルトを起こさない確率。すなわち、 $n$ 時点における $n+T$ までの生存確率であ
る。 この仮定の下で、 次の式は容易に確認できる。

$1-S^{(n)}(T)=n+T \sum h^{(j)}j-1\prod[1-h^{(k)}]+h^{(n+1)}$

$j=n+2$ $k=n+1$

式 (27) を証明するために、 $T$ に関する数学的帰納法を用いる。 $T=2$ のとき式 (27) は成
立することは明らかである。そこで、 $T=t$ のとき式 (27) が成立すると仮定する。つまり、

$V_{\dot{\iota}}^{(n)}(t)=v_{1}^{(n)}.(t)$ [S(n)(t)十 $[1-S^{(n)}(t)]\delta]$ (29)

と仮定したとき、 $V_{i}^{(n)}(t+1)$ が式 (27) を満たすことを証明する。 まず、 式 (25) より、

$V_{i}^{(n)}(t+1)$ $=v_{i}^{(n)}(1)[\pi[1-h^{(n+1)}]V_{i+1}^{(n+1)}(t)+\pi h^{(n+1)}\hat{V}_{i+1}^{(n+1)}(t)$

$+(1-\pi)[1-h^{(n+1)}]V_{i}^{(n+1)}(t)+(1-\pi)h^{(n+1)}\hat{V}^{(n+1)}\dot{.}(t)]$

である。 これに、 式 (24)、 式 (29) を代入すると、

$V_{i}^{(n)}(t+1)$ $=v_{i}^{(n)}(1)[[1-h^{(n+1)}][S^{(n+1)}(t)+[1-S^{(n+1)}(t)]\delta]$

$\cross[\pi v_{i+1}^{(n)}(t)+(1-\pi)v_{i}^{(n)}(t)]+h^{(n+1)}\delta[\pi v_{i+1}^{(n+1)}(t)+(1-\pi)v^{(n+1)}\dot{.}(t)]]$

となる。 さらに、 式 (y、式 (2)、式 (3) を利用して、

$V_{i}^{(n)}(t+1)$ $=v_{i}^{(n)}(1)[S^{(n)}(t+1)+[1-S^{(n)}(t+1)]\delta]$

$\cross[\frac{1-d(t)}{u(t)-d(t)}\cdot\frac{v_{i}^{(n)}(t+1)}{v_{i}^{(n)}(1)}\cdot u(t)+\frac{u(t)-1}{u(t)-d(t)}\cdot\frac{v_{i}^{(n)}(t+1)}{v_{i}^{(n)}(1)}\cdot d(t)]$

$=v_{i}^{(n)}(t+1)[S^{(n)}(t+1)+[1-S^{(n)}(t+1)]\delta]$

となる。 よって、 $T=t+1$ のときも式 (27) を満たすことが分かる。

定理 4 割引社債の無裁定価格は、満期の等しい割引国債の価格と生存確率及び回収率を
用いて、

$V_{i}^{(n)}(T)=v_{i}^{(n)}(T)[S^{(n)}(T)(1-\delta)+\delta]$ (30)

と表せる。

注 1 木島正明 [6] では、割引国債のスポッ }$\backslash \cdot$ レートとデフォルト過程を、互いに独立な
ある確率過程に従うと仮定したJarrow-Turnbull [3] のモデルから、割引社債の無裁定価
格は、

$V(t, T)=v(t, T)[\delta+(1-\delta)E_{t}[e^{-HQ,T)}]],$ $t\leq T$ (31)
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でえられるとしている。ただし、$v(t, T)$ を時点 $t$ における満期 $T$ の割引国債の価格、 $V(t, T)$

を割引社債の価格、 $\delta$ を回収率、 $H(t, T)$ は累積デフオルト率を表している。 また、 $E_{t}$ は、

時点 $t$ での条件付期待値を表している。
式 (30) と式 (31) を比較すると、 非常に似た結果といえる。 しかし、 前者は、割引国債の

価格を 2項格子モデルによってモデル化したものであり、一方後者は、スポッ $\mathrm{t}\backslash \cdot$ レートを

確率微分方程式でモデル化したものであり、その整合性に関しては、今後の課題である。

6 割 J社債の無裁定価格の比較静学分析

式 (30) で与えられる割引社債の無裁定価格に関して、比較静学分析を通して、その特徴
を見る。

6.1 状態 $i$ に関する比較静学分析

る
$\mathrm{B}^{\mathrm{a}}\check{\mathrm{b}}\text{まず}$ 、、 i\mbox{\boldmath $\tau$}|\tilde \breve (30)b\emptyset \mbox{\boldmath $\tau$} S(fn\breve -)(&Tg)(\not\in 1-\Re \mbox{\boldmath $\delta$}\check )C、+b\mbox{\boldmath $\delta$}o]

、

$\text{の_{}\mathrm{p}}\mathrm{I}\mathrm{o}\mathrm{V}*\text{分}$.–$|^{}.\mathrm{a}.\text{目するとト関数の}*/$ 、} $\mathrm{l}.-\text{れ}\vee\#\mathrm{h}\text{関}\lambda\supset$、 \mbox{\boldmath $\tau$}n、 $\text{と_{}l\mathrm{f}\dot{\overline{\mathrm{f}\mathrm{i}}}}T.\text{の関数}-\tau^{\text{、、}}\mathrm{a}|^{}\mathrm{j}\mathrm{E}\text{の}(\mathrm{g}\llcorner \text{を取}$

ることが分かる。よって、割引社債の無裁定価格は、 $i$ に関する増加関数である。
$i$ は経済の状態を表す変数であり、割引債の価格がより高い状態、つまり市場利子率が
低い状態のとき、 $i$ はより大きな値を取るように仮定しているので、 当然の結果と言える。

6.2 満期 $T$ に関する比較静学分析

ここではまず、 $S^{(n)}(T)$ が満期 $T$ に関してどのような特徴を持つか検討する。 $S^{(n)}(T)$

は、 式 (28) で表される。 この式から、 すべての $T>0$ に関して次の結果が得られる。

$S^{(n)}(T+1)$ $= \prod_{j=n+1}^{n+T+1}[1-h^{(j)}]$

$=$ $[1-h^{(n+T+1)}] \prod_{\dot{J}^{=n+1}}^{n+T}[1-h^{(j)}]$

$=$ $[1-h^{(n+T+1)}]S^{(n)}(T)<S^{(n)}(T)$

よって $S^{(n)}(T)$ は、満期 $T$ に関する減少関数ということがわかる。 ここで、割引国債の無
裁定価格 $v_{1}^{(n)}.(T)$ も満期 $T$ に関する減少関数であるから、 式 (30) より、割引社債の無裁
定価格 $V_{1}^{(n)}.(T)$ も満期 $T$ に関する減少関数である。
これは、 満期が長い割引社債の価格は、割引国債の価格の場合と同様に、 より低くなっ

ているということを表している。
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6.3 時点 $n$ に関する比較静学分析

最後に、時点 $n$ に関してであるが、割引国債のときと同様に、 $v_{i}^{(n)}(T)$ と $v_{\dot{\iota}+1}^{(n+1)}(T)$ 及び
$v_{i}^{(n+1)}(T)$ の比較により、 その特徴をみる。 まず、 $S^{(n)}(T)$ を $n$ に関して見ると、

$S^{(n+1)}(T)$ $=$ $\prod_{j=n+2}^{n+T+1}[1-h^{(j)}]$

$=$ $\frac{1-h^{(n+T+1)}}{1-h^{(n+1)}}\prod_{\dot{g}=n+1}^{n+T}[1-h^{(j)}]$

$=$ $\frac{1-h^{(n+T+1)}}{1-h^{(n+1)}}S^{(n)}(T)$ (32)

となる。 しかし、 これだけでは、 $S^{(n)}(T)$ と $S^{(n+1)}(T)$ の大小関係は分からない。そこで、
ハザード関数 $h^{(n)}$ を次の 3つのタイプに分類して考える。 (図 6)

$n$

図 6: バスタブ型ハザード関数

$\bullet$
$\mathrm{I}\mathrm{H}\mathrm{R}$ ( $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ Hazard Rate)
ハザード関数 $h^{(n)}$ が時点 $n$ に関して単調非減少のとき、 これを IHR と呼ぶ。 この場
合、 任意の $n,$ $m(0<n<m)$ に対して、

$h^{(n)}\leq h^{(m)}$

が成り立つ。 よって、 式 (32) より、

$S^{(n+1)}(T)\leq S^{(n)}(T)$

となる。 つまり、 $S^{(n)}(T)$ は $n$ に関する減少関数となる。

$\bullet$ CHR(Constant Hazard Rate)
ハザード関数 $h^{(n)}$ が一定のとき、 これを CHR と呼ぶ。 この場合、 任意の $n(>0)$ に
対して、

$h^{(n)}=h$
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( $h$ ; 一定) とおくことができる。 よって、 式 (32) より、

$S^{(n+1)}(T)=S^{(n)}(T)$

となる。つまり、 $S^{(n)}(T)$ は $n$ に関しては、 定数となる。

$\bullet$ DHR(Decreasing Hazard Rate)
ハザード関数 $h^{(n)}$ が時点 $n$ に関して単調非増加のとき、 これをDHR と呼ぶ。 この
場合、任意の $n,$ $m(0<n<m)$ に対して.

$h^{(n)}\geq h^{(m)}$

が成り立つ。 よって、 式 (32) より、

$S^{(n+1)}(T)\geq S^{(n)}(T)$

となる。つまり、 $S^{(n)}(T)$ は $n$ に関する減少関数となる。

ここで、 式 (19)、 式 (20) と式 (30) から次のことが確認できる。 IHRの場合は、

$V_{1}^{(n)}.(T)>V_{1}^{(n+1)}.(T)$

は成り立つが、 $V_{1}^{(n)}.(T)$ と $V_{1+1}^{(n+1)}.(T)$ の大小関係については、はつきりしない。また、 CHR
の場合は、

$V_{1}^{(n+1)}.(T)<V_{1}^{(n)}.(T)<V_{1+1}^{(n+1)}.(T)$

が成り立つ。最後に、 DHRの場合は、

$V_{1}^{(n)}.(T)<V_{1+1}^{(n+1)}.(T)$

は成り立つが、 $V_{1}^{(n)}.(T)$ と $V_{1}^{(n+1)}.(T)$ の大小関係については、 はつきりしない。

今、 大小関係がはっきりしなかった 2 つのケース、 つまり、 IHRのときの $V_{i}^{(n)}(T)$ と

$V_{1+1}^{(n+1)}.(T)$ の関係と、DHRのときの $V_{1}^{(n)}.(T)$ と $V_{1}^{(n+1)}.(T)$ の関係について考えると、共に、
時点が経過したことによる割引国債の価格の動きと、デフオルトの発生に伴う期待回収率
が反対方向にシフトした場合であることが分かる。したがって、 この 2つのケースについて
は、今挙げた 2つの要因が割引社債の価格に与える影響の度合いに依存すると考えられる。

7 おわりに

この論文では、 HO-Leeの 2項格子モデルに新たに 2つの性質を加え、 さらに信用リスク
をもつ割引債の無裁定価格を導出した。この結果は、5節の注 1 でも触れたように、 Jarrow-
Rmbull が連続時間のモデルとして、 フオワード・レートを確率微分方程式で与えたモデ
ルの結果と類似していることが分かったが、その整合性に関しては解決していない。実際
の取引をモデル化する場合、連続時間のモデルの方が扱いやすいが、その特徴を見るには、
離散時間のモデルの方が理解しやすい場合が多いため、 この 2つのモデルの整合性を見出
すことが今後の課題となる。
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