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1 はじめに

Symplectic 数値解法は Hamilton 力学系に対して非常に有効な数値計算手法であることが知られており
[1-4], 本研究では, この方法を非線形波動方程式系に適用しその有効性を確かめることを目的としている. こ

こでは実際の応用例として, (複素) 従属変数 u}こ対する次のクラスの非線形波動方程式,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}.\frac{\partial u}{\partial t}+L[u]-V’(|u|^{2})u=0$ , (1)

について考察する. ここで $L[u]$ は線形分散項で,

$L[u]=\alpha_{2^{\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}}}}+\cdot\alpha_{3^{\frac{\partial^{3}u}{\partial x^{3}}}}+\alpha_{4^{\frac{\partial^{4}u}{\partial x^{4}}}}+\cdots$ ( $\alpha_{j}$は実数) (2)

と与えられるとする. また $V’(|u|^{2})$ は非線型項を表す関数で ’は微分を表す. 本稿では, 方程式 (1) のクラ

スとして $(1+1)$-次元系を考察するが, 一般に空間が 2, 3次元系でも全く同様に Symplectic数値解法が適用で
きるということを注意しておきたい. このクラスに属するもので一番よく知られている非線型方程式は非線

$\text{形}$ Schr\"odinger $\text{方程式}$ ,
$\mathrm{i}\frac{\partial u}{\partial t}+\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}}+2|u|^{2}u=0$ , (3)

である. また, 方程式 (1) こ対応するハミルトニアンは

$H$ $=$ $H_{1}+H_{2}$ (4)

$H_{1}$ $=$ $(- \mathrm{i})\int[\alpha_{2}|\frac{\partial u}{\partial x}|^{2}+\mathrm{i}\frac{\alpha \mathrm{a}}{2}(\frac{\partial u^{*}}{\partial x}\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}}-\frac{\partial u}{\partial x}\frac{\partial^{2}u^{*}}{\partial x^{2}})-\alpha_{4}|\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}}|^{2}+\cdots]dx$ (5)

$H_{2}$ $=$ $(- \mathrm{i})\int V(|u|^{2})dx$ (6)

で与えられるので, 方程式 (1) $\}$まハミルトニアン (4) に対する Hamilton方程式,

$\frac{\partial u}{\partial t}=\frac{\delta H}{\delta u^{r}}$ , $\frac{\partial u^{*}}{\partial t}=-\frac{\delta H}{\delta u}$ (7)

と等価である. ここで記号 $\delta/\delta u$ は汎関数微分で, 一般の汎関数 $I= \int f(u, u_{x}, u_{xx}, \ldots)dx$ に対して

$\frac{\delta}{\delta u}I=\frac{\partial f}{\partial u}-\frac{d}{dx}(\frac{\partial f}{\partial u_{x}})+\frac{d^{2}}{dx^{2}}(\frac{\partial f}{\partial u_{xx}})\cdots$ (8)

で定義される.
本稿では Symplectic数値解法についての概要を述べ, 高次の Symplectic数値解法が簡単に構成できるこ

とを示す. これらはいすれも数値解法としては陽的解法である. その後で, 実際の数値計算の例について示す

ことにする. なお, 非線形 Schr\"odinger方程式 (3) に対する Symplectic数値解法については文献 [5] に詳しく

書かれているので参考にして下さい.

2Symplectic数値解法

Symplectic 解法の一般論から, 任意の Hamilton 系に対して常に陰的な Symplectic解法が構成できるこ
とが知られている $[2,3]$ . 一方, ハミルトニアンが (4) の様に 2つの和で書かれている場合, $H_{1},$ $H_{2}$ が共に単

独では可積分 (解が簡単に書ける) であるとき, この系に対して陽的な Symplectic解法を構成することが可
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能である. 1 次の陽的解法はまず $H$, をハミルトニアンとしてステップ $\tau$ だけ時間発展させ, 次に $H_{2}$ をハ

ミルトニアンとしてステップ $\tau$ だけ時間発展させたものの合威 (あるいはその逆) として 1 ステップが定義
される. これは互いに非可換な作用素 $A,$ $B$ の指数関数に関する関係式

$\exp[\tau(A+B)]=\exp[\tau A]\exp[\tau B]+O(\tau^{2})$ (9)

がその基礎になっている. ここで $A,$ $B$ は特に $H_{1},$ $H_{2}$ との Poisson括弧をっくる微分作用素

$A:=\{\cdot, H_{1}\},$ $B:=\{\cdot, H_{2}\}$

を表す. (9) の左辺の $\exp[\tau(A+B)]$ は真の解の時間発展, 右辺の $\exp[\tau A]\exp[\tau B]$ は $H_{1}$ と $H_{2}$ にょるフ

ローの合成を表し, その差が $O(\tau^{2})$ であることから,

$S_{1}(\tau):=\exp[\tau A]\exp[\tau B]$

が 1 次の精度 (解法) であることが保証される. またこの定義自身, 任意のハミルトニアンの解, およひそ
の合成は symplectic であることから, 上に述べた 1 次の解法が Symplectic解法となることの根拠も与えて
いる.

この指数関数表記を使えば 2 次の陽解法は

$\exp[\tau(A+B)]$

$= \exp[\frac{\tau}{2}A]\exp[\tau B]\exp[\frac{\tau}{2}A]+O(\tau^{3})$

$=S_{2}(\tau)+O(\tau^{3})$

でできる. この意味は $H_{1}$ で $(\tau/2),$ $H_{2}$ で $(\tau)$ , そして $H_{1}$ で $(\tau/2)$ 時間発展させて 1 ステップを構或すると
いう意味である. この 2次の陽解法は Symplectic解法となるのみならず, 時間反転対称性を持っ解法

$S_{2}(\tau)S_{2}(-\tau)=S_{2}(-\tau)S_{2}(\tau)=identity$

となることも注意しておく.

4次以上の時間反転対称な Symplectic解法は上の 2 次の解法の対称的な合成で得られることが知られて
いる [6]. 例えば 4次の解法は 3 つの 2次の解法の合成

$S_{4}(\tau):=S_{2}(x\tau)S_{2}((1-2x)\tau)S_{2}(x\tau)$

で得られる. ここで $x=1/(2-2^{1/3})$ である. 同様に 6 次の解法は

$S_{6}(\tau)$ $:=$ $S_{2}(y_{3}\tau)S_{2}(y_{2}\tau)S_{2}(y_{1}\tau)S_{2}(y_{0}\tau)$

$\cross S_{2}(y_{1}\tau)S_{2}(y_{2}\tau)S_{2}(y_{3}\tau)$

で良い. ここで数値定数 $y_{0},$ $y_{1},$ $y_{2},$ $y_{3}$ は

$y_{1}$ $=$ $-1\mathrm{J}776$ 7998417887
$y_{2}$ $=$ 0.235573213359357
$y_{3}$ $=$ 0.784513610477560
$y_{0}$ $=$ $1-2(y_{1}+y_{2}+y_{3})$

で与えられる.
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3 非線形波動方程式への応用

ここで前節の結果を用いて, 非線形波動方程式 (1) $\}$こ対する陽的な Symplectic解法を構成する. ます, ハ

ミルトニアン (5), (6) から導かれる Hamilton方程式はそれぞれ

慣.$\frac{\partial u}{\partial t}$
$+ \alpha_{2}\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}}+\cdot\alpha_{3}\frac{\partial^{3}u}{\partial x^{3}}+\alpha_{4}\frac{\partial^{4}u}{\partial x^{4}}+\cdots=0$ (10)

$\mathrm{i}\frac{\partial u}{\partial t}-V’(|u|^{2})u=0$ , (11)

で与えられるから, それぞれの方程式単独での時間発展を組み合わせて陽的な Symplectic解法を構成するこ
とができる.

ただし, 実際の数値計算では空間変数を離散化しなければならないので, 方程式 (10) の空間微分を差分法
やスペクトル法等で置き換えて計算しなければならない. いま空間変数 $x$ を離散化して, その上での従属変

数を

$u(x, t)arrow \mathrm{u}(t)=(u_{1}(t),u_{2}(t),$
$\ldots,$

$u_{N}(t))$ (12)

$u^{*}(x,t)arrow \mathrm{u}^{*}(t)=(u_{1}^{*}(t),u_{2}^{*}(t),$
$\ldots,$

$u_{N}^{*}(t))$ (13)

とする. Symplectic解法を構成するためには時間発展の各ステップが正準変数の組 $(u_{j}, u_{j}^{*})$ に対する正準変

換になっていなければならない. この条件を満たすために, 例えば (離散)Fourier変換を使って解く方法が考
えられる. 離 ri Fourier 変換 $F$ を

$u_{j}=F( \hat{u})=\frac{1}{\sqrt{N}}\sum_{m}\hat{u}_{m}\exp(\frac{2\pi \mathrm{i}jm}{N})$ (14)

$\hat{u}_{m}=F^{-1}(u)=\frac{1}{\sqrt{N}}\sum_{j}u_{j}\exp(-\frac{2\pi \mathrm{i}jm}{N})$ (15)

で定義すると, 方程式 (10) による時間発展は

$u_{j}(t+\Delta t)=F[\exp\{-\mathrm{i}(\alpha_{2}k_{m}^{2}-\alpha_{3}k_{m}^{3}-\alpha_{4}k_{m}^{4}+\cdots)\Delta t\}F^{-1}(u(t))]$ (16)

と書け $(k_{m}=2\pi m/L, x_{j}=Lj/N)$ , 方程式 (11) による時間発展は,

$u_{j}(t+\Delta t)=u_{j}(t)\exp[-\mathrm{i}V’(|u_{j}(t)|^{2})\Delta t]$ (17)

となることがわかる. 離散 Fourier変換 (14), (15) による変数変換 $(u_{j}, u_{j}^{*})rightarrow(\hat{u}_{m},\hat{u}_{m}^{*})$ は正準変換であるこ

とから, 方程式 (16) による時間発展 $(u_{j}(t),u_{j}^{*}(t))arrow(u_{j}(t+\Delta t), u_{j}^{*}(t+\Delta t))$ は正準変換を与えることがわ

かる. また, 方程式 (17) が正準変換であることは明らかである. 前節で与えた結果を元に, この $H_{1}$ と $H_{2}$ に

よる時間発展によって非線形波動方程式 (1) 1こ対する陽的な Symplectic 数値解法を構成することができる.

4 数値計算例

この節では数値計算の例として,

$\mathrm{i}\frac{\partial u}{\partial t}+\alpha_{2^{\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}}}}+\mathrm{i}\alpha s^{\frac{\partial^{3}u}{\partial x^{3}}}+\beta_{1}|u|^{2}u+\beta 2|u|^{4}u=0$ , (18)

に対する初期値問題を考える. 実際の計算において各係数は $\alpha_{2}=1.0,$ $\alpha_{3}=0.7,$ $\beta_{1}=2.0,$ $\beta_{2}=1.0$ とした.

数値計算スキームとしては比較のため 4 次の symplectic 数値解法 (SI4) と 4次の Runge-Kutta 法 (RK4) の

2 つで計算をおこなった. ここでの 「 $4$ 次の Runge-Kutta 法」は擬スペクトル法によるもの, すなわち空間

微分は FFT を使って計算し, 時間発展を 4 次の Runge-Kutta法で計算する方法を用いている. またその他

の条件は以下の様に与えられるとする.
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・空間 : $-25\leq x\leq 25,$ $(L=50)$ を $N=256$分割する (周期境界条件)

・時間 : $0\leq t\leq 1\mathrm{O}\mathrm{O}\mathrm{O}$ に対して時間刻みを $\Delta t=0.00025(\mathrm{S}\mathrm{I}4)$ と $\Delta t=0.00005(\mathrm{R}\mathrm{K}4)$ にとる.

・初期波形 : $u(x, \mathrm{O})=\exp(\mathrm{i}0.8x)\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}(x)$

・精度を比較するための保存量 : $C_{j}=[I_{j}(t)-I_{j}(0)]/I_{j}(0)$

$I_{1}(t)$ $=$ $\int|u|^{2}dx$ (19)

I2(t) $=$ $\int Im[u\frac{\partial u^{*}}{\partial x}]dx$ (20)

I3(t) $=$ $\int\{\alpha_{2}|\frac{\partial u}{\partial x}|^{2}-\alpha_{3}Im[\frac{\partial u^{*}}{\partial x}\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}}]-\frac{\beta_{1}}{2}|u|^{4}-\frac{\beta_{2}}{3}|u|^{6}\}dx$ (21)
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Fig.l $T=0\text{て^{}\theta}\text{の}(\hslash\ovalbox{\tt\small REJECT})\backslash \text{波}\Psi\nearrow$, $\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}.2$ $T=1000\text{での波}\Psi/$,

$\mathrm{S}\mathrm{I}4$ と $\mathrm{R}\mathrm{K}4$ で $\Delta t$ の値が異なっているが, これは $\mathrm{S}\mathrm{I}4$ では $\Delta t=0.00025$程度で安定して計算できるのに
対して, $\mathrm{R}\mathrm{K}4$ ではその 1/5 倍の $\Delta t=0.00005$ にしなければあまり安定でないことを示してぃる.

Fig.l は上で与えた初期波形 $u(x, \mathrm{O})=\exp(\mathrm{i}0.8x)\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}(x)$ の絶対値 $|u|$ を描いたものである. この初期値
から時間発展させて $T=1\mathrm{O}\mathrm{O}\mathrm{O}$ での $|u|$ の値を描いたものが Fig 2 である. Fig 2 の波形に対しては SI4 と
$\mathrm{R}\mathrm{K}4$ での差は見られない.

次に SI4 に対して, 上で定義した $C_{j}(j=1,2,3)$ の時間変化を描かせたものが Fig $.3\sim \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}.5$ である.
Symplectic 数値解法では一般にエネルギー $(C_{3})$ がある幅を持って保存することが知られてぃる [4]. さらに,
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Fig 3 保存量 $C_{1}$ の時間変化 (SI4) Fig.4 保存量 $C_{2}$ の時間変化 (SI4)
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Fig 5 保存量 $C_{3}$ の時間変化 (SI4)

この場合は $C_{1}$ が厳密に保存していることがわかつている [5]. 従って $C_{1},$ $C_{3}$ が保存しているように見えるの

はきちんとした理由があるが, さらにこの計算では $C_{2}$ についても良く保存していることが確認できる.

一方, $\mathrm{R}\mathrm{K}4$ に対して $C_{j}(j=1,2,3)$ の時間変化を描かせたものが Fig $.6\sim \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}.8$ である. $\mathrm{R}\mathrm{K}4$ の場合, $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

が保存する保証は何もないので, $C_{1}$ は保存している様に見えるが, $C_{2},C_{3}$ はわずかながら値がずれていくの

が読み取れる. $\mathrm{S}\mathrm{I}4$ の方が $\Delta t$ を大きく取っているにもかかわらす, このように保存量で差が出るということ
は Symplectic 数値解法の優位性が現れていると考えられる.
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Fig 6 保存量 $C_{1}$ の時間変化 (RK4) Fig 7 保存量 $C_{2}$ の時間変化 (RK4)
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Fig 8 保存量 $C_{\acute{i}}$

$\}$ の時間変化 (RK4)
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5 まとめ

本稿では, 非線形波動方程式 (1) 対する Symplectic数値解法について考察を行 $\mathrm{A}$
$\mathrm{a}$ , また, 実際に数値計算を

行なってその計算精度の高さを実証した. 特に, 4 次の (古典)Runge-Kutta 法との比較をおこない Symplectic
数値解法の安定性, また保存量に対する正確性の上で非常に優れていることが実証できた. 今後は, 様々な非
線形偏微分方程式系に Symplectic数値解法を応用し, その有効性を実証してゆきたい.
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