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有限詳 $G$ の素数グラフ $\Gamma(G)$ とはその位数を割る素数の集合 $\overline{\mathit{4}\mathfrak{l}}(G)$ を頂点集合とし、相異

なる頂点 p,Hよ詳 $G$ に位数 $pr$ の元が存在するとき辺で結んで出来るグラフのことである。
このグラフは群の構造を明らかにするために有効なことが知られてきた $($ [1], [3], $[4]_{:}$ [6] $)$

。 こ

こでは素数グラフを用いてモンスター単純詳 $\mathbb{M}$ の奇数位数の極大部分群について考えたい。

$|\mathbb{M}|=2^{46}.3^{20}.5^{9}.7^{6}.11^{2}.13^{3}.17.19.23.29.31.41.47..59.71$ .

でありシロー 71-部分詳の正規化詳 71 :35 は

$|71$ : $35|=5.7.71=2,485$

のフロベニウス詳である。射影特殊線形詳 L。(71) は 71 :35 を極犬 $.\pi 0$)分詳として含むがモン

スター単純詳 1M が L。(71) を部分詳ないしは節として含むかどうかは知られていない 3

$|L_{2}(71)|=\underline{0}^{3}.3^{\underline{\supset}}..5.7.71=178.920$

であるから 71 :35 と $L_{-},(71)$ はモンスター単純詳 $\mathbb{M}$ と比較して驚 $\langle$ ほど小さな詳である。

しかし、 次の結果を素数グラフを用いて示すことが畠来る。

定理 1. 71 :35 または $L_{\underline{)}}.(71)$ {よモンスター単純詳 $\mathbb{M}$ の極大部分詳である。

$\mathrm{M}\mathrm{I}$ については次の 2 つの補題が成り立つ。

補題 1. シロー 71-部分詳が正規化する位数が 71 と素な NI の郎分詳は自明なものに限る。

$\mathbb{M}$ の極大 2-局所部分群は Meierfrankenfeld と Shpectorov によって完全に分類された。す
なわち Atlas の表に Ho が発見した $7^{2}$ : $SL(–, 7)$ を付け加えれば匝大 r局所部分詳の完全な
表がえられる ([8])。 これらの極大 i局所部分詳で泣数が 71 で割り切れるものは $.IJ\neq 71$ の

ときは存在しない。

補題 2. モンスター単純詳 $\mathbb{M}$ に含まれる可能性がある位数が 71 で割り切れる非可換単純詳
は $L_{-},(71)$ に限る。

{71} が $\Gamma(\mathrm{N}\mathrm{I})$ の連結成分であることから有限単純群の素数グラフの連結或分の分類を使
えばよい $([5], [7|, [9])_{\text{。}}$ あるいは計算機を用いて確かめることもできる。
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-’ $\iota$ : $35\neq f_{-}.\mathfrak{l}lL_{2}(71)\mathrm{t}l\yen\backslash \prime 7_{\backslash }P-\underline{|}\mathfrak{p}.\kappa|t\mathrm{f}- \mathrm{M}g)\mathrm{f}\mathrm{f}^{\underline{r}j_{\backslash }^{-\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}’l\mathrm{t}1-Tb}}$.

非連結な素数グラフを持つ群についての基本的な結果は Gruenberg と Kegel によって得
られた次の補題である。有限単純群の分類、すなわち有限単純群の外部自己同型群は可解群
となること、 を用いれば次のようになる $([3], [9])_{\text{。}}$

補題 3. 有限群 $G$ の素数グラフ $\Gamma(G)$ が非連結ならば次の何れかが成立する。

(1) $G$ はフロベニウス群または 2-フロベニウス群

(2) $G$ の正規部分群からなる列

$G\triangleright\Lambda f\triangleright\Lambda^{\cdot}\triangleright 1$

が存在して $\Lambda I/N$ は非可換単純群、 $G/\Lambda f$ と $N$ は $\tilde{J1}$ -幕零群。ただし $r_{1}$ は $\Gamma(G)$ の 2 を含む
連結或分である。

さて $G$ をモンスター単純群 $\mathrm{M}$ の極大部分群で位数が 71 で割り切れるものとする。$|G|>71$

であり、 $\Gamma(G)$ が非連結となるから補題 1 、補題 2 を考慮して補題 3 を使えばよい。 (1) のと

きは $G\simeq 71$ : $35_{\text{、}}$ (2) のときは $G\simeq L_{2}(71)$ となる $\mathrm{c}$

71 を 59 で置き換えることによりシロー 59-部分群の正規化群 59 :29 に対しても同様な
ことが示せる。

定理 2. 59 :29 または L。(59) はモンスター単純群 $\mathrm{M}$ の極大部分群である。

ここでも 59 :29 は $L_{2}(59)$ の極大部分群であるが $L_{2}(59)$ がモンスター単純群 $\mathrm{M}$ に含ま

れるか否かは知られていない。

$|59:29|=59.29=1.711$

$|L_{2}(59)|=_{\sim}9^{\underline{9}}.3.5.29.59=102,660$

であるから両者ともモンスター単純群 $\mathrm{M}$ と比較して驚 $\langle$ ほど小さな群である。 これほどで

はないが小さな群が極大部分群になることは B.tI などで起きている。

注意 1. この方法は $|\mathrm{M}|$ の他の素因数に対しては適用できない。

注意 2. 定理 1., 2 は計算機などを用いて既に確かめられていることかも知れない。

注意 3. $L\underline,(_{\backslash }71)_{:}L_{2}(59.).L_{2}(.29),$ $L_{2}(27),$ $S_{\sim}.(8)$ は $\mathrm{M}|$ に含まれるか否か知られていないようで

ある。

私には $L_{2}(71)$ が $\mathrm{M}$ に含まれるかどうか予想はできない。 $L_{2}(71)$ が $\mathrm{M}$ に含まれると仮定

して何かを計算し矛盾が生ずれば含まれないことになる。 しかし $L_{2}(71)$ が含まれる場合は

生或元か何かを見つけて群を構或する必要が有りかなり難しいと思われる。
$L_{2}(71)$ が $\mathrm{M}$ に含まれると仮定しよう。 $\mathfrak{B}$ を $\mathrm{M}$ と $L_{2}(71)$ の間の Bratteli 図形とする。 こ

れは頂点集合を $I.rr(\mathrm{M})\cup Irr(L_{2}(71))$ とする 2 部グラフである。Chigira と Iiyori によって
$\mathfrak{B}$ の結合行列の固有値の平方は一般に有理整数となることが証明されている $([2])_{\text{。}}$ Chigira
は $L_{2}(71)$ の $\mathrm{M}$ への埋め込み方の可能性が 3 通りあることを証明し $\mathrm{M}/L_{2}(71)$ 上の置換表現

の既約表現への分解などを計算し何れの場合もこの事実には矛盾しないことを示している。
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71 :35 $\mathrm{f}f_{-}$.tl $L_{2}(71)|l\yen\grave{\prime}\lambda f-\underline{1}\mathrm{g}\mathrm{n}t\mathrm{f}- \mathrm{M}\sigma)\mathrm{f}\mathrm{l}\star^{\sim}mathrm{f}\mathrm{f}\mathfrak{X}.Tb6$
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