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概要

The purpose of this paper is to introduce an attempt at ucategori-
fication “of the theory of Bumside rings of $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\dot{\mathrm{u}}\mathrm{t}\mathrm{e}$ groups. We construct
the abstract Burnside ring of $\mathrm{a}$ finite category with coequalizer condi-
tion in which au morphisms are epic, and then prove the fundamental
theorem and idempotent formulae. We furhtermore give, as explicit
examples, some congruences including Stirh.ng numbers and binomial
coefficients which can be viewed as kin&Of Brown’$\mathrm{s}$ homological Sy-
low theorem and weak Robenius theorem.

1 はじめに

有限群の表現論ではホモロジー代数を通して, (主にアーベル) カテゴリー

とファンクターの概念はおなじみである. しかし, 抽象的なしかも非加法的

カテゴリーとなると, 有限群をやっている我々には取りつきにくいし. 果た

して役に立つのかという根本的疑問も感する. それでも, カテゴリーに関係

のありそうな有限群論と組み合わせ論の分野がいくつかあり, それらは有限

群論と他分野を結びつける有力な拠点になりそうに思える.

有限群のかわりにカテゴリーを使って理論を書き直し, そうして得られた

理論を特別なカテゴリーに適用することによって, 新たな結果が得られるこ

とがある. カテゴリー論を実際の数学に応用するときの定跡のひとつと言え

る. また,「アソシエーションスキームの理論は, 群なしの群の表現論である」

という名言があるが, それにも似ている.

には, 数学は, カテゴリーに限らず, 抽象代数学や位相空間論などを提供し

てくれる. 抽象化によって, 理論の骨格が明白になり, 他分野との関連や応

用が得られる. 今世紀猛威を振るった抽象化の波は過ぎ去ったようだが, 有

限群論 (それと組み合わせ論) については抽象化がやり残されている. 何でも
かんでもカテゴリーの言葉で書くのは, カテゴリー論の専門家の得意とする
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ところであるが, 幸か不幸か彼らの手は我々の分野にまだ及んでいないよう
である. ともかく,「有限群論の結果や方法は他分野のものと異なる」 と言っ

て孤高を守るのは好ましいことではない. 有限群論や組み合わせ論の結果や
方法の抽象化 (カテゴリー化) は, 21 世紀初頭に片づけておくべき課題のひ
とつと思う.

群 (より一般に単位的半群) $G$ 自身をカテゴリーと見なすことができる. 実

際, ただ一つの対象を持ち, 射の集合を $G$ とし, 合成を $G$ における演算と

して, カテゴリーができる. しかし, このカテゴリーは余りにも特殊すぎて

(連結な亜群), 一般化の意味がないし, 例も本質的には群しかない. 実際に
は, もつと大きなカテゴリーが便利である. たとえば, カテゴリーと見なし

た群 $G$ を含み直和・余等化で閉じた最小のカテゴリーを考えると, 不思議な
ことにそのカテゴリーは, 直積・ファイバー積でも閉じており, 実際それは

有限 $G$-集合のカテゴリーに同値になる. さらに, $G$ を含む最小のアーベルカ

テゴリーは有限生成 $\mathrm{Z}G$-加群のカテゴリーになる. 実際は, ZG-加群のカテ

ゴリーに至る前の加法的カテゴリー (たとえば置換加群のカテゴリ –, trivial
source module のカテゴリーなど) が有用である.

有限集合 $X$ が $G$-集合であるとは, 群 $G$ が左から $X$ に作用していること

であった. この作用 $G\mathrm{x}Xarrow X;(g, x)\mapsto gx$ は, 条件 (i) $1x=x,$ $(\mathrm{i}\mathrm{i})$

$(gg’)x=g(g’x),$ $g,g’\in G,$ $x\in X$ を満たさなければならない. G-集合の間の

写像 $f$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ が $G$-写像であるとは, $f(gx)=gf(x),$ $g\in G,$ $x\in X$ を満

たすことをいう. 有限 $G$-集合と $G$-写像は, 有限 $G$-集合のカテゴリー $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{t}_{f}^{G}$

をなす. 有限群 $G$ は, $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{t}_{f}^{G}$ における, 連結かつ射影的対象の自己同型群な

ので, $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{t}_{J}^{G}$ からもとの群 $G$ を復活できる. 有限 $G$-集合のカテゴリーは, 直

和 $X+\mathrm{Y}$ . 直積 $X\mathrm{x}\mathrm{Y}$ . 等化・余等化・ファイバー積 $X\mathrm{x}z\mathrm{Y}$ などを持ち,

局所有限トボスという種類のカテゴリーの典型例である. 有限群 $G$ のところ

を $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{t}_{J}^{G}$ で置き換え, 準同型写像を関手で置き換えて有限群論をカテゴリー

の言葉で書き換えられる. これによって失われる情報はなく, 有限群論のカ

テゴリー化ができるはずである. 当然, 局所有限トボスへの拡張を期待する

ことになる.

有限群論のカテゴリー化についての筆者のこれまでの研究として以下のも
のがある :
. 有限群の Burnside 環 ([Y083], [Y087]). 有限群の移送定理
. Hecke 作用素の環. ブロックデザインに対する Fisher の不等式 ([Y087])
. 群環の quantum double ([OYOO]). 置換表現の個数に関する Wohlfahrt の公式 ([YOOOa], [YOOOb])
. 線形符号に対する MacWilliams の恒等式 ([Y093]). 数え上げの組み合わせ論, と $\langle$ に母関数の理論 ([YOOOb])
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成功したものもあれば, 失敗したものもある. やりかけの課題も多い. この

他にも, 母関数の理論のカテゴリー化は, Joyal をはじめとするフランスの
グループが活発に研究している (species の理論). ただカテゴリー論的には
まだ不満がある. 2項定理のカテゴリー版が丹原による乗法的 transfer の公
理の中に含まれている ([Ta93]).
今回紹介するのは, 有限群の Burnside 環の理論の「カテゴリー化」 (toy

model) である. こうして得られる抽象 Burnside 環の理論は, 1987 年の論文
[Yo 87] で概略を発表し, いろいろな研究集会で断片的に発表してきた. ここ
では, 理論構成の筋道を示すために, 少し条件を強くした場合の理論とその
応用を述べたい.

記号: これからは次の記号を断りなしに使う.

$G$ : 有限群 $p$ : 素数 $k$ : 可換環
$\mathrm{Z}(p):=\{a/b|a, b\in \mathrm{Z}, b\not\in p\mathrm{Z}\}\subseteq \mathrm{Q}$

Sym(n) : $n$ 次対称群

$n_{p}$ : 自然数 $n$ の rベキ部分 $G_{p}$ : 有限群 $G$ のあるシロー r部分群
$O^{p}(G)$ : 剰余群が r群であるような最小の正規部分群
$H^{g}:=g^{-1}Hg,$ $gH:=gHg^{-1},$ $NH:=N_{G}(H),$ $WH:=NH/H$
Sub(G) : 部分群束 $C(G):=\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}(G)/\sim G$ (部分群の共約類の集合)

有限順序集合 $P$ の M\"oebis 関数とは, 写像 $\mu \mathrm{x}\muarrow \mathrm{Z}$ で, 次の条件を満
たすものである :

$\mu(x, x)=1,$ $\mu(x,y)=0$ if $x\not\leq y$ ,

$. \sum_{t\leq y}\mu(x,t)=.\sum_{t\geq x}\mu$
($t$ , y)=\mbox{\boldmath $\delta$}x,ヨ

有限順序集合 $P$ のオイラー標数 $\chi(P)$ は, 対応する順序複体のそれである.
M\"obius 関数を用いると

$\chi(P)=\sum_{x,y\in P}\mu(x, y)$

と表せる.

2Burnside 環
有限群 $G$ の Burnside 環 $\Omega(G)$ とは, 有限 $G$-集合のカテゴリー $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{t}_{J}^{G}$ の

Grothendieck 環である. したがって $\Omega(G)$ は, $\dot{\text{有}}$限 $G$-集合の同型類 $[X]$ 全体
で生成され, 関係式 $[X+\mathrm{Y}]=[X]+[\mathrm{Y}]$ で定義される. 積は $[X]\cdot[\mathrm{Y}]=[X\mathrm{x}\mathrm{Y}]$

を拡張して得られる.

有限 $G$-集合は有限個の可移 $G$-集合の直和に分解され, 可移 $G$-集合は $G/H$

の形をしている. さらに $G/H\cong GG/KG$-同型 $\Leftrightarrow HKG$ G-共約であ
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る. したがって $\Omega(G)$ は $\{[G/H]|(H)\in C(G)\}$ を基底とする自由カ Q群であ

る. この基底に関する積は

$[G/H] \cdot[G/K]=\sum_{HgK\in H\backslash G/K}[G/H^{g}\cap I\acute{\acute{\backslash }}]$

で与えられる.

部分群 $S\leq G$ に対し, 環準同型 $\varphi s$ : $\Omegaarrow \mathrm{Z}$ を $\varphi_{S}([X])=|X^{S}|$ で

定義する. ここで $X^{S}:=\{x\in X|sx=x\forall s\in S\}$ である. したがって

Burnside 準同型

$\varphi:=(\varphi_{S})$ :
$\Omega(G)arrow\tilde{\Omega}(G):=\mathrm{Z}^{C(G)}=\prod_{(S)\in C(G)}\mathrm{Z}$

が得られる. $\tilde{\Omega}(G)$ は, $G$ の部分群束 Sub(G) から $\mathrm{Z}$ への類関数のなす環と

も見なせる.

Burnside 環の基本定理: 次は加群の完全系列である :

$0- \Omega(G)\underline{\varphi}\tilde{\Omega}(G)\underline{\psi}\prod_{(S)\in C(G)}(\mathrm{Z}/|WS|\mathrm{Z})arrow 0$.

ここで, $WS:=N_{G}(S)/S$ であり, さら [こ

$\psi$ : $\chi-(\sum_{gS\in WS}\chi(\langle g\rangle)\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} |WS|)_{S}$

である. したがって, $\mathrm{Q}\otimes\Omega(G)$ は直積環 $\mathrm{Q}^{C(G)}$ に環同型である.

基本定理から得られる結果として, ベキ等元公式を紹介しよう.

ベキ等元公式: $H\leq G,$ $Q=O^{p}(G)\leq G$ とし,

$e_{H}$ $:=$ $\frac{1}{|NH|}\sum_{D\leq H}|D|\mu(D, H)[G/D]$ ,

$e_{Q}^{(p)}$ $:=$ $\sum_{O^{p}(H)=Q}.e_{H}=\frac{1}{|NQ|}\sum_{D\leq NQ}|D|\lambda(D, Q)[G/D]/$ ,

$\lambda(D, Q):=\sum_{O^{p}(\mathrm{S})=Q}\mu(D,S)$

とおく. ここで, $\mu$ は部分群東 Sub(G) の M\"obius 関数, 2番目の和 $\sum’$

は.Op(H) $=Q$ を満たす $H\leq G$ の共約類 (H) についての和, 最後の和は
$O^{p}(S)=Q$ を満たす部分群 $S\leq G$ についての和である. このとき, $\mathrm{Q}\otimes\Omega(G)$

の原始ベキ等元は $e_{H},$ $(H)\in C(G)$ の形をしており, $\mathrm{Z}(p)\otimes\Omega(G)$ の原始ベ
キ等元は $e_{Q}^{(p)}$ の形をしている.
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ホモロジー論的 Sylow の定理 (Brown 1972) : 自明でない r部分群のなす
順序集合のオイラー標数について,

$\chi$ (r部分群 $\neq 1$ ) $\equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} |G|_{p}$ .

この合同式は, ベキ等元 $e_{1}^{(p)}$ における $[G/1]$ の係数

$|G|^{-1} \lambda(1,1)=|G|^{-1}\sum_{P}\mu(1, P)\in \mathrm{Z}_{(p)}$

からただちに得られる. ここで $P$ は $G$ のすべての r部分群全体を動く.

やや面倒だが, Sylow の定理や, Frobenius の定理

$\#\{x\in G|x^{n}=1\}\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(n, |G|)$

とそれらの拡張も Burnside 環の応用として得られる ([Y096]).

さて, Burniside 環の理論のカテゴリー化には, いくつかの障害がある. た

とえば, 基本定理に出てくる, 部分群・固定点集合 $X^{S}$ . 部分群の位数・正
規化群・巡回群 $\langle g\rangle$ . 部分群束とその M\"obius 関数といった概念は, カテゴ

リー化したときどうなるのだろう. 幸いなことに, これらの障害はすべてク

リアできる.

ステップ 1:Burniside 環の理論に現れる有限群 $G$ のところを, 可移 G-集

合のカテゴリーの言葉で書き換える.
ステップ2: 基本定理の主張と証明に必要なカテゴリーの性質を取り出す.

ステップ 3: 最後にその性質を持つカテゴリーについて, 抽象 Burnside 環
の理論を組み立てる.

途中の過程は省略して完成した抽象 Burnside 環の理論を紹介する.

3 抽象 Burnside 環
以下では, $\Gamma$ は以下の条件 (F), (S), (E), (C) を満たすカテゴリーとする.

(F) $\Gamma$ は有限カテゴリーである.

(S) $\Gamma$ は骨格的である.

(E) $\Gamma$ におけるすべての射は epi である.

(C) 任意の対象 $i$ とその自己同型 $\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{i})$ に対し, 恒等射 1 と $\sigma$ は余等

化 $\pi_{\sigma}$ : $iarrow i/\sigma$ を持つ.

ここで, カテゴリー $\Gamma$ が有限であるとは, 対象の類 Ob(\Gamma ) が有限集合で,

各 $\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}$-set $\Gamma(x, y):=\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\Gamma}(x, y)$ も有限集合になっていることを意味する.
したがって, $\Gamma$ における射全体が有限集合をなす.
カテゴリー $\Gamma$ が骨格的であるとは, $i\cong j\Rightarrow i=j$ を意味する.
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射 $f$ : $xarrow y$ が epi であるとは, $uof=v\mathrm{o}f\Rightarrow u=v$ を意味する.

また $i/\sigma$ が余等化であるとは, $\pi_{\sigma}$ o\sigma =\pi 。であり, $fo\sigma=f$ を満たす任意

の射 $f$ : $iarrow x$ [こ対し, ただ一つの射 $\tilde{f};i/\sigmaarrow x$ が存在して f=f\tilde 0\pi 。
を満たすことを意味する :

$i \frac{1}{\frac{}{\sigma}}ii/\sigma\underline{\pi_{\sigma}}$

$\downarrow\tilde{f}$

$x$ .
このことは

$\Gamma(i, x)^{\{\sigma\}}-\Gamma(i/\sigma, x);f=f\mathrm{o}\sigma\sim\tilde{f}$

という一対一対応の存在を意味する. $\Gamma(i, x)^{(\sigma)}$ は, $\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{i})$ の. $\Gamma(i, x)$ へ

の作用 $frightarrow f_{0}\sigma$ に関する固定点集合である.

注: (1) $\Gamma$ が有限骨格的であるという条件 (F), (S) は本質的でない. $\Gamma$ が有

限カテゴリーに同値, つまり同型類 (の完全代表系) のカテゴリー $\Gamma/\underline{\simeq}$ が有

限, であればよい.

(2) 条件 (E) は弱めることができる. すなわち $\Gamma$ の任意の射についての一意
的 $\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}$-mono 分解性を持つだけでよい. したがって条件 (C) を満たす一意的

$\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}$-mono 分解カテゴリーから, 射として epi だけを取れば, (E) と (C) を
満たすカテゴリーが得られる.

(3) 有理数係数の抽象 Burnside 環を考えるなら, 条件 (C) は不要である. 有

理数体と r局所整数環を係数とする抽象 Burnside 環を考えるなら, 条件 (C)
の条件は, Aut(i) の r元に対して成り立てばよい. その場合, $\sigma\in(\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i))_{p}$

は位数 $p$ であるとしてよい.

例 1: 可移 $G$-集合の同型類のカテゴリー $\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}(G)/\underline{\simeq}$ は上の条件を満たす.

有限性は明ら力\searrow 骨格性も同型類を取っているので成り立つ. 可移 G-集合の

間の $G$-写像は写像として全射であり, したがって $\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}$ である. 可移 G-集合は

$G/H(H\leq G)$ の形のものに同型であり, Aut(G/H) $\underline{\simeq}WH(f-f(H))$

であることに注意する. $gH\in WH$ に対応する自己同型 $\sigma$ : $xH\mapsto xgH$ と

恒等写像 1 との余等化は $G/(g\rangle$ $H$ によって与えられる.

例 2: 有限集合 ( $\neq$ 句と全射のなすカテゴリー $E_{n}:=\{[1], [2], \ldots, [n]\}\subseteq$

$\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{t}_{J}$ , ここで $[n]:=\{1,2, \ldots, n\}$ など, は条件を満たす. $[i]$ の自己同型群は

対称群 Sym(i) である. その元 $\sigma\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(\mathrm{i})$ に対し, 余等化 $\pi_{\sigma}$ : $[n]arrow[n]/\sigma$

は, $\sigma$-軌道の集合 $[n]/\sigma$ への自然な全射から得られる.

例 3: 有限集合 $[0]=\emptyset,$ $[1],$ $[2],$
$\ldots,$

$[n]$ と単射のカテゴリー $M_{n}$ の双対は条

件を満たす. 余等化 $[\grave{l}]/\sigma$ は, $M_{n}$ における固定点集合 $[i]^{(\sigma)}$ に対応する.
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記号: 以下 $\Gamma$ は上の条件を満たすカテゴリーと $\llcorner$ , 次の記号を使う :
$\mathrm{Z}\Gamma,$ $\mathrm{Z}\Gamma(p)$ : $\Gamma$ の対象を基底とする自由加群
$\mathrm{Z}^{\Gamma},$

$\mathrm{Z}(p)^{\Gamma}$ : $\Gamma$ の対象全体上の $\mathrm{Z}$ または Z0-値関数の環

$\mathrm{O}\mathrm{b}\mathrm{s}(\Gamma):=\prod_{\in\Gamma}(\mathrm{Z}/|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|\mathrm{Z}),$ $\mathrm{Z}_{(p)}\mathrm{O}\mathrm{b}\mathrm{s}(\Gamma):=\prod_{\in\Gamma}(\mathrm{Z}/|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|_{p}\mathrm{Z})$

$\varphi$ : $\mathrm{Z}\Gammaarrow \mathrm{Z}^{\Gamma};x(\in\Gamma)\mapsto(|\Gamma(i, x)|)$ : : Burnside 準同型
$\varphi^{(p)}:=1\otimes\varphi$ : $\mathrm{Z}_{(p)}\Gammaarrow \mathrm{Z}_{(p)^{\Gamma}}$

$\psi$ : $\mathrm{Z}^{\Gamma}arrow \mathrm{O}\mathrm{b}\mathrm{s}(\Gamma);\chi-(\sum_{\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)}\chi(i/\sigma)\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} |\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|)_{j}$

$\psi^{(p)}$ : $\mathrm{Z}(p)^{\Gamma}arrow \mathrm{Z})\mathrm{O}(p\mathrm{b}\mathrm{s}(\Gamma);\chirightarrow(\sum_{\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(:)_{p}}\chi(i/\sigma)\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} |\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|_{p})_{:}$

抽象 Burnside 環の基本定理: 次の系列は完全である.

0zr $\mathrm{Z}^{\Gamma}$

$\varphi$
$\psi$

Obs(I) 0,

0 $\mathrm{Z}_{(p)}\Gamma\underline{\varphi^{(p)}}\mathrm{Z}_{(p)^{\Gamma}}\underline{\psi^{(p)}}\mathrm{Z}_{(p)}\mathrm{O}\mathrm{b}\mathrm{s}(\Gamma)-0$ .

(証明) 各自己同型半群 $\Gamma(i, i)$ は, 左簡約律を満たすので, 群になることに注
意しておく. 関係 $i>>j$ を, $\Gamma(i, j)\neq\emptyset$ のときとすること [こより, $\Gamma$ 上の
順序関係が得られる. したがって, $\Gamma$ の対象の順序をうまく取ると, 線形写
像 $\varphi$ に対応する行列 $H:=(|\Gamma(i,j)|)_{i,j}$ が下三角行列になる. その対角成分
は $|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|$ なので, $\det(H)=\prod_{i}|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|=|\mathrm{O}\mathrm{b}\mathrm{s}(\Gamma)|\neq 0$ となる. したがっ
て, $\varphi$ は単射である. またその余核は Obs(I) に同型である.

$\tilde{\psi}:=(\tilde{\psi}_{i}$ : $\chi\mapsto\sum_{\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\dot{*})}\chi(i/\sigma))_{j}$

とすれば, $\cdot\tilde{\psi}:\mathrm{Z}^{\Gamma}arrow \mathrm{Z}^{\Gamma}$ に対応する行列は ( $\#\{\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{i})$ $|i/\sigma\cong$ 刀) $\dot{*},j$
で

ある. この行列は対角成分が 1 の下三角行列に共約なので, $\tilde{\psi}$ は全射である.
したがって, $\psi$ も全射になる. 最後に $x\in\Gamma$ に対し,

$\tilde{\psi}_{i}\varphi(x)$ $=$ $\sum\varphi_{j/\sigma}(x)=\sum|\Gamma(i/\sigma, x)|=\sum|\Gamma(i, x)^{(\sigma\}}|$

$\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)$ $\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(:)$ $\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(*\cdot)$

$=$ $|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|\cdot|\Gamma(i, x)/\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|\equiv 0$ (mod $|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|$).

ここで最後の等式は, Cauchy-Frobenius の補題 (以前は Burnside の補題と
呼んでいた) を使った. これより, $\cdot\psi_{0}\varphi=0$ となる. 簡単なダイヤグラムの
追跡により, 系列の完全性が証明される. $p$-local の場合も同様である.
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環構造の存在定理: zr 上のただ一つの単位的環の構造が存在して, $\varphi$ は環

準同型になる. この環を抽象 Burnside 環という. $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}$-set 行列を $H:=$

$(|\Gamma(i, j)|):,j$ とすれば, $x\in\Gamma$ と $y\in\Gamma$ の積と単位元は

$x \cdot y=\sum_{z\in\Gamma}(_{\in\Gamma}\sum H_{z1}^{-1}.H_{*x}.H:y)z$, $1= \sum_{x\in\Gamma}(\sum_{\in\Gamma}H_{xi}^{-1})x$

によって与えられる.

(証明) まず $\varphi(x)\cdot\varphi(y)$ は ${\rm Im}\varphi$ [こ含まれることを示す.

$\psi_{i}(\varphi(x)\varphi(y))====\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(j)\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\cdot)\}\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|\sum_{\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)}^{\sum^{\sum}}|.(\Gamma(i,x)\mathrm{x}\Gamma(i,y,))^{(\sigma)}||\Gamma(i,x)^{(\sigma)}|\cdot|\Gamma(i,y)^{(\sigma|}||\Gamma(i/\sigma,x)|\cdot|\Gamma(i/\sigma,y)||(\Gamma(i,x)\mathrm{x}\Gamma(i^{1}y))/\langle\sigma\rangle|$

$\equiv$ 0 $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} |\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|$

なので, 基本定理より, $\varphi(x)\varphi(y)=\varphi(x\cdot y)$ となる元 $x\cdot y\in \mathrm{Z}\Gamma$ が存在する.
作り方から, $x\cdot y$ Iま上のような和で書ける. 単位元についても同様である.

系
$:. \sum_{i\in\Gamma}$

$H_{l1}^{-1}.H_{1\mathrm{r}}.H_{iy},$

$\sum_{-\in\Gamma}H_{li}^{-1}$
はどちらも整数である.

4 抽象 B\‘urnside 環の有理ベキ等元公式
$\mathrm{Q}^{\Gamma}$ の原始ベキ等元は特性関数 $\epsilon_{1}$

. : $x\mapsto\delta:x$ で与えられる. $1\otimes\varphi$ : $\mathrm{Q}\Gammaarrow$

$\mathrm{Q}^{\Gamma}$ は環の同型写像なので, $\mathrm{Q}\Gamma$ の原始ベキ等元は

$e::=(1 \otimes\varphi)^{-1}(\epsilon:)=\sum_{x\in\Gamma}H_{x}^{-1}x$

の形をしている. また $\mathrm{Z}_{(p)}\Gamma$ の原始ベキ等元は, いくつかの $e_{1}$
. の和である.

したがって, 問題はふたつある. ひとつは有理数係数の Burnside 環 $\mathrm{Q}\Omega(G)$

の原始ベキ等元公式に相当する公式であり, もうひとつは $e$ : たちが $\mathrm{Z}(p)\Gamma$ の

中でどのように link しているかを決定することである.

最初の問題を解決するために, まず部分群束に対応する順序集合を作る.
$\Delta\subseteq \mathrm{O}\mathrm{b}(\Gamma)$ で, 条件

$(\forall x\in\Gamma)(\exists d\in\Delta)\Gamma(d, x)\neq\emptyset$

を満たすもの (生成集合) を取る. たとえば $\Gamma$ の対象全体はこの条件を満た

す. 実際には, $\Delta$ はできるだけ小さい集合の方が良い. カテゴリー $\tilde{\Gamma}$ を次の
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ように構成する.

$\mathrm{O}\mathrm{b}(\tilde{\Gamma}):=\{(d, \alpha,i)|d\in\Delta,i\in\Gamma, \alpha\in\Gamma(d, i)\}$

$\tilde{\Gamma}((d, \alpha, i), (e,\beta,j)):=\{$ $\emptyset\{f\in\Gamma(i,j)|f_{\Phi}\alpha=\beta\}$
if $d=e$

else

合或は, $\Gamma$ における合成による.

このとき, $\Gamma$ における射がすべて $\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}$ であることから, $\tilde{\Gamma}((d, \alpha, i), (e,\beta,j))$

は高々 1 個の元からなる. したがって $\tilde{\Gamma}$ の対象の同型類全体 $\Pi(\Gamma):=\tilde{\Gamma}/^{\underline{\simeq}}$

は半順序集合と見なせる. $(d, \alpha, i)\in\tilde{\Gamma}$ に対応する同型類を $[d, \alpha, i]$ で表す.

このとき

$[d, \alpha, i]\leq[e,\beta,j]\Leftrightarrow d=e,\exists f\in\Gamma(i,j)\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $focx=\beta$

である. とくに

$[d, \alpha, i]=[d,\beta, i]$ $\Rightarrow$ $\exists\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{i})$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\sigma_{0}\alpha=\beta$

�$\Leftrightarrow$ $\alpha=\beta$ in $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)\backslash \Gamma(d, i)$

である. これで部分群束に相当する順序集合 $\Pi(\Gamma):=\tilde{\Gamma}/\cong$ ができた. この

順序集合は, $\Delta$ の対象の商対象のなす順序集合である. 自然な関手

$\pi$ : $\tilde{\Gamma}arrow\Gamma;(d, \alpha, i)\mapsto i,$ $f-f$
がある. これは, 部分群 $H\leq G$ に可移 $G$-集合の同型類 $[G/H]$ を対応させ

る関手に当たる.
$\Gamma$ の $\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}$-set matrix を $H:=$ ( $|\Gamma$ ( $i$ , 力 $|$ ) , 順序集合 $\Pi\langle\Gamma$ ) $=\tilde{\Gamma}/\cong$ の

$\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}$-set matrix を $\tilde{H}:=$ ( $|\tilde{\Gamma}((d,$
$\alpha,$ $i),$ $(e,$ $\beta,j))$ l)[d,。,*$\cdot$],[e,\beta lj] とする. 対角行列

$D:=(|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|\delta_{\dot{*},j})$ を取る. このとき $HD^{-1}=(|\Gamma(i, j)|/|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(j)|)_{\dot{\iota},j}$ は整数

行列となる. すべての射が epi なので, Aut(j) が $\Gamma(i,j)$ に正則に作用して

いるからである. さらに関手 $\tilde{\Gamma}$ に対応する行列を $P:=(\delta:,j)(d,\alpha,:)i$ とする.

このとき,

$\tilde{H}P=PHD^{-1}$ , したがって $PDH^{-1}=\tilde{H}^{-1}P$

である. 実際

$(\overline{H}P)_{[d,\alpha,\dot{\iota}],j}$ $=$ $\sum\#\{f\in\Gamma(i,j)|f_{0}\alpha=\beta\}$

$[d,\beta,j]$

$=$ $\frac{1}{|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(j)|}$ $\sum\#\{f\in\Gamma(i,j)|f_{0}\alpha=\beta\}$

$\beta\in\Gamma(d,j)$

$=$ $\frac{|\Gamma(i,j)|}{|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(j)|}=(PHD^{-1})_{[d,a,:],j}$

また, $\Pi(\Gamma)$ の M\"obius 関数を $\mu$ とすれば

$\tilde{H}_{[d,\alpha,i],[e,\beta,j]}^{-1}=\mu([d, \alpha, i], [e, \beta,j])$
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である. 任意の $i\in\Gamma$ に対し, $\alpha$ : $d(\in\Delta)arrow i$ が存在するので $PDH^{-1}=$

$\tilde{H}^{-1}P$ の $([d, \alpha, \iota],j)$ 成分を計算すると

$H_{,j}^{-1}= \frac{1}{|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|}\sum_{[d,\beta,j]}\mu([d, \alpha, i], [d,\beta,j])$

が得られる. この形だと, 右辺が $d,$ $\alpha$ に依存しているように見える. そこで.
$d,$ $\alpha$ についての平均を取った次の公式も得られる :

$H_{i,j}^{-1}= \frac{1}{|\Delta/i|}.\sum_{1}.\sum_{d[d,\alpha],\beta_{\mathrm{I}}j]}.\mu([d, \alpha, i], [d,\beta,j])$ .

ここで, 記号の下に付けた点は, その記号について和を取ることを意味する.
また, $\Delta/i:=\{(d, \alpha)|d\Delta, \alpha\in\Gamma(d, i)\}$ である. $|\Delta/i|/|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|$ はランク $i$

の $\mathrm{n}(\Gamma)$ の元の個数に等しい ( $[d,$ $\alpha,$ $l]$ をランク $i$ の元という).

有珊ベキ等元公式: 有理数係数の抽象 Burnside 環 $\mathrm{Q}\Gamma$ の原始ベキ等元は

$e_{j}:= \sum$ $\sum\frac{\mu([d,\alpha,\iota],[d,\beta,j])}{|\Delta/i|}i$

$[d,.\beta.’ j][d,\alpha,.i]$

の形をしている.

例: $C(G)$ で, 部分群の共約類の完全代表系を表す. 有限 G-集合のカテゴ
リー $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{t}_{f}^{G}$ の充満部分カテゴリー $\Gamma:=\{G/H|H\in C(G)\}$ を考える. 部
分集合 $\Delta\subseteq\Gamma$ として, $\{G/1\}$ を取る. このとき, カテゴリー $\tilde{\Gamma}$ の対象
$(G/1, \alpha, G/H)$ は $\alpha(1)\in G/H$ によって定まる. すなわち, $\mathrm{O}\mathrm{b}(\tilde{\Gamma})=\{xH\in$

$G/H|x\in G,$ $H\leq G\}$ と見なせ,る. こう考えたとき, 射 $f$ : $xHarrow yI\mathrm{f}$ は,

剰余類 $x^{-1}yK$ が条件 $xH\subseteq yK$ を満たすときに限りただ–っ存在する. $xH$

と $yK$ が $\tilde{\Gamma}$ において同型であるための条件は $xH=yK$ となることである.
したがって $\tilde{\Gamma}$ は $G$ の部分群全体の集合と一対–に対応する ( $H$ などは部分
群の共約類の完全代表系から取ったことに注意). 順序集合としては部分群束
Sub(G) に同型である. 順序集合 $\Pi(\Gamma)$ の結合行列 $\tilde{H}$ は Sub(G) の結合行列
である. また行列 $P$ の $(H, K)$-成分 $(H\in \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}(G), K\in C(G))$ は $H$ と If
が共約なとき 1 で, それ以外の成分は 0 である. 抽象 Burnside 環の有理ベ
キ等元公式は, Burnside 環 $\mathrm{Q}\otimes\Omega(G)$ のベキ等元公式を与える.

5 局所ベキ等元公式とその応用

次に $\mathrm{Z}(p)\Gamma$ のベキ等元を求める. 前節と同様に, $\epsilon j\in \mathrm{Q}^{\Gamma}$ を $j\in\Gamma$ の特性

関数とする. $ej:=(1\otimes\varphi)^{-1}(\epsilon j)\in \mathrm{Q}\Gamma$ とお $\text{く}$ . $\mathrm{Z}_{(p)}\Gamma$ は $\mathrm{Q}\Gamma$ の部分環なの
で, $\mathrm{Z}(p)\Gamma$ の原始ベキ等元はいくつかの $ej$ の和である. Ob(\Gamma ) の任意の部
分集合 $J$ に対し,

$\epsilon_{J}:=\sum_{j\in J}\epsilon_{j}\in \mathrm{Q}^{\Gamma},$ $e_{J}:= \sum_{j\in J}e_{j}\in \mathrm{Q}\Gamma$
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任意の対象 $i,j\in\Gamma$ に対し,

$i<<_{p}j$ $\Leftrightarrow$ $\exists\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(j)_{p}\mathrm{s}.\mathrm{t}$. $i=j/\sigma$.

として関係�
$p$
を定義する. この関係�

$\mathrm{p}$

で生成される同値関係を $\approx_{p}$ と

する.

定理: $\mathrm{Z}\Gamma(p)$ の原始ベキ等元は, $e_{J}(J\in\Gamma/\approx_{p})$ の形をしている.

(証明) $\tilde{\psi}_{\dot{*}}^{(p)}$ : $\mathrm{Z}_{(p)^{\Gamma}}arrow \mathrm{Z}_{(p)}$ を

$\tilde{\psi}_{i}^{(p)}(\chi):=\sum_{\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)_{p}}\chi(i/\sigma)$

で定義する. 基本定理により,

$\chi\in{\rm Im}(\varphi^{(p)})\Leftrightarrow\tilde{\psi}_{}^{(p)}(\chi)\equiv 0$ (mod $|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|_{p}$ ) $\forall i$

である. さて $J\subseteq \mathrm{O}\mathrm{b}(\Gamma)$ としたとき

$\tilde{\psi}_{i}^{(p)}(\epsilon_{J})$
$=$ $\sum$ $\epsilon_{J}(i/\sigma)$

$\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)$

$=$ $\#\{\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)_{p}|i/\sigma\in J\}$

$\leq$ $|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|_{p}$ .

である. したがって, $J$ が $\Gamma$ のいくっかの $\approx_{p^{-}}$同値類の和集合なら, 上の不
等式からすべての嫁こ対し $\tilde{\psi}_{i}^{(p)}(\epsilon_{J})$ は 0 末たは $|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|_{p}$ に等しい. とくに
$\tilde{\psi}_{i}^{(p)}(\epsilon_{J})\equiv 0$ (mod $|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|_{p}$ ) となって, $\epsilon_{j}\in{\rm Im}(\varphi^{(p)})$ である. したがって

$*\mathrm{t}\#\mathrm{f},\tilde{\psi}_{i}^{(p)}(\epsilon_{J})\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} |\mathrm{A}\mathrm{u}.\mathrm{t}(i)|_{p})e_{J}=(1\otimes\varphi)^{-1}(\epsilon_{J})\in \mathrm{Z}_{(p)}\Gamma^{rightarrow}C\text{ある}.- \mathrm{c}\text{あ}.\text{る}\Phi^{\backslash }\mathrm{I}^{-}e_{J}$

.
$=(1.\otimes\varphi)^{-1}(.\epsilon_{J})\in \mathrm{Z}\{\begin{array}{l}pp\end{array}\}\Gamma \text{とす}-\mathrm{b}^{-}C_{\mathrm{p}}^{\geqq}\}\ovalbox{\tt\small REJECT}|,-0\leq\tilde{\psi}_{\dot{*}}$

$|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|_{p}$ と合わせると, $\tilde{\psi}_{\dot{*}}^{(p)}(\epsilon_{J})$ の値は, 0 力 1 $|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|_{\mathrm{p}}$ に等しい. したがっ
て, 任意の $i\in\Gamma,$ $\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)_{p}$ に対し,

$i\in J\Leftrightarrow i/\sigma\in J$

となる. これは, $J$ がいくつかの \approx p-同値類の和集合であることを意味する.
(証明終)

系: $J\subseteq\Gamma$ を, いくつかの $\approx_{p}$-同値類の和集合とする. $\tilde{\Gamma}$ における射 $(d, \alpha, i)$

を取る. このとき次が成立する :

(1) $\sum_{j\in J}H_{j}^{-1}=\frac{1}{|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|}\sum_{j\in J[}\sum_{d,\beta,j]}\mu([d, \alpha, i], [d, \beta,j])\in \mathrm{Z}_{(p)}$ , $\forall i\in\Gamma$ .

(2) $\sum\sum\mu([d, \alpha, i], [d,\beta,j])\equiv 0$ (mod $|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|_{p}$ ).
$j\in J[d,\beta,j]$
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(証明) ベキ等元 $e_{J}\in \mathrm{Z}(p)\Gamma$ の $i\in\Gamma$ での係数は

$\sum_{j\in J}H_{ij1}^{-1}\in \mathrm{Z}_{(p)}$
.

である. また, 前節の有理ベキ等元公式の記号を使うと

$\sum_{j\in J}H_{,j}^{-1}=\frac{1}{|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|}\sum_{j\in J}\sum_{[d,\beta,j]}\mu([d, \alpha, \iota], [d, \beta,j])$

である. これからただちに (1), (2) がしたがう. (証明終)

$\Delta$ や $\Pi(\Gamma),$ $\approx_{p}$ などは前節で定義したものとする. また $g\in\Delta$ と \approx p-同値類
$J$ を固定してお $\text{く}$ . $\Pi(\Gamma)$ の部分順序集合 $S_{p}(\Gamma, J)$ を

$S_{p}(\Gamma,J):=\mathfrak{l}\mathrm{b},\beta,j]\neq \mathrm{b},1,g]|\beta\in\Gamma(g,j),j\in J\}\subseteq \mathrm{n}(\Gamma)$

で定義する. この順序集合のオイラー標数を使えば, 上の系は次のように表

せる :

定理 (ホモロジー論的 Sylow の定理): $\chi(S_{p}(\Gamma, J))\equiv 1$ (mod $|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(g)|_{p}$ ).

Burnside 環を使った Sylow の定理や Frobenius の定理の証明には, 巡回

群の Burnside 環が $\lambda$-環の構造を持つことと, 環準同型写像 $\omega$ : $\Omega(C|G|)arrow$

$\Omega(G)$ が存在することが本質的に使われている. 残念ながら, 抽象 Burnside
環について $\omega$ に相当する準同型写像は存在しない. したがって Sylow や

Frobenius の定理に相当する結果を出すには, 次の問題の解を見いだす必要
がある :

問題: 抽象 Burnside 環 $\mathrm{Z}\Lambda$ が $\lambda$-環構造を持つのはいつか. そのような \lambda -環
$\mathrm{Z}\Lambda$ から抽象 Burnside 環 $\mathrm{Z}\Gamma$ への標準的準同型写像 $\omega$ はいつ存在するか.

しかし弱い形の hobenius の定理はある :

定理 (弱い Frobenius の定理) $J\subseteq \mathrm{O}\mathrm{b}(\Gamma)$ を $\approx_{p}$ -同値類とする. このとき

任意の $i\in \mathrm{O}\mathrm{b}(\Gamma)$ に対し,

$\#\{\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{i}) |:/\sigma\in J\}\equiv 0$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} |\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|_{p})$ .

(証明) $J$ に対応する r局所ベキ等元 $e_{J}^{(p)}\in \mathrm{Z}(p)\Gamma$ を考える. ある p’-数 $n$ が

存在して $f:=ne_{J}^{(p)}\in \mathrm{Z}\Gamma$ である. $\varphi(er)=\epsilon_{J}$ ( $J\subseteq\Gamma$ の特性関数) なので,

$\varphi:(f)=\{$
$n$ if $i\in J$

0e化。

である. したがって

$\psi_{i}(\varphi(f))$ $=$ $\sum$ $\varphi:/\sigma(f)$

$\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(*\cdot)$

$=$ $n\#\{\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{i}) |i/\sigma\in J\}$

$\equiv$ 0 (mod $|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|_{p}$ )
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となる. 基本定理により, 求める合同式が得られる. (証明終)

この定理を, $\Gamma=\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}(G)/\cong$ (可移 $G$-集合のカテゴリー), $i=G/1,$ $J$

として $G/1$ を含む $\approx_{p}$-同値類に適用すると次が得られる:

( $G$ の位数 $p$ ベキの元の個数) $\equiv 0$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} |G|_{p})$ .

これは Frobenius の定理のごく特別の場合である.

弱い Frobenius の定理の証明に使った論法の本質は次のことにある. 整数
係数抽象 Burnside 環の基本定理に $\mathrm{Z}_{(p)}$ をテンソルして次の系列の完全性が
得られる :

$0arrow \mathrm{Z}_{(p)}\Gammaarrow 1\otimes\varphi \mathrm{Z}_{(p)}^{\Gamma}arrow 1\otimes\psi \mathrm{Z}_{(p)}\mathrm{O}\mathrm{b}\mathrm{s}(\Gamma)-0$

実はこの完全系列は r局所抽象 Burnside 環の基本定理の完全系列

$0-\mathrm{Z}_{(p)}\Gammaarrow\varphi^{(p)}\mathrm{Z}_{(p)}^{\Gamma}arrow\psi^{(p)}\mathrm{Z}_{(p)}\mathrm{O}\mathrm{b}\mathrm{s}(\Gamma)arrow 0$

とは異なっているのである. $\varphi^{(p)}=1\otimes\varphi$ だが,

$1\otimes\psi$ : $\chi\mapsto(\sum_{\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(:)}\chi(i/\sigma))$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} |\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|_{p})$ ,

$\psi^{(p)}$ : $\chi-(\sum_{\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(*)_{p}}.\chi(i/\sigma))$ (rnod $|\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(i)|_{p}$ )

となって, 一般には $1\otimes\psi\neq\psi_{-}^{(p)}$ だからである. しかしこの両方が完全系列
であるということは,

$\exists\xi\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{Z}\mathrm{O}(p)\mathrm{b}\mathrm{s}(\Gamma))$
$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\psi^{(p)}=\xi_{0}(1\otimes\psi)$

であることを意味する. この $\xi$ の具体的構成は分からない.

6 いくつかの例

特別のカテゴリーについて, これまでホモロジー論的 Sylow の定理 (HS)
と, 弱い Frobenius の定理 (WF) がどのような形を取るがを見てみょう.

例 1: 可移 $G$-集合の同型類のカテゴリー bans(G)/\cong につぃては, すでに
見たように, 通常の Burnside 環が得られ, ベキ等元公式, ホモロジー論的
Sylow の定理, 弱い hobenius の定理が得られる.

例 2: 高々 $n$ 元集合と全射のなすカテゴリー $E_{n}:=\{[1], [2], \ldots, [n]\}$ を考え
る. このとき $H_{:,j}:=|E_{n}([i], [j])|=S(i,j)j!$ (ここで $S(i,j)$ は第 2種のス
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ターリング数) と表せる. この例の行列 $H$ の逆行列は, M\"obius 関数を用い
なくとも, 第 1 種スターリング数によって表すことができる :

$H_{1,j}^{-1}.=s(i,j)/i!$

スターリング数は次を満たす :

$x^{n}$ $=$ $\sum_{k=0}^{n}S(n, k)k!(\begin{array}{l}xk\end{array})$ ,

$n!(\begin{array}{l}x\dot{n}\end{array})$ $=$ $\sum_{k=0}^{n}s(n, k)x^{k}$ .

$n<k$ のときは, $S(n, k)=s(n, k)=0$ とする.

. 積 $[x] \cdot[y]:=\sum_{z=1}^{n}x!\mathrm{i}y^{1}z!(_{-=1}\sum^{n}s(z, i)S(:, x)S(i, y))[z]$ .

. 単位元 [1].

. ベキ等元 $e_{j}:=.. \sum_{1=1}^{n}H_{-j}^{-1}[i]=.\sum_{1=1}^{n}\frac{s(i,j)}{i!}[\iota]$ .

. 同値関係 $[i]\approx_{p}[|.]\Leftrightarrow i\equiv j$ (lnod $p-1$ ).

.
$p$ 局所ベキ等元 $e_{j}^{(p)}:= \sum e_{k}k\equiv \mathrm{j}(p-1)=\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{i!}(k\equiv j(\sum s(i, k))p-1)[i]$ .

. (HS) $\sum s(i, k)\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (i!)_{p})$ .
$k\equiv j(p-1)$. (WF) $\#\{\sigma\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(\mathrm{i}) |r(\sigma)\equiv j(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p-1)\}\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (i!)_{p})$ .

ここで $r(\sigma)$ は $\sigma$ におけるサイクルの個数.

順序集合 $\Pi(E_{n})$ を作るために, 生成集合 $\Delta$ として $\{[n]\}$ を取る. このと
き, カテゴリー� $(E_{n})$ の対象は $([n], \alpha, [i])$ の形をしている. $[n]=\{1, \ldots, n\}$

の分割のなす束を�
$n$ とする (細分された分割の方がもとの分割より小さい

とする). このとき, 同型類のなす順序集合� $(E_{n})/\cong$ は $\Pi_{n}$ の双対である.
$\Pi_{n}$ の M\"obius 関数を $\mu$ とする. $\iota\in \mathrm{n}_{n}$ を $i$ 個のブロックへの任意の分割
とする. Sym(\sim ) は, $\iota$ に対応する Young 部分群とする. このとき

$H_{,j}^{-1}= \frac{1}{|\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(\iota)|}\sum\mu(\pi, \iota)$

$|\pi|=j$

である. ここで $|\pi|$ は, 分割 $\pi$ に含まれるブロックの個数とする.
ホモロジー論的 Sylow の定理は次のように表せる.

.
$(\mathrm{H}\mathrm{S}’)\chi\{\pi\in \mathrm{n}_{n}|\pi\neq 1^{n}, |\pi|\equiv j(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p-1)\}\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (n!)_{p})$ .

例 3: 高々 $n$ 元集合 $[0]=\emptyset,$ $[1],$ $[2],$
$\ldots,$

$[n]$ と単射のなすカテゴリー $\ovalbox{\tt\small REJECT} I_{n}$ を
考える. その双対 $\Gamma=(M_{n})^{\mathrm{o}\mathrm{p}}$ は条件 (F), (S), (E), (C) を満たす. このとき

$\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}$-set 行列とその逆行列, ホモロジー論的 Sylow の定理, 弱い Frobenius
の定理などは次で与えられる (積の公式は若干の計算を要する) :
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. $H_{\dot{\iota},j}=|NI_{n}([i], [i])|=(\begin{array}{l}i.j\end{array})j!,$ $H_{1,j}^{-1}.=\mathrm{i}^{-j}(-1)i!.(\begin{array}{l}ij\end{array})$ .
$\backslash$

.積: $[x] \cdot[y]=\sum_{z=0}^{n}\frac{x!y!}{(z-x)!(z-y)!(x+y-z)!}[z]$ .

. (HS) $\sum$ (-l):-k $(\begin{array}{l}ik\end{array})\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (i!)_{p})$ .
$k\equiv j(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)$. (WF) $\#\{\sigma\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(\mathrm{i})|f(\sigma)\equiv j(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)\}\equiv 0$ (mod $(i!)_{p}$ ).

ここで $f(\sigma)$ は $\sigma$ の固定点の個数.
. 順序集合 $\Pi((E_{n})^{\mathrm{o}\mathrm{p}})=E([n])^{\mathrm{o}\mathrm{p}}$

’

(Boole 代数).
. $(\mathrm{H}\mathrm{S}’)$ $\chi\{A\subseteq\xi n]|A\neq\emptyset, |A|\equiv j(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)\}\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (n!)_{p})$ .

Boole 代数の M\"obius 関数を使って最後の合同式を書いてみると, 上の (HS)
と同じものが得られる. これらの合同式の初等的証明が}よしい.

例 4: $x\subseteq \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}(G)$ を, 共約で閉.じた部分群の族とする. 任意の $H\in x$ と

$g\in NH$ に対し, $XC_{H}(g):=\langle K\leq C_{H}(g)|K\in X\rangle\in x$ と仮定する. $\mu$ を

順序集合 $x$ の M\"obius 関数とする. $H\leq G$ に対し, $CH:=C_{G}(H),$ $A_{G}H:=$

$NH/CH$ とおく. カテゴリー $\Gamma$ を,

$\mathrm{O}\mathrm{b}(\Gamma):=X/\tilde{c}$ ’

$\Gamma(K, H):=\{[H, x, I\dot{\acute{\backslash }}]|x\in G, H^{x}\subseteq I\acute{\backslash }\}$ ,

ただし $[H, x, I\dot{\acute{\backslash }}]=[H, x’, I\acute{\mathrm{i}}]\Leftrightarrow Cc(H)x=C’c(H)x’$ ,
$[H, x, K]_{0}[I\acute{\acute{\backslash }}, y, L]:=[H, xy, L]$

で定義する. こうすれば $\Gamma$ は, 条件 (F), (S), (E), (C) を満たす. $[H, 1, H]$

と $[H,g, H]$ の余等 $\mathrm{f}\mathrm{b}\mathrm{I}\mathrm{h}$ $[XC_{H}(g), 1, H]$ : $Harrow XC_{H}(g)$ である. このとき

次が成り立つ :

.
$H_{(H),(K)}^{-1}= \frac{1}{|A_{G}\mathrm{A}’|}\sum_{D\sim H}\mu(D, K)$ . 和は $H$ に $G$-共約な $x$ の元を動く.

. 有理原始ベキ等元 $e_{H}:= \frac{1}{|NH|}\sum_{K\in X}|CK|\mu(H, K)(I\acute{\mathrm{t}})$

.
$\approx_{p}$ は, $H>>_{p}XC_{H}(g)(gCc(H)\in Ac(H)_{p})$ で生成された同値関係.

. (HS)
$\sum_{D\approx_{P}H}\mu(D, I\acute{\mathrm{i}})\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} |A_{G}(I\acute{\mathrm{i}})|_{p})$

.
. (WF) $\#\{gCc(I\mathrm{f})\in A_{G}K|XC_{K}(g)\approx_{p}H\}\equiv 0$ (mod $|A_{G}K|_{p}$ )

この場合の (HS) と (WF) の群論的意味はよく分からない.

例 5: $P$ を有限半順序集合とする. $P$ はカテゴリーと見なす. このとき抽象
Burnside 環 $\mathrm{Z}P$ は, L.Solomon によって定義された M\"obius 環である.

この他にも, 有限体上のベクトル空間のカテゴリ –, 有限全順序集合のカ
テゴリー, 有限群のカテゴリー, crossed $G$-sets のカテゴリー, tree のカテ
ゴリーなどにも抽象 Burnside 環の理論が適用できる. ここでは述べなかった
が, 有理ベキ等元公式の応用として, 数値計算法で使われる各種補間公式や
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数値積分公式がある. また, 抽象 Burnside 環のアイデアを, Mackey functor
や Hecke 環, 多項式環の抽象化に適用することも可能であり, 多くの興味深
い理論が得られる. これについては別の機会に述べたい.
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