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1 指標理論の始まり

次の行列式の因数分解はよく知られている。

$|\begin{array}{ll}a bb a\end{array}|=a^{2}-b^{2}=(a+b)(a-b)$

$|acbacbacb$ $=a^{3}+b^{3}+c^{3}-3abc=(a+b+c)(a+\omega b+\omega^{2}c)(a+\omega^{2}b+\omega c)$

ここで $\omega^{3}=1\neq\omega\text{。}$ 上の行列式は群行列式 $\Theta(G)$ の特別な場合である。 $(G$

が 2 次と 3次の巡回群の場合。) 群行列式 $\Theta(G)$ は次のように定義される。
$G=\{g_{1}=1,g_{2}, \cdots,g_{\epsilon}\}$ を位数 $s$ の有限群とし、 $G$ の各元伍に対し不定元

$x_{g:}$ を用意する。 $s\cross s$ 行列 $(x_{g:g_{j}^{-1}})$ の行列式

$\Theta=\Theta(G)=det(x_{g:g_{\mathrm{j}}^{-1}})$

を有限群 $G$ の群行列式と呼ぶ。 $\Theta$ は変数 $x_{g_{1}},$ $\cdots,x_{g}$. の $s$ 次同次多項式である。
さて $G$ がアーベル群のとき、 $\Theta(G)$ は 1 次式の積に因数分解できる。

定理 (Dedekind) $G$ がアーベル群のとき、

$\Theta(G)=\prod_{\chi\in\hat{G}}(\sum_{g\in G}\chi(g)x_{g})$

が成立する。ここで $\hat{G}$ は $G$ の 1 次指標全体の集合を表す。

Dedekind は Frobenius への手紙 (1896年 3 月 25 日付) のなかで上の結
果を述べ、 $G$ が非アーベル群のとき $\Theta(G)$ がどう分解するか質問した。Frobe-
nius は直ちに群行列式の研究に着手し、驚くべき速さで次の定理を得た。

定理 (Frobenius,1896) $\Theta(G)$ の既約分解を、

$\Theta(G)=.\cdot\prod_{=1}^{k}\Phi^{e:}.\cdot$
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$\Phi_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ を $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 次同次式とするとき、次が成立する。
( $\mathfrak{y}k$ は $G$ の共役類の個数に一致する。
(2) 1 次因子の個数は $|G\ovalbox{\tt\small REJECT} G|$ に一致する。
(3) $e_{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が成立する。

Frobenius は上の定理を証明する道具として、非可換群の指標を定義して直
交関係などを調べ、それらの性質を駆使して定理の証明に或功した。既約因子
$\Phi$ と指標 $\chi$ は次の関係で 1 対 1 に対応している。 ( $\Phi$ は適当にスカラー倍して
変数 $x_{1}$ に関して monic となるように正規化しておく。)

$\Phi=x_{1}^{f}+x_{1}^{f-1}(\sum_{g\neq 1}\chi(g)x_{g})+\cdots$

すなわち既約因子 $\Phi$ から対応する指標 $\chi$ を $\chi(1)=f=\Phi$ の次数、 $\chi(g)=\Phi$

の $x_{1}^{f-1}x_{g}$ の係数 $(g\neq 1)$ で定めることができる。逆に指標 $\chi$ から既約因子 $\Phi$

のすべての係数を計算することができる。
Frobenius の与えた指標 (値) の定義は、今の言葉で述べると、 central char-

acter (群環の中心の 1 次指標) の値を正規化 9したものであった。非可換群の指
標の定義に可換な対象が用いられていること、および指標が線形表現と関係な
く定義されていることは注目に値する。翌 1897年の論文で、Frobenius は群
の線形表現を導入し、前に定義した指標がある線形表現のトレースと一致する
ことを示した。

1 896年以降 Frobenius は指標理論を発展させるが、その理論は群行列式
の既約因子を中心概念とした、大変難解なものであった。Frobenius の指標理論
は 1 905年の Schur の論文によって大幅に簡易化された。 Schur は指標を行
列表現のトレースとして捉え、今日 Schur の補題として知られている結果を用
いて、指標理論を再構或した。その後 Noether による加群論的整備を経て、現
代の教科書に書かれている有限群の表現論、指標理論が出来上がっていった。
さて現代流の解釈では、$(G)$ の既約分解は正則表現の既約表現への分解と対

応している。hobenius が基本定理と呼び、苦心して証明を与えた上の主張 (3)
は正則表現における既約表現の重複度はその既約表現の次数と一致するという
簡単な事実に他ならない。
群行列式の理論は指標理論の再構或の波に呑み込まれて、現代の教科書には
現れていないが、最近次の興味ある結果が得られた。

定理 (Formanek and Sibley, 1991) 有限群 $G,$ $H$ に対し、 $\Theta(G)=\Theta(H)$ なら
ば、 $G$ と $H$ は同型である。

有限群の概念の自然な拡張はアソシエーションスキームであると思われるの
で、群行列式の理論の拡張として次の問題が考えられる
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問題 $\mathcal{X}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $(X$, {&} $)$ をアソシエーションスキームとし、 $A_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ をその隣接行列と
する。 $\mathrm{O}(\mathcal{X})\ovalbox{\tt\small REJECT} det(\sum$ A x�とおくとき、

( $\mathfrak{y}\ominus(\mathcal{X})$ の分解は $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(2) $\mathcal{X}$ 力琲可換のときの指標理論は $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\mathcal{X}$ が可換アソシエーションスキームのときは満足すべき指標理論があり、有
限群 $G$ の群アソシエーションスキーム $\mathcal{X}(G)$ にその理論を適応すると有限群
の指標理論が得られる。上の問題の意味は、非可換アソシエーションスキーム
の指標理論を $\Theta(\mathcal{X})$ の分解を通じて構或して、有限群の正則表現から作られる
アソシエーションスキームにそれを適応すると有限群の指標理論が生じるよう
にできないかということである。

23 つの古典的応用例

ここでは有限群論の定理の証明に指標理論が用いられている例を 3 つとりあ
げる。いずれの定理においてもその主張が指標と無関係な点、および例 (B),(C)
では指標理論を用いない証明が現在のところ得られていない点に注目していた
だきたい。

(A) Burnside の pa♂定理。 (1904)
Burnside は指標値に整数論を適用して、次の有名な定理を得た。

定理 (Burnside) 位数が丁度 2 つの素数で割れる有限群は可解群である。

証明はどの表現論の本にも出ている。およそ 70年後に Bender, Goldschmidt,
松山らにより指標理論に依らない純群論的証明 (character froe proof) が得られ
ている。 しかし Burnside のエレガントな短い証明は今でもその価値を失ってい
ない。実際には彼は次の結果を証明した。

定理 (Burnside) 有限群 $G$ のある共役類の元の個数が素数べきで 1 より大とす
る。 このとき $G$ は単純群ではない。

この定理と Sylow の定理から $p^{a}q^{b}$ 定理はすぐに導かれる。 この定理の純群
論的証明はまだ得られていないようである。このような非単純性判定の定理で
は、証明に指標が利用されることが多い。

(B) Frobenius 核の存在。 (1901)
次の Frobenius の定理も非単純性判定の定理の一種である。
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定理 (Frobenius) $G$ を有限群、 $H$ を $G$ の真部分群とする。任意の $g\in G-H$ に

ついて $H\cap H^{g}\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$ ならぼ、 $G$ の正規部分詳 $N$ が存在して $G\ovalbox{\tt\small REJECT} NH,$ $N\cap H\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$

が成り立つ。

この定理が出てこない表現論の本も無いと思われる。証明は誘導指標と Robe-
nius 相互律を用いて $H$ の既約指標に対し、 $G$ の既約指標をうまく対応させて
行う。 この議論を発展させ Brauer, 鈴木は例外指標の理論を作り上げた。例外
指標の理論は $\mathrm{C}\mathrm{A}$ 群、 $\mathrm{C}\mathrm{N}$ 群、 Zassenhaus 群の構造決定に重要な役割をはたし
た。例外指標の一番大掛かりな応用例は Feit による Odd Order Theorem の証
明 (の後半部分) であろう。
上の定理の構造論的証明は 100年経った現在でも得られていない。今世紀
中に純群論的証明が見つかるかどうか、 とても興味のあることである。

(C) Glauberman の $Z^{*}$ 定理。 (1966)
$Z^{*}$ 定理が古典的というと少し違和感があるが、 この定理が群構造論と $\langle$ に単

純群論に必要不可欠なものであることは明らかである。 $Z^{*}$ 定理は位数 2 の元の
fusion に関する定理で次の定理を一\Re 化したものである。

定理 (Brauer-Suzuki) (1959) $G$ を有限群で一般 4 元数群を 2-Sylow 群に持つ
とする。 このとき $G/O(G)$ の中心は位数 2 である。 ここで $O(G)$ は $G$ の奇数
位数の最大正規部分群を表す。

2-Sylow 群の位数が 16 以上のときは、通常指標を用いて比較的容易に証明さ
れた。 $-\tau 2$-Sylow 群の位数が 8 のときは、 もとの Brauer-Suzuki の証明で
はモジュラー指標が使われていたが、後になって Glauberman による通常指標
のみを用いる証明 (modular ffee proof) が得ちれた (1974)。 さて $T$ を上の定理
の $G$ の 2-Slow 群とすると、 $T$ は一般 4元数群なので唯一の位数 2 の元 $t$ を持
ち、 $T\cap\{t\}^{G}=\{t\}$ が成立している。次の $Z^{*}$ 定理は $T$ の構造にかかわらず
$T\cap\{t\}^{G}=\{t\}$ が成立していれば tO(G) が $G/O(G)$ の中心に入ることを主張
している。

定理 (Glauberman) $T$ を有限群 $G$ の 2-Sylow 群とし、 $t$ を $T$ の位数 2 の元と
する。 このとき次はすべて同値である。

(1) 任意の $x\in G$ について $[x, t]$ は奇数位数である。
(2) $T\cap\{t\}^{G}=\{t\}$ 。

(3) $t\in Z^{*}(G)$ 、ここで $Z^{*}(G)$ は $G/O(G)$ の中心の逆像である。

2-Sylow 群 $T$ の階数が 1 のとき、 すなわち $T$ に含まれる位数 2 の元 $\mathrm{B}^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}$–

しかないとき、 $T$ は巡回群か一般 4元数群となり、それぞれ B� nside の移送定
理、 Brauer-Suzuki の定理を用いて (3) が証明される。 よって $T$ の階数が 2 以
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上と仮定できる。この場合に Glauberman はモジュラー表現論 (2-ブロツクの

理論) を使って定理を証明した。modular free proof はまだ見つかつていない。
$Z^{*}$ 定理の odd analogue は単純群の分類定理を仮定すれば、証明出来ているよ
うである。分類定理を用いない $Z^{*}$ 定理の odd analogue の証明ははたしてある
のだろうか。 もしあるとすれぼ?ブロツクの理論が使われるはずである。

3 指標次数ど群構造

ここでは指標の次数と有限群の構造の関係を述べた定理をいくつか紹介する。
以下 $G$ を有限群とし、 $Irr(G)$ で $G$ の通常既約指標全体の集合をあらわす。出
発点はやはり Frobenius である。

定理 (Frobenius 1896) 任意の $\chi\in Irr(G)$ について、 その次数 $\chi(1)$ #よ $G$ の位

数を割り切る。

伊藤昇は上の定理を次のように拡張した。

定理 (Ito 1951) $A$ が $G$ の可換正規部分群であるとき、任意の $\chi\in Irr(G)$ に

ついて $\chi(1)$ は $|G:A|$ を割り切る

この定理から $G$ が可換正規な pSylow 群を持てば、 $\chi(1)$ 1よすべて $p$ と素に

なる。伊藤は $G$ が可解群のとき、 この逆も成立することを示した。一般の場合
は長らく未解決問題となっていたが、Michler によって解決された。

定理 (Michler 1986) 任意の $\chi\in Irr(G)$ について $\chi(1)$ が素数 $p$ と素であるな
らば、 $G$ は可換正規な $p$-Sylow 群を持つ。

証明には単純群の分類定理が用いられている。最小位数の反例 $G$ はすぐに単

純群となることが分かるので、任意の単純群が、位数を割る素数 $p$ について定

理の仮定を満たさないことを示せばよい。Michler はり一型の単純群の系列に
ついてこれを実行した。
次の Isaacs の結果は ?ベキ零性が既約指標の次数全体から判定できることを

示している。

定理 (Isaacs 1986) $p$ を素数とし、 $B=\{\chi\in Irr(G)|(p, \chi(1))=1\}$ と

おく。 また $\beta(G)=\sum\chi(1)^{2}$ とおく。 このとき $G$ が rベキ零となる条件は

$|G:G’|_{p}=\beta(G)_{p}$ が
$\text{成^{}x\in B}\text{り}$立つことである o

系 $\mathrm{C}G\cong \mathrm{C}H\text{、}G$ が rベキ零ならぼ、 $H$ も ?ベキ零となる。ここで $\mathrm{C}G$ は
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$G$ の複素数体 $\mathrm{C}$ 上の群環を表す。

次の問題は自然な問いだが、 いまだに未解決のようである。

問題 $\mathrm{C}G\cong \mathrm{C}H\text{、}G$ が可解群ならば、 $H$ も可解群となるか。

使いやすい。

定理 (Thompson 1970) $\chi(1)>1$ となる任意の $\chi\in Irr(G)$ について $\chi(1)$ が $p$

で割り切れるならば、 $G$ は ?ベキ零となる。

次はベキ零性の判定定理であるが、証明に単純群の分類定理が用いられてぃ
る。条件のなかに $Ker\chi$ が現れるので応用が難しい定理である。

定理 (Gagola and Lewis 1999) $G$ がベキ零群となる条件は、任意の $\chi\in Irr(G)$

について $\chi(1)^{2}$ が $|G:Ker\chi|$ を割り切ることである。 ここで $Ker\chi$ は $\chi$ に対
応する表現の核をあらわす。

次の問題はアソシエーションスキームの理論から派生した問題である。

問題 $Cl(G)=\{C_{1}, \cdots, C_{k}\}$ を $G$ の共役類全体の集合とし、$Irr(G)=\{\chi_{1}, \cdots,\chi_{k}\}$

とする。 $\chi_{i}(1)^{2}=|C_{\dot{l}}|(i=1, \cdots, k)$ が成立するとき、 $G$ はベキ零群となるか。

今までに得られている (部分的) 結果は、 $G$ を問題の仮定を満たす有限群と
するとき、

(1) $G$ の $p$-Sylow 群 $P$ が巡回群ならば、 $P$ は $G$ の直積因子である ;
つまり $G=P\cross O_{t}(G)$ が成立する。

(2) $G$ は非可換単純群ではない。 ((1) と分類定理にょる。)
だけである。上の Isaacs の定理を使えないかと考えてぃる。
さて最後に最近の結果を 2 っ紹介する。

定理 (Riese 1998) $A$ を $G$ の部分群でアーベル群とする。 $\chi(1)=|G:A|$ とな
る $\chi\in Irr(G)$ があれば、 $A$ は $G$ の連正規 (subnormal) 部分群である

定理 (Riese and Schmid 1998) $P$ を $G$ の $p$-Sylow 群とする。ある $\chi\in Irr(G)$

について $|G|/\chi(1)$ が $p$ べきならば、 $P$ の中心 $Z(P)$ は $G$ の連正規 (subnormal)
部分群である。
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最後の定理 (Riese $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{n}\mathrm{d}$ Schmid 1998) の証明には分類定理が使われている。こ
れらの簡明な定理がごく最近証明されたことは、驚きに値する。 21 世紀には、
群指標と群構造のあいだの未知の、美しい関係が数多く発見、解明されること
を願ってこの報告をおわりとする。
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