
2 階楕円型方程式系の正値解について
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次の 2 階楕円型方程式系の正値解について考える。

(1) $\{$

$\Delta u+f(x, u,v)=0$ ,

$\Delta v+g(x,u, v)=0$ ,
$x\in\Omega$ ,

ここで $\Omega$ は空間全体 $\mathrm{R}^{N}(N\geq 3)$ , 又は $\mathrm{R}^{N}.(N\geq 3)$ の外部領域, $f,$ $g$ は局所 H\"older 連続.
この方程式系 (1) の正値解の存在や解の漸近挙動についてはこれまでに色々と研究されてい
る ( $[3],[4],[6]-[8]$ 等). (1) の正値解の存在を示すには super-subsolution method 等色々とある
が, この研究では $\mathrm{R}^{N}$ の積分作用素を用いて解の存在を示している.

最初に $\Omega$ が外部領域の場合を考える。 $f$ と $g$ に次の条件をおく。

(H)次を満たすような $F,$ $G\in C(\overline{\mathrm{R}}_{+}\cross \mathrm{R}_{+}\cross \mathrm{R}_{+};\mathrm{R}_{+}),$ $\mathrm{R}_{+}=(0, \infty)$ , が存在する.

$|f(x, u,v)|\leq F(|x|, u,v)$

for all $x\in\Omega$ , $u,$ $v\in \mathrm{R}_{+}$ .
$|g(x, u, v)|\leq G(|x|,u, v)$

更に $F(r,u, v),$ $G(r,u, v)$ は $u,$ $v$ に関して非減少.

Theorem 1. $f,$ $g$ は (H) を満たすとする. 更に $F,$ $G$ は次を満たすとする。

$\int^{\infty}rF(r,c,c)dr<\infty$ , $\int^{\infty}rG(r,c, c)dr<$ エ

for some constant $c>0$ . このとき

(2) $\lim_{|x|arrow\infty}u(x)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}>0$, $\lim_{|x|arrow\infty}v(x)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}>0$

をみたす (1) の正値解 $(u, v)$ が $\Omega_{M}=\{x\in \mathrm{R}^{N};|x|>M\}$ で存在する.
Theorem 2. $f,$ $g$ は (H) をみたすとする. 更に $F,$ $G$ は次を満たすとする.

$\int^{\infty}r^{N-1}F(r,cr^{2-N},cr^{2-N})dr<\infty$ , $\int^{\infty}r^{N-1}G(r,cr^{2-N}, cr^{2-N})dr$ くエ

for some constant $c>0$ ・
このとき

(3) $\lim_{|x|arrow\infty}|x|^{N-2}u(x)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}>0$ , $\lim_{|x|arrow\infty}|x|^{N-2}v(x)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}>0$ .
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をみたす (1) の正値解 $(u, v)$ が $\Omega_{M}$ で存在する。
Theorem 3. $f,$ $g$ は (H) を満たすとする. 更に $F,$ $G$ は次を満たすとする。

$\int^{\infty}rF(r, c,cr^{2-N})dr<\infty$ , $\int^{\infty}r^{N-1}G(r,c, cr^{2-N})dr<\infty$

for some constant $c>0$ . このとき

$\lim_{|x|arrow\infty}u(x)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}>0$, $|x|.arrow\infty \mathrm{h}\mathrm{m}|x|^{N-2}v(x)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}>0$ .

をみたす (1) の正値解 $(u, v)$ が $\Omega_{M}$ で存在する。
Theorem 4. $f,$ $g$ は (H) を満たすとする. 更に $F,$ $G$ は次を満たすとする。

$\int^{\infty}r^{N-1}F(r,cr^{2-N}, c)dr<\infty$ , $\int^{\infty}rG(r,cr^{2-N}, c)dr<\infty$

for some constant $c>0$ . このとき

$\lim_{|x|arrow\infty}|x|^{N-2}u(x)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}>0$ , $\lim_{|x|arrow\infty}v(x)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}>0$.

をみたす (1) の正値解 $(u, v)$ が $\Omega_{M}$ で存在する。

証明の概略. 積分作用素 $\mathcal{T}(u, v)=(T_{1}u, T_{2}v)$ を次で定義する:

$\{$

$T_{1}[u](x)=2a+ \int_{\Omega_{M}}\Gamma(x-y)f(y, u,v)dy$ ,

$T_{2}[v](x)=2b+ \int_{\Omega_{M}}\Gamma(x-y)g(y, u, v)dy$ ,

ここで

$\Gamma(x-y)=\frac{1}{N(N-2)\omega_{N}}|x-y|^{2-N}$ .

Step 1. 積分作用素 $\mathcal{T}$ は次の集合 $\mathrm{Y}$ で不動点を持つ.

$\mathrm{Y}=\{(u, v)\in C(\Omega_{M})\cross C(\Omega_{M});a\leq u(x)\leq 3a, b\leq v(x)\leq 3b, x\in\Omega_{M}\}$

(I) $T$ : $\mathrm{Y}arrow \mathrm{Y}$ . $(u, v)\in \mathrm{Y}$ に対し

$|T_{1}[u](x)-2a|$ $=$ $| \int_{\Omega_{M}}\Gamma(x-y)f(y, u, v)dy|$

$\leq$ $\int_{|y|\geq M}|x-y|^{2-N}F(|y|, 3a, 3b)dy$

$\leq$ $\int_{M}^{|x|}F(r,3a, 3b)\int_{|y|=r}$ $|x-y|^{2}$ dSdr

$+ \int_{|x|}^{\infty}F(r,3a, 3b)\int_{|y|=r}$ $|x-y|^{2}$ dSdr

$\leq$ $\int_{M}^{|x|}r^{N-1}|x|^{2-N}F(r, 3a, 3b)dr+\int_{|x|}^{\infty}rF(r, 3a, 3b)dr$

$\leq$ $\int_{M}^{\infty}rF(r, 3a,3b)dr$ .
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$F$ の条件より $M$ を十分大きくとると $|T_{1}[u](x)-2a|\leq a$ とできる。同様にして $b\leq T_{2}[v](x)\leq$

$3b$ となる。 従って $T(u, v)\in \mathrm{Y}$ である。

(�) 「 $T$ は連続」, $(\mathrm{m})$ 「 $T(\mathrm{Y})$ は相対コンパクト」 も示すことができる ([1] 参照). 従って
Schauder-Tychonoff の不動点定理より $\mathrm{Y}$ に $T$ の不動点が存在する, すなわち

$T_{1}[u](x)=u(x)=2a+ \int_{\Omega_{M}}\Gamma(x-y)f(y, u, v)dy$ ,

$T_{2}[v](x)=v(x)=2b+ \int_{\Omega_{M}}\Gamma(x-y)g(y, u, v)dy$ .

Step 2. Step 1 で得られた不動点が (1) の解であることを示す. $x\in\Omega_{M}$ を任意に固定す
る. $L>|x|$ を取る。 $u_{1},$ $u_{2}$ を次のようにおく;

$u_{1}(x)= \int_{\Omega_{M,2L}}\Gamma(x-y)f(y, u, v)dy$ ,

$u_{2}(x)= \int_{\Omega_{2L}}\Gamma(x-y)f(y, u,v)dy$ ,

ここで

$\Omega_{M,2L}=\{y\in \mathrm{R}^{N};M<|y|<2L\}$ .
文献 [5] より次のことがわかる.

$\triangle u_{1}(x)+f(x, u,v)=0,$ $\Delta u_{2}(x)=0$ .

$u=2a+u_{1}+u_{2}$ だから $x$ で $\triangle u+f=0$ となる. $x\in\Omega_{M}$ は任意なので $\Omega_{M}$ で $\triangle u+f=0$

となる. 同様にして $\triangle v+g=0$ も示すことができる。
(2) $[]\mathrm{h}$

$\lim_{|x|arrow\infty}\int_{\Omega_{M}}\Gamma(x-y)f(y, u, v)dy=0$ ,

$\lim_{|x|arrow\infty}\int_{\Omega_{M}}\Gamma(x-y)g(y,u, v)dy=0$

から示される.

Theorem 2 は積分作用素 $T$ と集合 $\mathrm{Y}$ を次のように定義すると Theorem 1 と同様にして
示すことができる.
積分作用素 $T=(T_{1}, T_{2})$ , 集合 $\mathrm{Y}$ を次で定義する.

$\{$

$T_{1}[u](x)= \frac{2a}{|x|^{N-2}}+\int_{\Omega_{M}}\Gamma(x-y)f(y, u, v)dy$

$T_{2}[v](x)= \frac{2b}{|x|^{N-2}}+\int_{\Omega_{M}}\Gamma(x-y)g(y, u, v)dy$

$\mathrm{Y}=\{(u, v)\in C(\Omega_{M})\cross C(\Omega_{M});a|x|^{2-N}\leq u(x)\leq 3a|x|^{2-N}b|x|^{2-N}\leq v(x)\leq 3b|x|^{2-N},’ x\in\Omega_{M}\}$
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(3) は $a\leq|x|^{N-2}u(x)\leq 3a,$ $b\leq|x|^{N-2}v(x)\leq 3b$ と

$\lim_{|x|arrow\infty}|x|^{N-2}\int_{\Omega_{M}}\Gamma(x-y)f(y, u, v)dy=\frac{1}{N(N-2)\omega_{N}}\int_{\Omega_{M}}f(y, u, v)dy$

$\lim_{|x|arrow\infty}|x|^{N-2}\int_{\Omega_{M}}\Gamma(x-y)g(y, u, v)dy=\frac{1}{N(N-2)\omega_{N}}\int_{\Omega_{M}}g(y, u, v)dy$

から示される.
Theorem 3, Theorem 4 も同様にして証明する.

次に $\Omega$ が全空間 $\mathrm{R}^{N}$ の場合を考える. 更に $f=p(x)v^{\alpha},$ $g=q(x)u^{\beta}$ として考える。

(4) $\{$

$\triangle u+p(x)v^{\alpha}=0$ ,

$\triangle v+q(x)u^{\beta}=0$ ,
$x\in \mathrm{R}^{N}$ ,

ここで $N\geq 3,0<\alpha<1,0<\beta<1$ は定数, $p(x)>0,$ $q(x)>0$ は局所 H\"older 連続.
Theorem 5. $p$ と $q$ が次を満たすとする。

$\int^{\infty}r^{N-1+\alpha(2-N)}p^{*}(r)dr<\infty$ , $\int^{\infty}r^{N-1+\beta(2-N)}q^{*}(r)dr<\infty$ ,

ここで

$p^{*}(r)= \max p(x)|x|=r’ q^{*}(r)=\max q(x)|x|=r$

このとき
$\lim|x|^{N-2}u(x)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}>0$ , $\lim|x|^{N-2}v(x)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}>0$

レ $|arrow\infty$ $|x|arrow\infty$

をみたす (4) の正値全域解 $(u, v)$ が存在する.
Theorem 6. $p$ と $q$ が次を満たすとする.

$\int^{\infty}rp^{*}(r)dr<\infty$ , $\int^{\infty}rq^{*}(r)dr<\infty$ .

このとき

(5) $\lim_{|x|arrow\infty}u(x)=0$ , $\lim_{|x|arrow\infty}v(x)=0$

を満たす (4) の正値全域解 $(u, v)$ が存在する.
証明の概略. 積分作用素 $T=(T_{1}, T_{2})$ と集合 $\mathrm{Y}$ を次のようにとる;

$\{$

$T_{1}[u](x)= \int_{\mathrm{R}^{N}}\Gamma(x-y)p(y)v^{\alpha}dy$ ,

$T_{2}[v](x)= \int_{\mathrm{R}^{N}}\Gamma(x-y)q(y)u^{\beta}dy$ ,

$\mathrm{Y}=\{$
$(u, v)\in C(\mathrm{R}^{N})\cross C(\mathrm{R}^{N});a\phi(|x|)\leq u(x)\leq 2a\phi(|x|)$ , $x\in \mathrm{R}^{N}\}$ ,

$b\phi(|x|)\leq v(x)\leq 2b\phi(|x|)$
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$\phi(r)=\{$ $r^{2-N}1,$

,
$r\geq 10\leq r.\leq 1$

,

$\Omega$ が外部領域の場合と同様にして Schauder-Tychonoff の不動点定理より積分作用素 $\mathcal{T}$ は
$\mathrm{Y}$ で不動点をもつ. そしてその不動点が (4) の解になる ([2] 参照).口

次に解の漸近挙動について考える. Theorem 5 の条件の下では $u$ と $v$ のどちらも $|x|^{2-N}$

の。rder で 0 に収束する解の存在を示している. 一方 Theorem 6 の条件の下では 0 に収束
する解の存在を示しているだけで, どれくらいの。rder で 0 に収束するのかわからない. そ
こで 0 に収束する解の order を考える.
解の挙動を調べるために $p$ と $q$ に次の条件をおく

$K_{1}|x|^{-\lambda}\leq p(x)\leq I\acute{\mathrm{t}}_{2}|x|^{-\lambda}$

(6) at $\infty$ ,
$K_{3}|x|^{-\mu}\leq q(x)\leq I\acute{\mathrm{t}}_{4}|x|^{-\mu}$

ここで $I\acute{\backslash }_{i}>0,$ $i=1,$ $\cdots,$
$4$ , は定数, $\lambda>2,$ $\mu>2$ とする.

注意. $\lambda>2,$ $\mu>2$ だから $p,$ $q$ は Theorem 6 の条件を満たすことがわかる. 従ってこ
の条件の下では (5) を満たす (4) の正値全域解が必ず存在する.

記号の導入 $:’\sim$ ’と’ $\approx$ ’を次のように定義する.

$f(x) \sim g(x)\Leftrightarrow\lim_{|x|arrow\infty}f(x)/g(x)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}>0$ ,

$f(x)\approx g(x)\Leftrightarrow C_{1}g(x)\leq f(x)\leq C_{2}g(x)$ at $\infty$ .

(4) の解の漸近挙動について次の結果を得た.

Theorem 7. $p,$ $q$ は (6) を満たすとする. $(u, v)$ を (5) を満たす (4) の正値全域解とする.
このとき

(i) $\lambda>N-\alpha(N-2),$ $\mu>N-\beta(N-2)$ のとき:

$u(x)\sim|x|^{2-N},$ $v(x)\sim|x|^{2-N}$ .

(ii) $\lambda>N-\alpha(N-2),$ $\mu=N-\beta(N-2)$ のとき:

$u(x)\sim|x|^{2-N}$ , $v(x)\approx|x|^{2-N}\log|x|$ .

(iii) $\lambda+\alpha L>N,$ $\mu<N-\beta(N-2)$ のとき:

$u(x)\sim|x|^{2-N}$ , $v(x)\approx|x|^{2-\mu-\beta(N-2)}$ .
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(iv) $\lambda+\alpha L=N,$ $\mu<N-\beta(N-2)$ のとき: 任意の $\epsilon>0$ に対し

$C_{1}|x|^{2-N}\log$ |x|\leq u(x)\leq C2(\epsilon )|x|2-N七
at $\infty$ .

$C_{3}|x|^{2-\mu-\beta(N-2)}\leq v(x)\leq C_{4}(\epsilon)|x|^{2-\mu-\beta(N-2)+\epsilon}$

(v) $\lambda=N-\alpha(N-2),$ $\mu=N-\beta(N-2)$ のとき: 任意の $\epsilon>0$ に対し

$C_{1}|x|^{2-N}\log|x|\leq u(x)\leq C_{2}(\epsilon)|x|^{2-N+\epsilon}$

at $\infty$ .
$C_{3}|x|^{2-N}\log|x|\leq v(x)\leq C_{4}(arrow|x|^{2-N+\epsilon}$

(vi) $\lambda+\alpha L<N,$ $\mu+\beta K<N$ のとき: 任意の $\epsilon>0$ に対し

$C_{1}(\epsilon)|x|^{-K-\epsilon}\leq u(x)\leq C_{2}$(\epsilon )|x|-K刊
at $\infty$ ,

$C_{3}(\epsilon)|x|^{-L-\epsilon}\leq v(x)\leq C_{4}(\epsilon)|x|^{-L+\epsilon}$

ここで $C_{i}>0$ は定数, $C_{i}(\epsilon)>0$ は $\epsilon$ に依存する定数,

$K= \frac{\lambda-2+\alpha(\mu-2)}{1-\alpha\beta},$ $L= \frac{\mu-2+\beta(\lambda-2)}{1-\alpha\beta}$ .

証明の概略. $(u, v)$ が (5) を満たす (4) の正値全域解とする. このとき $(u, v)$ は

$u(x)= \int_{\mathrm{R}^{N}}\Gamma(x-y)p(y)v^{\alpha}dy$

$v(x)= \int_{\mathrm{R}^{N}}\Gamma(x-y)q(y)u^{\beta}dy$

と書ける。

解の上からの評価については次の補題を繰り返し用いる.

Lemma([9], Lemma 2.3). $f$ は次を満たす局所 H\"older 連続関数とする,

$|f(x)|\leq C|x|^{-l}$ at $\infty$ ,

ここで $C>0,$ $l>2$ は定数. $w$ を $f$ のニュートンポテンシャルとする
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ すなゎち,

$w(x)=C_{N} \int_{\mathrm{R}^{N}}\frac{f(y)}{|x-y|^{N-2}}dy$ .

このとき次が成立する:

$|w(x)|\leq\{$

$C|x|^{2-N}$ , $l>N$,

$C|x|^{2-N}\log|x|$ , $l=N$,

$C|x|^{2-l}$ , $l<N$,
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$arrow-\vee\vee-C^{\backslash \backslash }C>0\#\mathrm{f}_{\acute{j\mathrm{E}}}\Re$ .

解の下からの評価についても同様の補題 ([9] の Lemma 26) を用いる.

Theorem 7 の (iv),(v),(vi) については次のように予想している.

Conjecture. Theorem 7 の仮定の下で次が成立する.

(iv) $u(x)\approx|x|^{2-N}\log|x|$ , $v(x)\approx|x|^{2-\mu-\beta(N-2)}$ .

(v) $u(x)\approx|x|^{2-N}\log|x|$ , $v(x)\approx|x|^{2-N}\log|x|$ .

(vi) $u(x)\approx|x|^{-K}$ , $v(x)\approx|x|^{-L}$ .
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