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概要

ここでは, ヒルベルトの零点定理の原始的, 構戒的な証明を紹介し, それと
2 階算術における複素数に関する充足論理式 [3] を用いて, 2 階算術の部分体
系でヒルベルトの零点定理を証明する.

代数閉体のすべての定理は 2 階算術の部分体系 $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}$における複素数に関して或

り立つという定理が, シンプソン, 田中, 山崎によって証明されている ([3] 参照).

この定理を用いて, 2 階算術でヒルベルトの零点定理を証明する. このとき, 代数

閉体の体系のヒルベルトの零点定理を表す論理式は多項式の個数や次数, 変数の個

数に依存してしまうので, RCA0で, それらすべての論理式が代数閉体の公理のみか

ら証明できることを見る必要があるが, それには証明が原始再帰的に得られること

を見れぼ十分である. また, 2 階算術で, ヒルベルトの零点定理を証明するのにど

の程度強い公理が必要かという問題は, 複素数 (実数) の充足論理式に関する未解

決問題と関係し, 未だ解決されていないが, 充足論理式が強い充足条件を満たすこ

とが証明できる体系であればヒルベルトの零点定理が証明できること, $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}$ におい

ても、変数の数に関し “数値別” には証明できることはわかる.

1 代数閉体

まず, (標数 0 の) 代数閉体の体系を定義する. この定義は通常のそれとは割り算

が全域的であるという点で少し異なるものである.

定義 11(ACF(0)). 言語 $\mathcal{L}_{\mathrm{A}\mathrm{F}}$ は体の言語 $(\langle+, -, \cdot, /, 0,1, =\rangle)$ とする. 体系 A日よ
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$-\overline{=}\equiv_{\mathrm{E}}\Pi\vec{\beta}\mathrm{D}\delta^{\grave{\grave{1}}}\mathcal{L}_{\mathrm{A}\mathrm{F}}T,’ 1\backslash I_{\backslash }\mathrm{T}\sigma)_{\mathit{1}_{\wedge}}^{\wedge}\mathrm{E}k\mathrm{f}\mathrm{l}^{\sim\supset}\mathrm{t}_{)}\sigma 2kT$.
$x+0=x$ , $x+y=y+x$, $x+(y+z)=(x+y)+z$ , $x+(-x)=0$

$x\cdot 0=0$ , $x\cdot 1=x$ , $x\cdot y=y\cdot x$ , $x\cdot(y\cdot z)=(x\cdot y)\cdot z$

$x/0=0$ , $x\neq 0arrow x\cdot(y/x)=y$

$1\neq 0$ , $x\cdot(y+z)=(x\cdot y)+(x\cdot z)$

ACF(0) は $\mathrm{A}\mathrm{F}$ に以下の公理を加えたものとする.

$(n\geq 2)$

$\forall x_{0}\forall x_{1}\cdots\forall x_{n}\exists y(x_{n}\neq 0arrow x_{0}+x_{1}y+\cdots+x_{n}y^{n}=0)$ $(n\geq 1)$

ACF(0) においては,

$x/x=\{$
0 $x=0$ のとき

1 $x\neq 0$ のとき

が成り立つ. すなわち, 項が 0 か否かで場合分けができる. 以降, 加減乗除と 0 か

否かでの場合分けだけで実現できる計算のことを $\mathrm{Z}$計算と呼ぶことにする.

ACF(0) において, 多項式 $\Sigma a_{k}$。,’l,...,km
$x_{0}^{k_{0}}x_{1}^{k_{1}}\cdots x_{m}^{k_{m}}$は, 単に数の (有限) 列

$\langle a_{k_{0},k_{1},\ldots,k_{m}}\rangle_{k_{0},k_{1},\ldots,k_{m}}$ で表す. 多項式同士の積, 一変数多項式同士の商, 剰余は $\mathrm{Z}$

計算で求められる. さらに, ユークリッドの互除法も $\mathrm{Z}$計算によって実現され, 特

に, 複数の一変数多項式の最大公約元も $\mathrm{Z}$計算で求められる. さらに次のこともい

える.

定理 L2 (ヒルベルトの饗点定理). $n\in \mathrm{N}$ とする. 各夏 $n$ について, 多項式乃を

表す変数の列 $\langle a_{k_{0},k_{1},\ldots,k_{m}}^{l}\rangle_{k_{0},k_{1},\ldots,k_{m}}$ が与えられたとき, これらの変数をもつ ACF(0)

の項の列の列 $\langle\langle t_{k_{0},k_{1},\ldots,k_{m}}^{l}\rangle_{k_{0},k_{1},\ldots,k_{m}} : l<n\rangle$ が原始再帰的にとれ, それらが表す多

項式 $q_{0},$ $q_{1},$ $\ldots,$ $q_{n-1}$について

$\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{F}(0)\vdash p_{0}(x)\prec q_{0}(\vec{x})+\cdots+p_{n-1}(\check{x})q_{n-1}(x)\prec=1$

がいえる. また, 上の $\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{F}(0)\vdash\cdots$の証明も原始再帰的に得られる.

この定理の証明は 3 節で行う.
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任意の代数閉体 $F$ に対し, $F$係数多変数多項式に関するヒルベルトの零点定理が

成立し, 定理の主張の中の多項式 qiの次数の上界が乃たちの次数から求められるこ
とはよく知られている. これから, 完全性定理により “ACF(0)\vdash 高々$n$ 次の多項式

に関するヒルベルトの零点定理” の証明が存在することはわかる. しかし, $q_{i}$たちが
$\mathrm{Z}$ 計算で求められること, 証明が原始再帰的に得られることを見るには 3 節のよう
な直接的な議論が必要になる.

2RCA0における複素数
2 階算術の部分体系で, 自然数上の演算に関する基本的な公理と $\Sigma_{1}^{0}$ 帰納法, $\triangle_{1}^{0}$

内包公理からなるものを $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}$ と呼んだ. 2 階算術と, その部分体系である $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}$ な

どについては [2] を参照のこと.

以下, RCA0で ACF(0)が形式化されているとし (項, 論理式, 証明が自然数にコー

ド化されている), その際の ACF(0) の変数は $v_{0},$ $v_{1},$ $\ldots$ であるとする. また, t’を $t$ の

部分項とするとき, t’のコードは $t$ のコードより小さいとしておく. さらに, ACF(0)
の体系の論理式とその $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}$におけるコードを自然に同一視する. そして, 任意の無

限複素数列 $E$ , 複素数 $A$ に対し, $E_{A}^{1}$

.
で $E$ の $i$ 番日の複素数を $A$ に置き換えて得ら

れる複素数列を表すとする. 無限実数列 $E$ と実数 $A$ に対しても同様の定義をする.

定義 2.1($l$ 解釈列). 無限複素数列 $E=\langle E_{0}, E_{1}, \ldots\rangle$ , 自然数 $l$ #こ対し, 有限複素

数列

$V_{E}=\langle$$V_{E}(s):s<l,$ $s$ は ACF(0) の項のコード $\rangle$

が環境 $E$ における $l$ 解釈列であるとは,

$\dot{V}_{E}(0)=0$ , $V_{E}(1)=1$

$V_{E}(v:)=(E)$ :
$V_{E}(t_{1}+t_{2})=V_{E}(t_{1})+V_{E}(t_{2})$ , $V_{E}(-t)=-V_{E}(t)$

$V_{E}(t_{1}t_{2})=V_{E}(t_{1})V_{E}(t_{2})$ , $V_{E}(t_{1}/t_{2})=V_{E}(t_{1})/V_{E}(t_{2})$

が成り立つことをいう.

以下の定理は, 複素数に関する基本的な演算が RCA0でできることを主張する. こ

の定理に関しては, [3] を参照のこと.
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定理 22. RCA0で以下の主張がいえる. 任意の無限複素数列 $E$ , 自然数 \sim こ対し , $l$

解釈列が存在する. しかも, $l$ 解釈列は次の意味で一意である .$\cdot$ rが環境 $E$ におけ

る $l$ 解釈列で, VE’,が環境 E’における l’解釈列であり, 項 $s$ のコードカ $\mathrm{a}$

’
$l$ と $l’$より小

さく, $s$ に現れる自由変数を $v:_{0},$ $v_{\dot{2}1},$ $\ldots,$ $v_{\dot{l}_{j}}$ とするとき,

$(E)_{\dot{l}_{0}}=(E’)_{i_{0}},$ $(E)_{i_{1}}=(E’):_{1},$ $\ldots.(E)_{i_{j}}=(E’)_{\dot{l}_{j}}$

が成り立つならぼ,

$V_{E}(s)=V_{E}’,(s)$

口

さらに, 次の充足論理式に関する結果がある. この定理についても [3] を参照の

こと.

定理 23(充足論理式). 以下を満たす $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}$ の $\Delta_{2}^{0}$論理式 $\mathrm{S}\mathrm{A}\mathrm{T}_{\mathbb{C}}(x, E)$ が存在する .$\cdot$

SATcは “タルスキの充足条件” を満たす. すなわち,

$\mathrm{S}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{c}(t_{1}=t_{2}, E)$ $\Leftrightarrow$ ある $l$ 解釈列 $V_{E}$に対し,VE(tl) $=V_{E}(t_{2})$

$\Leftrightarrow$ 任意の $l$ 解釈列 $V_{E}$に対し, $V_{E}(t_{1})=V_{E}(t_{2})$

$\forall i\leq n\mathrm{S}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{c}(\varphi:, E)$ $\Leftrightarrow$ SATc $(\varphi 0\wedge\varphi_{1}\wedge\cdots\wedge\varphi_{n}, E)$

$\exists i\leq n\mathrm{S}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{c}(\varphi_{i}, E)$ $\Leftrightarrow$ SATc $(\varphi_{0}\vee\varphi_{1}\vee\cdots\vee\varphi_{n}, E)$

$\neg \mathrm{S}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{c}(\varphi, E)$ $\Leftrightarrow$ SATc $(\neg\varphi, E)$

$\forall A\in \mathbb{C}(\mathrm{S}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{c}(\varphi, E_{A}^{i}))$ $\Leftrightarrow$ SATc $(\forall v_{i}\varphi, E)$

$\exists A\in \mathbb{C}(\mathrm{S}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{c}(\varphi, E_{A}^{\dot{l}}))$ $\Leftrightarrow$ SATc $(\exists v_{i}\varphi, E)$

さらに,

(ACF (0) $\vdash\varphi$ ) $\Leftrightarrow\forall E\in \mathbb{C}^{\mathrm{N}}\mathrm{S}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{c}(\varphi, E)$

が成立する. そして, 任意の $E,$ $E’\in \mathbb{C}^{\mathrm{N}}$ と $\varphi$ について, 各 $i$ に対し 「viが $\varphi$ に自由に

現れるならば $(E)_{i}=(E’)_{i}$」となるならば

SATc $(\varphi, E)\Leftrightarrow \mathrm{S}\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{c}(\varphi, E’)$
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さて, この定理と定理 12 をあわせると, 次の系が得られる.

系 2.4 (2 階算術におけるヒルベルトの饗点定理. “数値別” ヴアージョン). 任意の

自然数 $m$に対し, RCA0で以下の主張が示せる. $\vec{x}=(x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{m-1})$ とする. $p_{0}(\overline{x}),$
$\ldots$ ,

$p_{n-1}(\vec{x})$ を複素数係数多変数多項式で, 共通根を持たないものとする. このとき, あ

る $q_{0}(\overline{x}),$

$\ldots,$
$q_{n-1}(\tilde{x})\in \mathbb{C}[\tilde{x}]$ を用いて

$p_{0}(\tilde{x})q_{0}(\tilde{x})+\cdots+p_{n-1}(\tilde{x})q_{n-1}(\tilde{x})=1$

とできる.

証明 定理 12で主張している RCA0で証明できる ACF(0) の命題は

$\forall x_{0}\forall x_{1}\cdots\forall x_{m-1}$ ( $(x_{0},$ $x_{1},$ $\ldots,$
$x_{m-1})$ は pjたちの共通根でない) $arrow\psi$

の形で , \psi は $P\mathrm{o}(x)q\mathrm{o}(x)+\cdots+p_{n-1}(x)q_{n-1}(x)=1$ なることをあらわす量化記

号を含まない論理式である. ここに, q:たちは乃たちの係数を自由変数にもつ項
で表されている. よって, $p_{0}(\tilde{x}),$ $\ldots,p_{n-1}(\tilde{x})$ が共通根を持たないならぼ, 乃たち
の係数を適当に並び替えたものを $E$ とし, 定理 23 を $m$ 回適用することによって

SATc($\forall x_{0}\forall x_{1}\cdots\forall x_{m-1}$ (x:たちは $p_{j}$ たちの共通根でない), $E$) を得る. よって, SATc $($ \psi , $E)$ .
題意が示せた. 口

次の論理式を SSC で表す.

$\forall n[\mathrm{S}\mathrm{A}\mathrm{T}_{\mathrm{R}}(\exists v_{1}.\exists v:\cdots\exists v:_{\hslash-1}01\varphi, E)\Rightarrow\exists A\in \mathrm{R}^{n}(\mathrm{S}\mathrm{A}\mathrm{T}_{\mathrm{R}}(\varphi, E_{(A)_{0},(A)_{1},\ldots,(A)_{n-1}}^{_{0^{1}1\prime\cdots\prime}}’.|_{\hslash-1}.))]$

ただし, $E_{(A)_{0},(A)_{1},\ldots,(A)_{n-1}}^{1}.0,i_{1^{1_{\hslash-1}}}’\ldots’$

.
は, 各 $k$ に対し, $E$ の t番日を (A)C置き換えたものを

表す. SSC に関しては,

$\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}+\Sigma_{2^{-}}^{0}\mathrm{B}\mathrm{D}\mathrm{C}\vdash \mathrm{S}\mathrm{S}\mathrm{C}$

がわかる [3]. ここに, $\Sigma_{2}^{0}$-BDC は

$\forall n\forall X\exists \mathrm{Y}\varphi(n, X, \mathrm{Y})arrow\forall l\exists Z\forall n<l\varphi(n, (Z)_{n},$ $(Z)_{n+1})$

( $\varphi$ は\Sigma 8で, $Z$ を自由変数として含まない) なる公理図式である. RCA0のみから SSC
が導かれることが予想されているが, 未だ解決されていない. SSCがあれば, 系 24
より強い結果が得られる.
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定理 25(2 階算術におけるヒルベルトの零点定理). SSC を導出できる 2 階算術の
部分体系 (例えぼ $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}+\Sigma_{2}^{0}$-BDC) で以下の主張が示せる. $m\in \mathrm{N}$ と $\llcorner$ , $\tilde{x}=$

$(x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{m-1})$ とする. $p_{0}(\tilde{x}),$ $\ldots,p_{n-1}(\tilde{x})$ を複素数係数多変数多項式で, 共通根
を持たないものとする. このとき, ある $q_{0}(x)\neg,$

$\ldots,$
$q_{n-1}(\tilde{x})\in \mathbb{C}[\vec{x}]$ を用いて

$p_{0}(\tilde{x})q_{0}(\tilde{x})+\cdots+p_{n-1}(\tilde{x})q_{n-1}(\tilde{x})=1$

とできる. 口

3 定理 1.2の証明

本定理の証明は, [1], [4] にあるような構或的な証明を形式化する事によって実現
される. ここでは , 形式化する以前の素朴な証明を紹介し , ところどころ形式化の

要点を述べるにとどめる. まず, この証明に必要な定義, 命題を準備する.

定義 3.1(2 つの多項式に対する終結式). 一変数複素数係数多項式 p(x) $=a_{m}x^{m}$ 十

$a_{m-1}x^{m-1}+\cdots+a_{0},$ $q(x)=b_{n}x^{n}+b_{n-1}x^{n-1}+\cdots+b_{0}$ $(a_{m}, b_{n}\neq 0)$ に対し, これ

らのシノレベスター行 $\mathrm{F}^{1}1\mathrm{S}\mathrm{y}1(p, q, x)$ を

$[a_{m_{0}-1}a_{m}a_{0}.\cdot.\cdot.\cdot 0$ $a_{m}a_{0}a_{0}00_{1}..\cdot..\cdot$

$.\cdot..\cdot..\cdot$

.

$a_{m-1}a_{m}a_{0}00..\cdot$
$b_{n_{0}-1}b_{n}b_{0}0^{\cdot}..\cdot.\cdot$ $a_{0}b_{n}b_{1}00_{0}.\cdot.\cdot.\cdot$

$.\cdot..\cdot..\cdot$

.

$b_{n-1}b_{0}b_{n}00.\cdot.]$

で定め, $p,$ $q$ の $x$ に関する終結式${\rm Res}(p, q, x)$ を

$\det$ Syl(p, $q,$ $x$)

で定める. $p,$ $q$ が $x,$ $x_{0},$ $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{n}$を変数にもつ多変数多項式であってもこれらを
$\mathbb{C}[x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n}]$ を係数にもつ $x$ に関する一変数多項式と見て同様に Syl(p, $q,$ $x$), ${\rm Res}(p$,
$q,$ $x)$ が定義できる.
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注意 3.2. $p,$ $q$ を $x,$ $x_{0},$ $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{n}$を変数にもつ多変数多項式で,

$p=r(x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n})x^{N}+$ ( $x$ に関する次数が $N$ 未満の項)

であったとする. $x_{0},$ $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{n}$に複素数 $c_{0},$ $c_{1},$ $\ldots,$
$c_{n}$ を代入すると $r$ が 0 になると

すれぼ, 一般に

[${\rm Res}(p(x,$ $x_{0},x_{1},$ $\ldots,$
$x_{n}),$ $q(x,$ $x_{0},$ $x_{1},$ $\ldots,$

$x_{n}),$ $x)$ の各 x|.に果を代入したもの]

$={\rm Res}$ ($p(x,$ $c_{0},$ $c_{1},$ $\ldots$ ,ら), $q(x,$ $c_{0},$ $c_{1},$ $\ldots,$
$c_{n}),$ $x$ )

は成り立たない. すなわち, 終結式をとる前に変数に複素数を代入するのと終結式

をとった後で変数に複素数を代入するのでは結果が異なることがある.

シルベスター行列に関して, 次の命題が成り立つことが直ちにわかる.

命題 3.3. $p(x)=a_{m}x^{m}+a_{m-1}x^{m-1}+\cdots+a_{0}$ , q(x)=b、xn+bn-lxn-l+ $\cdot$ .. $+b_{0}$

$(a_{m}, b_{n}\neq 0)$ に対し,

$(x^{m+n-1}, x^{m+n-2}, \ldots, 1)\mathrm{S}\mathrm{y}1(p, q,x)=(x^{n-1}p, x^{n-2}p, \ldots,p,x^{m-1}q, x^{m-2}q, \ldots, q)$

口

終結式は次の性質を持つ.

命題 3.4. 一変数多項式乃 $q$ に対し, ${\rm Res}(p, q,x)=0$ ならば $p$ と $q$ は共通根をもつ.

証明 ${\rm Res}(p, q, x)=0$ ならば, $d_{0}$ , $d_{1},$
$\ldots,$

$d_{m+n-1}\in \mathbb{C}$ で, d:のうち少なくとも 1 つ [よ
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$d_{0}\{\begin{array}{l}a_{m}a_{m-\mathrm{l}}\vdots a_{0}0\vdots 0\end{array}\}+d_{1}\{\begin{array}{l}0a_{m}\vdots a_{1}a_{0}0\end{array})+\cdots+d_{n-1}(\begin{array}{l}0\vdots 0a_{m}a_{m-1}\vdots a_{0}\end{array}\}$

$+d_{n}(\begin{array}{l}b_{n}b_{n-1}\vdots b_{0}0\vdots 0\end{array}\}+d_{n+1}(\begin{array}{l}0b_{n}\vdots b_{1}b_{0}0\end{array})+\cdots$ +d。+n-l $(\begin{array}{l}0\vdots 0b_{n}b_{n-1}\vdots b_{0}\end{array})=0$

を成り立たせるものがとれる. これと命題 33から,

$[ \sum d_{k}x^{n-k-1}]p(x)+n-1[\sum d_{k}x^{m+n-k}]q(x)=0n+m$

$k=0$ $k=n$

を得る. $p^{\star}= \sum_{k=0}^{n-1}d_{k}x^{n-k-1},$ $q^{\star}= \sum_{k=n}^{n+m}d_{k}x^{m+n-k}$ とおけば, $p^{\star}p=-q^{\star}q$ . 辺々–

次式の積に分解して次数を比較することにより $p,$ $q$が共通根を持つことがわかる. 口

この証明の形式化の際, d:は乃 $q$ の係数から $\mathrm{Z}$ 計算で求められることに注意.

命題 3.5. $x,$ $x_{0},$ $x_{1},$ $\ldots,$
$x_{n}\text{を}$変数にもつ多変数多項式乃 $q$ に対し, ある多変数多項

式 $p^{\star},$
$q^{\star}\in \mathbb{C}[x,.x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n}]$ があ $’\supset$ で,

$p^{\star}p+q^{\star}q={\rm Res}(p, q, x)$

が成り立つ.

正明 ${\rm Res}(p, q, x)$ が 0 のときは $p^{\star}=q^{\star}=0$ とすればよい.

そうでないとき, 命題 33 により

$(x^{m+n-1}, x^{m+n-2}, \ldots, 1)=(x^{n-1}p, x^{n-2}p, \ldots,p, x^{m-1}q,x^{m-2}q, \ldots, q)(\mathrm{S}\mathrm{y}1(p, q, x))^{-1}$
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ここで, クラーメノレの公式より $(\mathrm{S}\mathrm{y}1(p, q, x))^{-1}={\rm Res}(p, q, x)^{-1}(\mathrm{S}\mathrm{y}1(p, q, x))^{\sim}$ . ここ
に, ((Syl(p, $q$ , x)))\sim の各或分は Syl(p, $q,$ $x$ ) の或分 (つまり $p,$ $q$ の係数) からなるあ

る行列の行列式である. 以上により,

${\rm Res}(p, q, x)(x^{m+n-1}, x^{m+n-2}, \ldots, 1)$

$=(x^{n-1}p, x^{n-2}p, \ldots,p,x^{m-1}q, x^{m-2}q, \ldots, q)(\mathrm{S}\mathrm{y}1(p, q, x))^{\sim}$

第 $m+n$ 或分を比較して, ある $p^{\star},$ $q^{\star}\in \mathbb{C}[x, x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n}]$ に対し, ${\rm Res}(p, q, x)=$

$p^{\star}p+q^{\star}q$ なることを得る. 口

ここで, 終結式という概念を複数の多項式にまで拡張しよう.

定義 3.6(複数の多項式に対する終結式). $x$ を変数にもつ一変数複素数係数多項式

$p_{0},p_{1},$ $\ldots$ , $p_{n}$に対し, 多変数多項式 $q=u_{1}p_{1}+\cdots+u_{n}p_{n}\in \mathbb{C}[x, u_{1}, \ldots, u_{n}]$ を考え,

$p_{0}$ と $q$ の終結式 $r={\rm Res}(p_{0}, q, x)\in \mathbb{C}[u_{1}, \ldots, u_{n}]$ をとる. そして, $r$ の $u_{1}^{11}.u_{2}^{1}.u_{n}^{1_{\hslash}}2\ldots\cdot$

の係数を

${\rm Res}_{:_{1,}:_{2,\prime}\ldots:_{\hslash}}(p_{0},p_{1}, \ldots,p_{n}, x)$

とする. ${\rm Res}_{112,\ldots|_{\hslash}}.,:,\cdot$ ($p_{0},p_{1},$ $\ldots$ ,p、’ $x$ ) たちを $p_{0},p_{1},$ $\ldots$ ,pg終結式と呼ぶ. 多変数

複素数係数多項式 $p_{0},p_{1},$ $\ldots$ ,p,に対しても同様に終結式が定義できる.

この終結式も 2 つの多項式に対する終結式と同様の性質を持つ.

命題 3.7. $p_{0},p_{1},$ $\ldots,p_{n}\in \mathbb{C}[x]$ の終結式たちがすべて 0 ならば $p_{0},p_{1},$ $\ldots$ ,pnは共通

根をもつ.

証明 このとき, ${\rm Res}(p_{0}, u_{1}p_{1}+\cdots+u_{n}p_{n}, x)$ は (多項式として) 0になる. $u_{1}p_{1}+\cdots+$

unpnの $x$ に関する次数を $k$ とする. 各 $a_{1},$ $a_{2},$ $\ldots,$
$a_{n}\in \mathbb{C}$ に対し, $a_{1}p_{1}+\cdots+a_{n}p_{n}$

の $x$ に関する次数が $k$ ならぼ, ${\rm Res}(p_{0}, a_{1}p_{1}+\cdots+a_{n}p_{n}, x)=0$ となるから
$l$

(注意

32 も見よ) , $p_{0}$ と $a_{1}p_{1}+\cdots$ +anpnは共通根を持つ. p0の根全体を $z_{0},$ $z_{1},$ $\ldots,$ $z_{d}$ と

する. そして,

$b_{n}=d+2,$ $b_{n-1}$. $=(\begin{array}{lll}b_{n-\cdot+1}.b_{n-|+2} \cdots b_{n}2 \end{array})+1$

$(i=1,2, . .\cdot. , n-2)$ と定める. 各 $j_{n}\in\{1,2, \ldots, b_{n}\},j_{n-1}\in\{1,2, \ldots, b_{n-1}\},$
$\ldots,$

$j_{2}\in$

$\{1,2, \ldots, b_{2}\}$ に対し, $p_{0}$ と $p_{1}+j_{2}(p_{2}+j_{3}(\cdots(p_{n-1}+j_{n}p_{n})\cdots))$ との共通根を $z_{k_{j_{2}.j_{3},\ldots.jn}}$
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とする. ここで, 必要ならば jnの動く範囲を変更することによって $p_{1}+j_{2}(p_{2}+$

$j_{3}(\cdots(p_{n-1}+j_{n}p_{n})\cdots))$ の $x$ に関する次数は $k$であるとしてよい. このとき, 鳩の

巣原理により, $m\in\{2,3, \ldots, n\}$ , 長さ $n-m+1$ の 0-1 列 $i_{m}$ , $i_{m+},,$
$\ldots,$

$i_{n}$ に対し ,

$l_{i_{m},i_{m+1},\ldots,i_{n}}^{m}\in\{1,2, \ldots, b_{m}\}$ を上手く選んで, $l_{0_{1}m:_{\hslash}}^{m},\cdot+1,\ldots,\neq l_{1,,\ldots,-}^{m}|.m+1n$であって, $p_{0}$

と

$p_{1}+l_{1}^{2}.,,(2i\epsilon,\ldots:_{n}p_{2}+l_{1}^{3}.(\epsilon,:4,\ldots,:_{\hslash}\cdots(p_{n-1}+l_{1_{\hslash}}^{n}.p_{n})\cdots))$

カ $\grave{\grave{\mathrm{a}}}$ i2, $i_{3},$
$\ldots,$

$i_{n}$に依らない共通根 $c=z_{k}$を持つようにできる. このとき, 任意の長さ

$n-2$ の 0-1 列 $i_{3},$ $i_{4},$
$\ldots,$

$i_{n}$ に対し, $p_{1}+l_{0,:_{3},\ldots,:_{\hslash}}^{2}(p_{2}+l_{i_{\},\ldots,:_{\hslash}}^{3}(\cdots(p_{n-1}+l_{1n}^{n}.p_{n})\cdots))$,

$p_{1}+l_{1,i_{3},\ldots,i_{n}}^{2}(p_{2}+l_{\dot{\iota}_{3\mathrm{t}}\ldots,i_{n}}^{3}(\cdots(p_{n-1}+l_{1}^{n_{\hslash}}.p_{n})\cdots))$が共に根 $c$ を持つのだから, $(l_{0,:_{3},\ldots,i_{n}}^{2}-$

$l_{1,i_{3},\ldots,i_{n}}^{2})(p_{2}+l_{\dot{l}_{3n}}^{3},\ldots,(:\cdots(p_{n-1}+l_{n}^{n}.\cdot p_{n})\cdots))$ も根 $c$ を持つ. $l_{0,:_{3,\ldots n}}^{2},|$. と $l_{1,:_{\},\ldots,:_{\hslash}}^{2}$は相違

なるのだから $p_{2}+l_{\dot{\iota}_{3},\ldots,i_{n}}^{3}(\cdots(p_{n-1}+l_{i_{n}}^{n}p_{n})\cdots)$ が根 $c$ を持つことがわかる. $i_{3}=0,1$

に対し同様の議論を適用して $p_{3}+l_{i_{4},\ldots,:_{n}}^{4}(\cdots(p_{n-1}+l_{i_{n}}^{n}p_{n})\cdots)$ が根 $c$ を持つことが

わかる. 以下同様にして pnが根 $c$ を持つことがわかる. これから, $p_{n-1}$ も根 $c$ を持

ち, $\cdots,$ $p_{2}$ も根 $c$ を持つことがわかる. 口

この議論を形式化する際, 多項式の根は $\mathrm{Z}$計算で求められないが, 根を ACF(0) の

項で書き下す必要はないので問題はない. 次の性質は複数の多項式に対する終結式

の定義と命題 35 から直ちにわかる.

命題 38. 多変数複素数係数多項式 $p_{0},p_{1},$ $\ldots,p_{n}\in \mathbb{C}[x, x_{0}, \ldots x_{m}]$ に対し, 各

${\rm Res}_{i_{1},i_{2},\ldots,i_{n}}$ ($p_{0},p_{1},$ $\ldots,p_{n}$ , x)&J

$p_{0}^{\star}p_{0}+p_{1}^{\star}p_{1}+\cdots+p_{n}^{\star}p_{n}$

$(p_{0}^{\star},p_{1}^{\star}, \ldots,p_{n}^{\star}\in \mathbb{C}[x, x_{0}, \ldots x_{m}])$ の形で表せる. 口

さて, 定理の証明に戻ろう. 与えられた多変数多項式 p0, $p_{1},$ $\ldots,p_{n-1}$の変数 $x_{0}$に

関する終結式 $r_{0},$ $r_{1},$ $\ldots,$ $r_{k}$をとる. そして, $r_{i}$たちに現れる変数 $x_{j}$のうち, 添え字 $j$

が最小のものをとる. 適当に変数変換

$x_{j}=\tilde{x}_{j},$ $x_{j+1}=\tilde{x}_{j+1}+a_{j+1}\tilde{x}_{j},x_{j+2}=\tilde{x}_{j+2}+a_{j+2}\tilde{x}_{j},$ $\ldots$ ,

( $a_{j+1,j+2}a,$ $\ldots$ は複素数) を行って, $r_{0}$ を $xj$に関する多項式と見るとき

$r_{0}=cx_{j}^{N}+$ ($Xj$に関する次数が $N$未満の項). . . $(*)$
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( $c$ は 0でない複素数) となるようにできる. 実際, まずは $a_{j+1},$ $a_{j+2},$ $\ldots$ を変数記号

と見て $r_{0}$に変数変換 $x_{j}=\tilde{x}_{j},$ $x_{j+1}=\mathrm{X}_{j+1}+a_{j+1}\tilde{x}_{j}$ , $x_{j+2}=\tilde{x}_{j+2}+a_{j+2}\tilde{x}_{j},$ $\ldots$ , をほど

こせば, $r_{0}$はある多項式 $d$ に対して, $r_{0}=d(a_{j+1}, aj+2, \ldots)x_{j}^{N}+(xj$に関する次数が
$N$ 未満の項) とかける. $d(a_{j+1}, a_{j+2}, \ldots)$ を 0 にしないような複素数 aj。l, $a_{j+2},$ $\ldots$

は $\mathrm{Z}$ 計算で求められる. さらに, 十分大きな自然数 $M$ をとり, $r_{1},$ $r_{2},$ $\ldots$ に $x^{M}r_{0}$ を

カ Iえることによって $r_{1},$ $r_{2},$ $\ldots$ も $(*)$ の形になるようにできる. さらに, $r_{0},$ $r_{1},$ $\ldots$

の終結式をとり, この終結式たちに同様の変形を施す. この操作を行うたびに変数

の数が減っていくから, いつかはでてくる終結式たちがすべて複素数になる.

$\ovalbox{\tt\small REJECT} s_{1},$ $\ldots$ , sk’たちに対して変数 xjに関する終結式をとった際にその終結式たちがす
べて 0であったとする. このとき, $s_{0},$ $s_{1},$ $\ldots$ , sk’の $x_{j}$以外の変数にすべて 0 を代入し
たものの終結式たちもすべて 0 となる. この際に, s:たちを $(*)$ の形に変形しておい

たので注意 32 のような問題は発生しない. これから, 命題 3.7 により $s_{0},$ $s_{1},$ $\ldots,$ $s_{k’}$

は共通根 $\tilde{c}$ を持つことがわかる. $s_{0},$ $s_{1},$ $\ldots$ , sk’が $s_{0}’,$ $s_{1}’,$
$\ldots$ の $x_{j}$ ’に関する終結式であ

るとする. このとき $x_{j},$ $x_{j+1},$ $\ldots$ に $c*$代入し, $x_{j’+1},$ $x_{j’+2},$ $\ldots$ に 0 を代入したものた
ちの $x_{j}$’に関する終結式たちも 0である. よって, $s_{0}’,$ $s_{1}’,$

$\ldots$ は共通根を持つ. このよ

うな議論を繰り返し適用することにより, 結局 $p_{0},p_{1},$ $\ldots$ ,pn-,が共通根を持つこと
がわかる. これは仮定に矛盾する.

よって, 上のように終結式をとっていく操作を繰り返すうちにいつかは 0でない
複素数が終結式のなかに現れるときがある. $s_{0},$ $s_{1},$ $\ldots$ , sk’たちに対して変数 $x_{j}$に関

する終結式をとった際にその終結式の 1 つが 0でない複素数であったとする. 命題

38 により, ある多項式 $s_{0}^{\star},$ $s_{1}^{\star}\ldots.,$ $s_{k’}^{\star}$ を用いて

$s_{0}^{\star}s_{0}+s_{1}^{\star}s_{1}+\cdots+s_{k’}^{\star}s_{k’}=1$

とか $\mathrm{F}$ }る. さらに, s:たちは多項式 $t_{0}$ , $t_{1},$
$\ldots$ , tk..の終結式であったから, ある $t_{0}^{\star},$ $t_{1}^{\star}\ldots.$ ,

$t_{k’’}^{\star}$ を用いて

$t_{0}^{\star}t_{0}+t_{1}^{\star}t_{1}+\cdots+t_{k’’}^{\star}t_{k’},$ $=1$

と書けることがわかる. この議論を繰り返し適用することによって, ある $p_{0}^{\star},p_{1}^{\star},$
$\ldots$ ,

$p_{n-1}^{\star}$を用いて

$p_{0}^{\star}p_{0}+p_{1}^{\star}p_{1}+\ldots,p_{n-1}^{\star}p_{n-1}=1$

と書けることがわかる. 定理 1.2 の証明終わり口
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