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1. はじめに

離散型分布族の 1 つとして, 一般超幾何分布族が考えられ, これはポアソン分布, 2項分布, 負の

2項分布, 超幾何分布, 負の超幾何分布, 対数級数分布などを含む一般的な分布族であること力\leq 知

られている (Kemp[K68], Dacey[D72], 竹内 [Ta84]). この一般超幾何分布はすべての母数力\leq 大きく

なるとき, 正規分布で近似できることが知られ, さらに Edgeworth型展開による近似式力]$*$ Stirling

の公式を用いて導かれる ([Ta84]). 本論では, 一般超幾何分布の [Ta84] による Edgeworth型近

似式を改良し, 数値的に比較してその精確性を確かめる ([HAOO]). さらに, 一般超幾何分布の下

側確率の近似式を構成し, 数値的に比較する. なお, 関連する結果は [JKK92], $[\mathrm{S}\mathrm{O}94],$ $[\mathrm{M}73]$ ,

[SS81], [H83] 等に見られる.

2. 設定

本節においては [Ta84] と同じ設定で考える. まず, 確率変数 $X$ が確率関数

$px(x):=P \{X=x\}=K\frac{\prod_{j_{-}^{-}1}^{m}c_{j}(x)\prod_{j_{-}^{-}1}^{n}\overline{d}_{j}[x]}{x!\prod_{j=1}^{k}a_{j}(x)\prod_{j=1}^{l}\overline{b}_{j}[x]}\theta^{x}$ (2.1)

をもつ分布を一般超幾何分布 (generalized hypergeometric distribution) と $\mathrm{A}$ゝう. ただし, すゝての

$aj,$ $b_{j},$ $\mathrm{C}j,$
$d_{j}$ を非負値定数, $\theta>0,$ $K$ はある定数とし, $a(x)=\Gamma(a+x)/\Gamma(a),$ $\overline{b}[x]=\Gamma(b)/\Gamma(b-x)$

とする. また, $M:= \min\{b_{1}, \ldots, b_{l}, d_{1}, \ldots, d_{n}\}>0$ とし, $x=0,1,$ $\ldots$ , $M$ とする. このような

分布を, $\mathrm{a}=(a_{1}, \ldots, a_{k}),$ $\mathrm{b}=(b_{1}, \ldots, b_{l}),$ $\mathrm{c}=(c_{1}, \ldots, c_{m}),$ $\mathrm{d}=(d_{1}, \ldots, d_{n})$ とし.

$GHG(k, l, m, n;\mathrm{a}, \mathrm{b}, \mathrm{c}, \mathrm{d})$

と表す. このとき, 非負整数の組 $(k, l, m, n)$ を一般超幾何分布のタイプと $\mathrm{A}\mathrm{a}\mathrm{A}\backslash$ , この分布田 特

殊な場合として次のような分布を含む.
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3. 一般超幾何分布の近似

各 $j$ について, $a_{j},$ $b_{j},$ $cj,$ $d_{j}$ が大きいときの一般超幾何分布の Edgeworth型近似は [Ta84] に
よって与えられているが, 数値的な検討はなされていない. 本節では, [Ta84] と同様にして近似
を導出する際に, その途中で適切に係数を決めることによって [Ta84] の近似式を改良することを
考慮した上で, 数値検討も行う.

3.1 各点確率の近似

まず, 各月こついて $a_{j}$ $=\alpha_{j}N+1,$ $b_{j}=\beta_{j}N+1,$ $c_{j}=\gamma_{j}N+1,$ $d_{j}=\delta_{j}N+1$ とし,
$\alpha j>0,$ $\beta_{j}>0,$ $\gamma_{j}>0,$ $\delta_{j}>0$ とする. ただし, $\alpha_{0}:=0$ とし, $a0:=1$ とする. 次に,
$\theta=\theta_{0}N^{k+l+1-m-n}(\theta_{0}>0)$ として, $Narrow\infty$ のときに (2.1) の近似を考える. ここで, Stirling
の公式

$\log\Gamma(x+1)=\log\sqrt{2\pi}+(x+\frac{1}{2})\log x-x+\frac{1}{12x}+O(\frac{1}{x^{3}})$ (3.1)

を用いる. いま, $px(x)$ をモードの値 $x_{0}$ $=N\mu+O(N)$ を中心にして展開する. このとき, $px(x_{0}$十

$1)/px(x_{0})\approx 1$ より, $\mu$ は

$\frac{\prod_{j=1}^{m}(\gamma_{j}+\mu)\prod_{j=1}^{n}(\delta_{j}-\mu)}{\prod_{j=0}^{k}(\alpha_{j}+\mu)\prod_{j=1}^{l}(\beta_{j}-\mu)}\theta_{0}=1$ (3.2)

を満たさなければならない. そこで, (3.2) の解 $\mu(>0)$ が存在するときに, $\mu$の値を中心にした展開
を考える. ここで, (3.2)の解は必ずしも一意的になるとは限らない. このとき, $z:=(x-N\mu)/\sqrt{N}$

とおくと

$\log p\mathrm{x}(x)=\log K-\sum_{j=0}^{k}\log\Gamma(a_{j}+x)+\sum_{j=1}^{l}\log\Gamma(b_{j}-x)$

$+ \sum\log\Gamma(c_{j}+x)-\sum\log\Gamma(d_{j}-x)+x\log\theta mn$ (3.3)
$j=1$ $j=1$

になる. いま, Stirlingの公式 (3.1) を用いると

$\log\Gamma(a_{j}+x)=\log\sqrt{2\pi}+\{N(\alpha_{j}+\mu)+N^{1/2}z+\frac{1}{2}\}\log(N(\alpha_{j}+\mu)+N^{1/2}z)$

$- \{N(\alpha_{j}+\mu)+N^{1/2}z\}+\frac{1}{12\{N(\alpha_{j}+\mu)+N^{1/2_{Z\}}}}+O(\frac{1}{N^{3}})$

$=N^{1/2} \{\log N+\log(\alpha_{j}+\mu)\}z+\frac{1}{2(\alpha_{j}+\mu)}z^{2}$

$- \frac{1}{6\sqrt{N}}\{\frac{1}{(\alpha_{j}+\mu)^{2}}z^{3}-\frac{3}{(\alpha_{j}+\mu)}z\}$

$+ \frac{1}{12N}\{\frac{1}{(\alpha_{j}+\mu)^{3}}z^{4}-\frac{3}{(\alpha_{j}+\mu)^{2}}z^{2}\}$

$+ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}+o(\frac{1}{N})$ (3.4)
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となる. また, (3.2) より

$\sum_{j=1}^{m}\log(\gamma_{j}+\mu)+\sum_{j=1}^{n}\log(\delta_{j}-\mu)$

- $\sum_{j=0}^{k}\log(\alpha_{j}+\mu)-\sum_{j=1}^{l}\log(\beta_{j}-\mu)+\log\theta_{0}=0$

となるから, (3.4) と同様のものを用いると (3.3) は

$\log p_{X}(x)=\log K-\frac{1}{2\sigma^{2}}z^{2}+\frac{1}{6\sqrt{N}}(A_{2}z^{3}-3A_{1}z)$

$- \frac{1}{24N}(2B_{3}z^{4}-6B_{2}z^{2})+o(\frac{1}{N})$ (3.5)

となる. ただし, z=(エー $N\mu$ ) $/\sqrt{N}$ ,

$A_{i}= \sum_{j=0}^{k}\frac{1}{(\alpha_{j}+\mu)^{i}}+\sum_{j=1}^{l}\frac{1}{(\beta_{j}-\mu)^{i}}-\sum_{j=1}^{m}\frac{1}{(\gamma_{j}+\mu)^{i}}-\sum_{j=1}^{n}\frac{1}{(\delta_{j}-\mu)^{i}}$ $(i=1,2)$ ,

$B_{i}= \sum_{j=0}^{k}\frac{1}{(\alpha_{j}+\mu)^{i}}-\sum_{j=1}^{l}\frac{1}{(\beta_{j}-\mu)^{i}}-\sum_{j=1}^{m}\frac{1}{(\gamma_{j}+\mu)^{i}}+\sum_{j=1}^{n}\frac{1}{(\delta_{j}-\mu)^{i}}$ $(i=1,2,3)$

とし, $B_{1}=1/\sigma^{2}$ とする. このとき, (3.5) において $A:=A_{1}/A_{2},$ $w:=z-(C/\sqrt{N})$ とすると,

$\log px(x)=\log K-\frac{1}{2\sigma^{2}}(w+\frac{C}{\sqrt{N}})^{2}+\frac{A_{2}}{6\sqrt{N}}\{(w+\frac{C}{\sqrt{N}})^{3}$

$-3A(w+ \frac{C}{\sqrt{N}})\}-\frac{1}{24N}(2B_{3}w^{4}-6B_{2}w^{2})+o(\frac{1}{N})$

$=- \frac{1}{2\sigma^{2}}w^{2}+\frac{A_{2}}{6\sqrt{N}}\{w^{3}-3(A+\frac{2C}{A_{2}\sigma^{2}})w\}$

$- \frac{1}{24N}\{2B_{3}w^{4}-6(B_{2}+2A_{2}C)w^{2}+12C(A_{1}+\frac{C}{\sigma^{2}})\}$

$+o( \frac{1}{N})$ (3.6)

となる. ただし, $C= \frac{1}{2}(A_{2}-A_{1})\sigma^{2}$ とする. ここで, 通常の Edgeworth展開を考慮に入れて

$A+ \frac{2C}{A_{2}\sigma^{2}}=1$

となるように $C$ を決めていることに注意. したがって (3.6) より

$px(x)=Ke^{-_{2\vec{\sigma}}^{w^{2}}}[1+ \frac{A_{2}}{6\sqrt{N}}(w^{3}-3w)-\frac{1}{24N}\{2B_{3}w^{4}$

$-6(B_{2}+A_{2}(A_{2}-A_{1})\sigma^{2})w^{2}+3(A_{2}^{2}-A_{1}^{2})\sigma^{2}\}$

$+ \frac{A_{2}^{2}}{72N}(w^{3}-3w)^{2}+o(\frac{1}{N})]$

$=:Kf_{N}(w)$ (3.7)
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と表される. ただし, $w=(x-N\mu-C)/\sqrt{N}$ とする. また, (3.6) の定数 $K$ は

$\sum_{w}\frac{1}{\sqrt{N}}f_{N}(w)=\int_{-\infty}^{\infty}f_{N}(w)dw+o(\frac{1}{N})$ (3.8)

より,

$K= \frac{1}{\sqrt{2\pi N}\sigma}+O(\frac{1}{N\sqrt{N}})$ (3.9)

と表される. したがって (3.6) と (3.9) より

$p \mathrm{x}(x)=\frac{1}{\sqrt{2\pi N}\sigma}e^{-_{2\vec{\sigma}}^{w^{2}}}[1+\frac{A_{2}}{6\sqrt{N}}(w^{3}-3w)-\frac{1}{24N}\{2B_{2}w^{4}$

$-6(B_{2}+A_{2}(A_{2}-A_{1})\sigma^{2})w^{2}+3(A_{2}^{2}-A_{1}^{2})\sigma^{2}\}$

$+ \frac{A_{2}^{2}}{72N}(w^{3}-3w)^{2}+o(\frac{1}{N})]$ (3.10)

となる. 一方, (3.5) から直接

$px(x)= \frac{1}{\sqrt{2\pi N}\sigma}e^{-_{2\vec{\sigma}}^{z^{2}}}[1+\frac{1}{6\sqrt{N}}(A_{2}z^{3}-3A_{1}z)-\frac{1}{24N}(2B_{3}z^{4}-6B_{2}z^{2})$

$+ \frac{1}{72N}(A_{2}z^{3}-3A_{1}z)^{2}+o(\frac{1}{N})]$ (3.11)

と表すこともできる ([T侶 4]).

32 片側確率の近似

前節において, 一般超幾何分布の確率関数が (3.10) 上り

$px(x)= \frac{1}{\sqrt{2\pi N}\sigma}f_{N}(w)$

と表せることから, その下側確率 $P\{X\leq x\}$ の近似を [Ta84] と同様にして考えることもできる.

そのため, $W=(X-N\mu-C)/\sqrt{N}$ の分布のキュムラントを求める. したがって, $Hj$ を $j$ 次の

エルミート多項式とすると

$\int e^{itwj\frac{w}{2\sigma}}w\frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma}e^{-_{7}^{2}}dw=(i\sigma)^{j}H_{j}(\sigma t)e^{-\frac{\sigma^{2}t^{2}}{2}}$

となる. いま $\overline{H}_{j}(t)$ $:=(i\sigma)^{j}H_{j}(\sigma t)$ とおくと, $W$ の分布の特性関数は

$\phi_{N}(t)=E(e^{itW})=\int\frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma}e^{itw}f_{N}(w)dw$

$=e^{-\frac{\sigma^{2}t^{2}}{2}} \{1+\frac{A_{2}}{6\sqrt{N}}(\overline{H}_{3}(t)-3\overline{H}_{1}(t))-\frac{1}{24N}\{2B_{3}\overline{H}_{4}(t)-6(B_{2}+\sigma^{2}A_{2}(A_{2}-A_{1}))\overline{H}_{2}(t)$

$-3 \sigma^{2}(A_{2}^{2}-A_{1}^{2})\}+\frac{A_{2}^{2}}{72N}(\overline{H}_{6}(t)-6\overline{H}_{4}(t)+9\overline{H}_{2}(t))\}+O(\frac{1}{N\sqrt{N}})$
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と展開することができる. これより $W$ の分布のキュムラント母関数は

$\log\phi_{N}(t)=-\frac{\sigma^{2}t^{2}}{2}+\frac{A_{2}}{6\sqrt{N}}(-3(t)-3\overline{H}_{1}(t))-\frac{1}{24N}\{2B_{3}\overline{H}_{4}(t)-6(B_{2}+\sigma^{2}A_{2}(A_{2}-A_{1}))\overline{H}_{2}(t)$

$-3 \sigma^{2}(A_{2}^{2}-A_{1}^{2})\}+\frac{A_{2}^{2}}{72N}(\overline{H}_{6}(t)-6\overline{H}_{4}(t)+9\overline{H}_{2}(t))+O(\frac{1}{N\sqrt{N}})$

$=- \frac{\sigma^{2}t^{2}}{2}+\frac{A_{2}}{2\sqrt{N}}3(\sigma^{4}-\sigma^{2})(it)-\frac{1}{4N}[2B_{3}\sigma^{6}-(B_{2}+\sigma^{2}A_{2}(A_{2}-A_{1}))\sigma^{4}-A_{2}^{2}(2\sigma^{8}-\sigma^{6})](it)^{2}$

$+ \frac{A_{2}}{6\sqrt{N}}\sigma^{6}(it)^{3}-\frac{1}{24N}(2B_{3}\sigma^{8}-3A_{2}^{2}\sigma^{10})(it)^{4}+O(\frac{1}{N\sqrt{N}})$ (3.12)

となる. したがって (3.12) より $W$ のキュムラントはそれぞれ

$\kappa_{1}(W)=E[W]=\frac{A_{2}}{2\sqrt{N}}(\sigma^{4}-\sigma^{2})+O(\frac{1}{N\sqrt{N}})$

$\kappa_{2}(W)=\sigma^{2}-\frac{1}{2N}(2B_{3}\sigma^{6}-B_{2}\sigma^{4})+\frac{1}{2N}(2A_{2}^{2}\sigma^{8}-A_{1}A_{2}\sigma^{6})+O(\frac{1}{N\sqrt{N}})$

$\kappa_{3}(W)=\frac{A_{2}}{\sqrt{N}}\sigma^{6}+O(\frac{1}{N\sqrt{N}})$

$\kappa_{4}(W)=-\frac{2B_{3}}{N}\sigma^{8}+\frac{3A_{2}^{2}}{N}\sigma^{10}+O(\frac{1}{N\sqrt{N}})$

となる. ただし, 5 次以上のキュムラントはすべて $N^{-1}$ より小さい order となる.

そこで, $P\{X\leq x\}$ を計算するために

$u= \frac{x-N\mu-C-(A_{2}(\sigma^{4}-\sigma^{2})-1)/2}{\sqrt{N}\sigma}$

とおく. ただし, 分子は $W$ の平均の項と, 連続補正を考慮したものとする. このとき離散修正を

施した Edgeworth展開は

$P \{X\leq x\}=\sum_{t=0}^{x}px(t)$

$= \Phi(u)-\phi(u)\{\frac{\kappa_{3}}{6\sigma^{3}}H_{2}(u)+\frac{\kappa_{4}}{24\sigma^{4}}H_{3}(u)+\frac{\kappa_{3}^{2}}{72\sigma^{6}}H_{5}(u)-\frac{1}{24N\sigma^{2}}H_{1}(u)+O(\frac{1}{N\sqrt{N}})\}$

$= \Phi(u)-\phi(u)\{\frac{A_{2}\sigma^{3}}{6\sqrt{N}}H_{2}(u)-\frac{1}{24N}(2B_{3}\sigma^{4}-3A_{2}^{2}\sigma^{6})H_{3}(u)+\frac{A_{2}^{2}\sigma^{6}}{72N}H_{5}(u)-\frac{1}{24N\sigma^{2}}H_{1}(u)$

$- \frac{1}{4N}\{2B_{3}\sigma^{4}-B_{2}\sigma^{2}+A_{1}A_{2}\sigma^{4}+2A_{2}^{2}(\sigma^{6}-\sigma^{4})\}+O(\frac{1}{N\sqrt{N}})\}$ (3.13)

と表される. ただし, $\Phi(\cdot)$ , $\phi(\cdot)$ はそれぞれ標準正規分布 $N(0,1)$ の c.d.f., p.d工とする. また, こ

れより $P\{X\leq x\}=\Phi(u’)$ とおくと

$u’=u- \frac{A_{2}\sigma^{3}}{6\sqrt{N}}H_{2}(u)+\frac{A_{2}^{2}\sigma^{6}}{72N}(H_{2}^{2}(u)-H_{5}(u))+\frac{1}{24N}(2B_{3}\sigma^{4}-3A_{2}^{2}\sigma^{6})H_{3}(u)$

$+ \frac{1}{24N\sigma^{2}}H_{1}(u)+\frac{1}{4N}\{2B_{3}\sigma^{4}-B_{2}\sigma^{2}+A_{1}A_{2}\sigma^{4}+2A_{2}^{2}(\sigma^{6}-\sigma^{4})\}+O(\frac{1}{N\sqrt{N}})$

と表すこともできる.
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4. 数値的比較検討

前節の 2 つの Edgeworth 型近似式 (3.10), (3.11) と下側確率の近似式 (3.13) を具体的な分布に
おいて数値的に比較検討する.

例 1(ポアソン分布の堝合). ポアソン分布 $Po(\lambda)$ は, タイプ (0, 0, 0, 0), の一般超幾何分布であ
り, その確率関数は

$px(x)= \frac{\lambda^{x}e^{-\lambda}}{x!}$ $(x=0,1,2, \ldots ; \lambda>0)$

である. このとき, $\theta=\lambda,$ $\theta_{0}=\lambda/N$ とおくと, (3.2) の解として $\mu=N/\lambda$ が一意的に定まる. こ

れを用いて $px(x)$ の真値とその近似 (3.10), (3.11) と Edgeworth近似, さらに下側確率の真値と
その近似 (3.13) と各点確率の近似式 (3.10) の和をとったものと Edgeworth近似を数値的に比較を
行った (表 4.1.1, 4.1.2 参照). その結果, 各点確率については近似式 (3.10) は (3.11) と Edgeworth
近似より精確であることが分かる. また, 下側確率についても近似式 (3.13) の精確さを読みとる
ことができる.

表 411 ポアソン分布 $Po(\lambda)$ の真値と近似式との相対誤差

78



$g4.1.2\mathrm{J}^{\frac{\circ}{\backslash }}\mathit{1}7\backslash J\sqrt[\backslash ]{}^{/}\Lambda^{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}P_{O}(10)\mathrm{o}^{-}\mathrm{F}(\mathrm{f}\mathrm{l}^{1}1\Phi^{\sigma\neq}’\not\simeq^{-}P\{X\leq x\}\sigma)\ovalbox{\tt\small REJECT}\{\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{g}_{\grave{1}}E|\nu\lrcorner^{\backslash }\mathrm{R}k\sigma)\ovalbox{\tt\small REJECT}*_{\backslash }\mathrm{f}^{\simeq}\overline{k}^{\mathrm{p}}\not\equiv$

例 2(2項分布の場合). 2項分布分布 $B(n,p)$ は, タイプ (0, 0, 0, 1) の一般超幾何分布であり, そ

の確率関数は

$px(x)=(\begin{array}{l}nx\end{array})p^{x}q^{n-x}$ $(x=0,1, \ldots, n;0<p<1, q=1-p)$

である. このとき, $d=n+1,$ $\theta=\theta_{0}=p/q$ とおくと

$p \mathrm{x}(x)=K\frac{\overline{d}[x]}{x!}\theta^{x}$

と表される. ただし, $K$ はある定数とする. いま (3.2) において, $\delta=n/N$ とおくと

$\frac{\delta-\mu}{\mu}\cdot\frac{p}{q}=1$

となり, この解として $\mu=\delta p$ が一意的に定まる. これを用いて $px(x)$ の真値とその近似 (3.10),

(3.11) と Edgeworth 近似, さらに下側確率の真値とその近似 (3.13) と各点確率の近似式 (3.10) の

和をとったものと Edgeworth近似を数値的に比較を行った (表 421, 422 参照). その結果, 各

点確率については近似式 (3.10) は (3.11) と Edgeworth近似より精確であることが分かる. また,

下側確率についても近似式 (3.13) の精確さを読みとることができる.
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$\not\equiv 4.2.1$ 2 $\mathrm{a}\mathrm{e}/\mathrm{A}\pi B(20,0.5)\emptyset\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}\mathrm{i}\Xi k^{\backslash }\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}|\mu\lrcorner^{\backslash }\mathrm{R}\ a)\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}*_{\backslash }\}\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\equiv$

表 4222項分布 $B(20,0.5)$ の下側確率 $P\{X\leq x\}$ の真値と近似式との相対誤差
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例 3(負の 2 項分布の場合). 負の 2 項分布 $NB(n, p)$ は, タイプ (0, 0, 1, 0) の一般超幾何分布で

あり, その確率関数は

$p_{X}(x)=(\begin{array}{ll}x+n -1x \end{array})p^{x}q^{n-x}$ $(x=0,1, \ldots, n;0<p<1, q=1-p)$

である. このとき, $c=n,$ $\theta=\theta_{0}=q$ とすると

$p_{X}(x)=K \frac{c(x)}{x!}\theta^{x}$

と表される. ただし, $K$ はある定数とする. いま, $\gamma=(n-1)/N$ とおくと, (3.2) の解として

$\mu=\gamma q/p$が一意的に定まる. これを用いて $px(x)$ の真値とその近似 (3.10), (3.11) と Edgeworth

近似, さらに下側確率の真値とその近似 (3.13) と各点確率の近似式 (3.10) の和をとったものと

Edgeworth近似を数値的に比較を行った (表 431, 432 参照). その結果, 各点確率については近

似式 (3.10) は (3.11) と Edgeworth近似より精確であることが分かる. また, 下側確率についても

近似式 (3.13) の精確さを読みとることができる.

表 43.1 負の 2項分布 $NB(40,0.75)$ の真値と近似式との相対誤差
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\yen 4.3.2 $\mathrm{g}\sigma$) $2\Phi 9\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}NB(40,0.75)\sigma)^{-}\mathrm{F}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}^{1}1\Phi\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT} P\{X\leq x\}\emptyset\ovalbox{\tt\small REJECT}(\mathrm{i}\Xi k_{\mathrm{J}}\backslash \mathrm{E}\{1\lrcorner^{\backslash }Xk\sigma)\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}*_{\backslash }:\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\equiv$

例 4(超幾何分布の堝合). 超幾何分布 $H(M, n, L)$ は, タイプ (1, 0, 0, 2), $\theta=1$ の一般超幾何分

布であり, その確率関数は

$px(x)=(\begin{array}{l}Mx\end{array})(\begin{array}{l}L-Mn-x\end{array})/(\begin{array}{l}Ln\end{array})$ $(x=0,1, \ldots, \min(n, M))$

である. このとき, $a=L-M-n+1,$ $d_{1}=M+1,$ $d_{2}=n+1$ とすると

$px(x)=K \frac{\prod_{j=1}^{2}\overline{d}_{j}[x]}{x!a(x)}$ .

と表される. ただし, $K$ はある定数とする. いま, $\alpha=(L-M-n)/N,$ $\delta_{1}=M/N,$ $\delta_{2}=n/N$

とおくと, (3.2) は

$\frac{(\delta_{1}-\mu)(\delta_{2}-\mu)}{\mu(\alpha+\mu)}=1$,

となり, この解として $\mu=\delta_{1}\delta_{2}/(\alpha+\delta_{1}+\delta_{2})$ が一意的に定まる. これを用いて $px(x)$ の真値とそ

の近似 (3.10), (3.11) と Edgeworth近似, さらに下側確率の真値とその近似 (3.13) と各点確率の

近似式 (3.10) の和をとったものと Edgeworth近似を数値的に比較を行った (表 4.4.1, 4.4.2 参照).
その結果, 各点確率については近似式 (3.10) は (3.11) と Edgeworth近似より精確であることが分
かる. また, 下側確率についても近似式 (3.13) の精確さを読みとることができる.

82



$\ovalbox{\tt\small REJECT} 4.4.1\mathrm{E}^{\mathrm{g}}\ovalbox{\tt\small REJECT} l^{\mathrm{p}}7_{J\mathrm{J}}^{/\backslash }\pi H(50,25,20)\sigma\supset\ovalbox{\tt\small REJECT}(\mathrm{E}k_{\grave{1}}E\mathrm{f}\nu\lrcorner^{\backslash }Xk\emptyset\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{n}_{\backslash }\overline{\overline{-}}k^{\mathbb{E}l}\not\equiv$

表 442 超幾何分布 $H(40,20,15)$ の下側確率 $P\{X\leq x\}$ の真値と近似式との相対誤差
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例 5(負の超幾何分布の場合). 負の超幾何分布 $NH(n, \Lambda I, L)$ は, タイプ (0, 1, 1, 1), $\theta=1$ の一

般超幾何分布であり, その確率関数は

$p_{X}(x)= \frac{\Lambda f!(L-M)!(n+x-1)!(L-n-x)!}{L!(n-1)!x!(M-n)!(L-\Lambda I-x)!}$

$(x=0,1, \ldots, \min(L-n, L-M))$

である. このとき, $b=L-n+1,$ $c=n,$ $d=L-M+1$ とすると

$px(x)=K \frac{c(x)\overline{d}[x]}{x!\overline{b}[x]}$

と表される. ただし, $K$ はある定数とする. いま, $\beta=(L-n)/N,$ $\gamma=(n-1)/N,$ $\delta=(L-M)/N$

とおくと, (3.2) は

$\frac{(\gamma+\mu)(\delta-\mu)}{\mu(\beta-\mu)}=1$

となり, この解として $\mu=\gamma\delta/(\beta+\gamma-\delta)$ が一意的に定まる. これを用いて $px(x)$ の真値とその
近似 (3.10), (3.11) と Edgeworth近似, さらに下側確率の真値とその近似 (3.13) と各点確率の近似
式 (3.10) の和をとったものと Edgeworth 近似を数値的に比較を行った (表 451, 452 参照). そ
の結果, 各点確率については近似式 (3.10) は (3.11) と Edgeworth近似より精確であることが分か
る. また, 下側確率についても近似式 (3.13) の精確さを読みとることができる.
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$\ovalbox{\tt\small REJECT} 4.5.1\mathrm{g}\sigma)\not\in\not\in\ (\overline{\mathrm{P}}\mathrm{J}_{J}^{/}\not\simeq\pi NH(40,20,10)\sigma)\ovalbox{\tt\small REJECT}\{\mathrm{F}\mathrm{g}\grave{1}E\mathrm{f}\nu\lrcorner^{\backslash }Xk\sigma)\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{X}\backslash \mathrm{f}^{\overline{\simeq}}\delta\not\equiv$

表 452 負の超幾何分布 $NH(40,20,10)$ の下側確率 $P\{X\leq x\}$ の真値と近似式との相対誤差
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例 6(一般超幾何分布の場合). 一般超幾何分布で, (i) タイプ (1, 0, 0, 2), $\theta\ovalbox{\tt\small REJECT} 15,2$ と (ii) タイ
プ (0, 1, 1, 1) $\theta\ovalbox{\tt\small REJECT} 2$ の場合について考える. まず (i) の場合, 確率関数は

$px(x)=K \frac{\prod_{j=1}^{2}\overline{d}_{j}[x]}{x!a(x)}\theta^{x}$ $(x=0,1, \ldots, \min\{d_{1}, d_{2}\})$ ,

と表される. ただし, $K$ はある定数とする. また, (3.2) より方程式

$\frac{(\delta_{1}-\mu)(\delta_{2}-\mu)}{\mu(\alpha-\mu)}\theta_{0}=1$

の $\mu$ の解が存在する. また, (ii) においても同様に $\mu$ を求めることができる. これを用いて $px(x)$

の真値とその近似 (3.10), (3.11) と Edgeworth近似, さらに下側確率の真値とその近似 (3.13) と

各点確率の近似式 (3.10) の和をとったものと Edgeworth近似を数値的に比較を行った (表 461\sim

466 参照). その結果, 各点確率については近似式 (3.10) は (3.11) と Edgeworth近似より精確で
あることが分かる. また, 下側確率についても近似式 (3.13) の精確さを読みとることができる.

表 461 タイプ (1, 0, 0, 2), $\theta=1.5$ の一般超幾何分布 $(a, b, c, d_{1}, d_{2})=(11,0,0,31,21)$

の真値と近似式との相対誤差
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表 462 タイプ (1, 0, 0, 2), $\theta\ovalbox{\tt\small REJECT} 15$ の一般超幾何分布 $(a, b\ovalbox{\tt\small REJECT}, d,, d_{2})\ovalbox{\tt\small REJECT}(\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $0,0,31,2\mathfrak{y}\not\subset$

下側確率 $P\{X\ovalbox{\tt\small REJECT} x\}$ の真値と近似式との相対誤差

表 463 タイプ (1, 0, 0, 2), $\theta=2$ の一般超幾何分布 $(a, b, c, d_{1}, d_{2})=(11,0,0,31,21)$

の真値と近似式との相対誤差
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表 464 タイプ (1, 0, 0, 2), $\theta\ovalbox{\tt\small REJECT} 2$ の一般超幾何分布 $(a, b\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}, d_{2})\ovalbox{\tt\small REJECT}(\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $0,0,31,2\mathfrak{y}$ の

下側確率 $P\{X\ovalbox{\tt\small REJECT} x\}$ の真値と近似式との相対誤差

表 465 タイプ (0, 1, 1, 1), $\theta=2$ の一般超幾何分布 $(a, b, c, d)=(0,47,9,21)$
の真値と近似式との相対誤差
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表 466 タイプ (0, 1, 1, 1), $\theta=2$ の一般超幾何分布 $(a, b, c, d)=(0,47,9,21)$ の

下側確率 $P\{X\leq x\}$ の真値と近似式との相対誤差

上記より, ここで求めた近似式 (3.10) が, [Ta84] での近似式 (3.11) と Edgeworth展開より比較
的精確な結果を与えていることから, (3.11) を改良しているといえるであろう.

参考文献

[D72] Dacey, M. F. (1972). Afamily of discrete probability distributions defined by the gener-
alized hypergeometric series. $Sankhy\overline{a}\mathrm{B}34$,234-250

[HAOO] Hida, E. and Akahira, M. (2000). An approximahon to the generalized hypergeometric
distribution. Submitted for publication.

[JKK92] Johnson, N. L., Kotz, S. and Kemp, A. W. (1992). $Univar\dot{\eta}ate$ Discrete Distributions
(2nd ed.). Wiley, New York.

[K68] Kemp, A. W. (1968). Awide class of discrete distributions and the associated differential
equations. Sankh $\overline{w}$ A 30, 401-410.

[M73] Molenaar, W. (1973). Apprvximations to the Poisson, Binomial and Hyper-Geometric
Distribution Functions. Mathematical Centre, Amsterdam.

[SO94] Stuart, A. and Ord, J. K. (1994). Kendall’s Advanced Theory of Statistics Volume 1:
Distribution Iheory (6th ed.). Edward Arnold, London.

[SS81] Sibuya, M. and Shimizu, R. (1981). The generalized hypergeometric distributions. Ann.
Inst. Statist. Math., 33 $\mathrm{A}$ , 177-190.

[Ta84] 竹内啓 (1984). 一般超幾何分布. 応用統計学 13, 83-101.
[b83]Tripathi, R. C. (1983). Kemp families of distributions. Encyclopedia of Statistical Sci-

ences Vol. 4.

89


