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互いに反対方向に一定速度で運動する 2 っの平行平板間の流れは, 十
分に大きな振幅の撹乱を注入すると, ある臨界値以上のレイノルズ数に
おいて乱流に遷移する. この流れは平面クエット乱流とよばれるもので
ある. この流れに見られる流体の運動はカオス的で, 二度と同じ運動が
繰り返されることはない. 一方, 乱流中には, 縦渦やストリークといっ
た秩序構造を維持する再生サイクルが存在することが知られてぃる. だ
が, この再生サイクルの理論的記述は確立されてぃない. ここでは, ナ

ビエ・ストークス方程式を反復的に解くことにょって, 平面クエット乱
流中に埋め込まれた周期運動が存在することを示す. この周期運動は,
秩序構造の生或・消滅といった非線形力学過程の繰り返しからなる全サ
イクルを再現する. 今回得た周期解は不安定であるため, 実際に周期運
動が現れることはないが, 乱流状態にある系はこの周期解の近くでほと
んどの時間を費やす. その結果, 平面クエット乱流の平均速度分布や乱
流強度分布は, それらに対応する周期運動の時間平均と非常にょく一致
する.

1. はじめに

1883 年の Reynolds による記念すべき実験にょって流れの乱流への遷移が明ら
かにされて以来, 乱流の解明と制御に向けて多大な努力がなされてきた. しか
し, 大自由度強非線形系の時空間構造を簡潔に特徴づけることは困難であり, し

たがって乱流の構造や動力学についての十分な理解は依然として得られてぃな
い. 発達した乱流は時空間におけるその複雑でカオス的な振舞いにょって特徴づ
けられるが, 他方で乱流中に存在する際立った秩序が実験および数値シミュレー
ションにより観測されている (Cantwell 1981; Robinson 1991). 少なくとも定性的
には, 秩序構造が物質, 運動量, エネルギーの輸送 (Kim et al. 1971) や乱流活動
の維持 (Panton 1997) , そして乱流の間欠性 (She, Jackson&Orszag 1990) などに
重要な役割を果たすことは広く知られている. 秩序構造は乱流それ自身よりも
単純な振舞いを示すので, 乱流における秩序構造の存在が乱流を理解する上で
の大きな助けになるものと期待される.
有界領域における粘性流体の乱流運動では, 粘性にょり小スヶ $-\mathrm{K}\mathrm{s}$ の運動
がならされて弱められるため, 運動の活発なモード数は常に有限に保たれる
(Kolmogorov 1941). $\text{し}$ たがって, 乱流を有限自由度の 7]学系とみなすことができ
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よう. 力学系理論の言葉でいえば, 乱流中の秩序構造は低次元多様体と解釈さ
れ, 力学系は秩序構造に対応する多様体の近くで長時間を費やすものと考えら
れる (Jim\’enez 1987). 一方, 低自由度カオスカ学系では, カオスアトラクター (こ

埋め込まれた無数の周期軌道が存在することがよく知られている (Eckmann&

Ruelle 1985) が, 最近, この無数の周期軌道によってアトラクターの構造や動力学
をうまく特徴づ $\iota\mathrm{e}$ られることが示されている (Auerbach $el$ at. 1987; Christiansen,

Cvitanovic’&Putkaradze 1997). 以上のことから, 位相空間でのでき得る最も簡 i紫

な秩序構造の記述は, 乱流アトラクターに埋め込まれた周期サドノレ軌道によっ
て与えられるものと考えられる. しかしながら, 乱流に代表される大自由度力

学系において不安定周期軌道を求めることは, 低自由度カオスカ学系に比べて
きわめて困難であるといわざるを得ない.

Jime’nez&Moin (1991) lよ , 平面ポアズイユ乱流の直接数値シミュレーション (こ

おいて, 流れ方向とスパン方向の周期箱寸法を乱流が持続する限界にまで最小
化し, 乱流活動を保持しつつ流れの自由度を低減することに或功した. この種
の流れは, 現在「 $\backslash \sim\wedge$

.ニマル乱流」とよばれている. Hamilton, Kim&Waleffe (1995)

は, ミニマル平面クエット乱流のレイノルズ数を下げることによって, さら (こ乱

流の自由度を低減し, 定性的にではあるが, 縦渦やストリークと $\mathrm{A}\mathrm{a}$つた秩序構造

の再起的な生或・消滅を観測した.

2. 計算方法と計算条件

もし乱流アトラクターに埋め込まれた不安定周期軌道が存在するものとすれ
ば, 上述した低自由度のミニマル乱流に対しては比較的容易に周期解が求めら
れるものと期待される. そこで, Hamilton, Kim&Waleffe (1995) と同一のミニマ

ル平面クエット乱流の直接数値シミュレーションを行った. シミュレーションでは,

非圧縮ナビエ・ストークス方程式をスペクトル法により数値的に解 $\mathrm{A}\mathrm{a}.\sim$ . 流れ
(x) 方向とスパン (z) 方向にはフーリエ展開を用い, 壁垂直 (y) 方向にはチェ

ビシエフ多項式展開を用いた. 数値計算は 8,448 点 ( $x,$ $y,$ $z$ 方向に $16\cross 33\cross 16$ )

の格子点上で行い, レイノルズ数 $Re=Uh/\nu$ を 400 に設定した. ここに, $U$ は

2 平板の速度差の半分であり, 眉よ 2 平板間の距離の半分を表す. $\nu$ は流体の動

粘性係数である. 流れ方向とスパン方向の周期箱寸法は, それぞれ $L_{x}=5.513h$ ,

Lz=3.770眉こ設定した. 格子分解能は, 乱流運動の活発な最小スケーノレを捉え
るに十分小さくとる. エネルギーは, 運動する 2 平板壁面上の摩擦力を通じて

系に注入され, 全流れ場にわたって小規模運動によって粘性散逸により消費され
る. エネルギーの単位時間あたりの注入率 $I$ と散逸率 $D$ は, 複雑に時間変動す

るが, 乱流が統計的に定常であるため, それらの時間平均は一定に保たれる. こ

の注入率と散逸率の時間平均は, 対応する層流状態の値に比べてかなり大き $\mathrm{A}\mathrm{a}$

(図 1 参照).
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図 1. 乱流軌道および周期軌道の 2 次元部分空間への射影. 横軸と縦軸
は, 層流状態の対応する値で正規化された総エネルギー注入率 $I$ と散
逸率 $D$ をそれぞれ表す. 細い灰色の線は乱流軌道を表し, 軌道上には
$2h/U$ の時間間隔で黒丸が付してある. 閉じた太い灰色の線は周期軌道
を表す. 破線上ではエネルギー注入率と散逸率が等しい.

3. 計算結果

ここでの数値計算における従属変数は , 流れ方向とスパン方向の (平板に平
行な面での) 平均速度に対するそれぞれ 31 個のチェビシエフ係数, 壁垂直方向
速度に対する 7,424 $(=16\cross 29\cross 16)$ 個のフーリエ・チェビシェフ・フーリエ係数,
そして壁垂直方向渦度に対する 7,936 $(=16\cross 31\cross 16)$ 個のフーリエ・チェビシェ
フ・フーリエ係数である. したがって, ここで考える 7]学系の自由度の数 $N$ は
15,422 となる. 流れ場の瞬時の状態および時間発展は , 従属変数にょって張られ
る $N$ 次元位相空間における点およびその軌跡としてそれぞれ表される. もちろ
ん, 紙面上に全位相空間を示すことは不可能であるが, その 2 次元部分空間を
表すことは可能である. 図 1 の細い灰色の曲線は, 時間 10, $\mathrm{o}\mathrm{O}\mathrm{O}h/U$ にゎたる乱流
軌道の 2 次元部分空間への射影である. 部分空間は総エネルギー注入率 $I$ と散
逸率 $D$ によって張られており, $I$ および $D$ は対応する層流状態の値にょって正規
化されている. 軌道はほとんどいっも時計回りに回転する. 破線上ではエネル
ギー注入と散逸とが等しい. もし系がこの線より上 (あるいは下) に位置する
と, 総運動エネルギーは減少 (あるいは増加) する. 軌道の変動は有限領域に限
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図 2. 2 次元射影面における乱流軌道の周期軌道への接近例. 細い灰色
の線は図 1 の乱流軌道の一部を切り出したもので, 閉じた太い黒色の線
は周期軌道を表す. 周期軌道上の灰色の丸は図 3 の 9 つパネルの位相を

示す.

定されているが, 周期的とはほど遠い. むしろ, 総運動エネルギーの周波数ス

ペクトルは連続的であり (図省略) , このことからも系の振舞いはカオス的であ
るといえる.

単 #’‘屯な力学系 (Auerbach $el$ at. 1987; Christiansen, Cvitanovic’&Putkaradze 1997)

では奇妙なアトラクターに埋め込まれた周期軌道の存在が報告されていること,
および, ここで考えている系では秩序構造の再起的な生或・消滅が観測されて
いる (Hamilton, Kim&Waleffe 1995) ことを考慮し, われわれは, ミニマル平面ク

エット乱流に隠された周期軌道を探索することにした. 本研究では, $N$ 次元位相

空間における面 ${\rm Im}(\overline{\omega}_{y0,0,1})=-0.1875U/h$ を連続して通過する 2 点間のユークリツ
ド的距離を反復法により最小化することで周期軌道を求めた. ここに, ${\rm Im}(\overline{\omega}_{y0,0,1})$

は, 流れ方向波数がゼロ, チェビシエフ多項式の次数がゼロ, スパン方向波数が
$2\pi/L_{z}$ に対応する壁垂直方向渦度のフーリエ・チェビシエフ・フーリエ係数の虚数
部を表す. 反復計算の初期値としては, 位相空間で乱流軌道がおおよそ周期的
に運動する状態を選んだ. 反復計算は, 位相空間において, 上述の連続した通

過点間の距離が通過点と原点間の距離の 1% 以下になるまで行った. 図 1 に示す
閉じた太い灰色の線は, 以上のようにして求めた周期軌道を表す. 周期軌道の
時間周期は 64$.7h/U$ である. 乱流軌道上に一定時間間隔で付した黒丸が周期軌
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図 3. 時間周期流の時間発展. 基本周期箱 $(L_{x}\cross 2h\cross L_{z})$ における流れ
の構造の一時間周期にわたる可視化. 9 つのパネル a から $\mathrm{i}$ の時間間隔
は 1/9 周期 $(7.2h/U)$ であり, それらの位相を図 2 の灰色の丸で示す. こ

こに, パネル a は図 2 の一番下の丸に対応する. 上側 (あるいは下側)

の壁面は速度 $U$ (あるいは一 $U$ ) で紙面奥向き (あるいは手前向き) に運
動する. 渦構造を圧カラプラシアンの等値面� 2p $=0.15\rho U^{2}/h^{2}$ によって

表す. ここに, $\rho$ は流体の密度である. $\nabla^{2}p$ の等値面上での流れ (x) 方
向渦度を白黒濃淡で示す. 白が正 (時計回り), 黒が負 (反時計回り) を

表す. 横断方向の流速ベクトルと流れ方向速度の等値線を $x=$ 一定の面
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道の付近に密集していることから, 乱流状態 (こある系 (よ力. なり長 #寺間 (こわたっ

て周期軌道付近に滞在することがわかる.
図 2 に, 乱流軌道の周期軌道への接近の例として, 図 1 の舌 14流軌道の一音$\beta$分を

切り出して周期軌道とともに示す. 細 $1_{\sqrt}\mathrm{a}$灰色の線 (よ舌 14流軌道を表し, 閉じた太

い黒色の線は周期軌道を表す. この図から, 乱流軌道 (よ過渡 $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{f_{\backslash }}\mathrm{J}$ (こ周期軌道 (こ接

近 $1_{\vee}$ , 周期軌道をたどるように振舞うことがわ力. る. この舌 14流軌道の周期軌道

への $\mathrm{t}\not\equiv$近を $(I, D)$ 面とは異なる射影面にお $\mathrm{A}\mathrm{a}$ ても確認した. し力 $\mathrm{a}$ しな力 $\grave{\grave{\mathrm{a}}}$ ら, $\prod \mathrm{D}\pm$ 期

軌道への接近は不完全であり, 乱流軌道 (よ時折大きく周期軌道付近力 $\mathrm{a}$ ら離脱す

る. したがって, 今回求めた周期軌道はサドノレ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash \mathfrak{h}^{r}[\not\subset$質をもつものと考えられる.

この間欠的な離脱はよく知られた’くースト ( $\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{m},$ Kline, &Reynolds 1971; Itano&

Toh 2001) に対応するものと考えられ, 小スケーノレの運動を励起して顕著なエネ
ルギー散逸をもたらす. 今回の周期解の発見 (よ , (著者らの矢$\mathrm{O}$ る限り (こお $\mathrm{A}\mathrm{a}$ で) 舌

流に埋め込まれた周期運動が実際に存在することを初めて直接 $\ovalbox{\tt\small REJECT}’\backslash \mathrm{J}$ (こ明示したも

のである.

図 3 の a から $\mathrm{i}$ は, 図 2 に灰色の丸で示し.た 9 つの位相 (こお $\mathrm{A}\mathrm{a}$ て�寺間周期流の

空間構造を示したものである. 図 3a の位相は, 量 $\prime \mathrm{J}\backslash$ の注入と散逸 (こ位置する

灰色の丸に対応している. 代表的な壁付近の秩序構造 (Stretch 1990; Joeng et al.

1997) は, 圧カラプラシアンの白色 (ある $1_{\sqrt}\mathrm{a}$ (よ黒色) の等値面で可視 fヒされた H寺

計回り (あるいは反時計回り) の流れ (x) 方向 i尚 (横断方向の流速ベクトノレも

参照) , および $(y, z)$ 面での流れ方向速度の盛り上力
$\grave{\grave{\mathrm{a}}}$った等値線 (こより表された

低速ストリークである. 時間周期流の動力学 (よ , 次の 3 つの事象の再起 $\#\mathfrak{h}\backslash$循環

によって特徴づけられる.

(i) 図 3a から $\mathrm{d}$ . 減衰する縦渦が誘導する横断流 (こよって流れ方向運動量力 $\grave{\grave{\mathrm{a}}}$輸

送されることで, 低速ストリークが生或され, 或長する.

(ii) 図 3 $\mathrm{e}$ から $\mathrm{g}$ . ストリークが流れ方向に沿って ‘(‘弯曲し, $\nearrow_{\backslash }J\backslash ^{\mathrm{O}}\sqrt$ (z) 方向 (こ傾

き, その結果縦渦が再生或される.
(iii) 図 3 $\mathrm{h},$

$\mathrm{i}$ . ストリークが消滅し, 縦渦が激しく或長する.

このサイクルは, これまでに報告されて $\mathrm{A}\mathrm{a}$ る平面クエット舌 $1_{l}$流中の秩序構造

の再生サイクル (Hamilton, Kim&Waleffe 1995; Waleffe1997) と完全 Gこ一致する.

以上のことから, 乱流状態にある系が周期サドノレ軌道 (こ接近すると, 広く観損リ

されている秩序構造が乱流中に現れ, 今回求めた周期解 Gこより全サイクノレ Gこわ

たって表現される再起的な振舞いを示すことがわ力 $\mathrm{a}$ る.

図 4 $\mathrm{a},$

$\mathrm{b}$ は, 時間周期流 (記号 ) と乱流 (線) (こ対する速度の平均と RMS

(root-mean-squarc) の壁垂直方向分布を $1\mathrm{b}$較したものである. ここ (こ , 平均およ

び RMS 速度は $U$ により規格化されて $|_{\sqrt}\mathrm{a}$ る. 図力 $\mathrm{a}$ ら, 時間周期流 (こ \lambda {する流れ方

向の平均速度分布が乱流のそれときわめてよく一致して $\mathrm{A}\mathrm{a}$ ること力 $\grave{\grave{\mathrm{a}}}$ わ力 $\mathrm{a}$ る. さら
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に, 周期流に対する, 流れ方向, 壁垂直方向, スパン方向の全 RMS 速度分布さ

えも, 対応する乱流の RMS 速度に一致していることは非常に興味深 $|_{\sqrt}\mathrm{a}$ . 渦度の
全或分の RMS 値やレイノルズ剪断応力といった他の 2 次統計量に関しても, 上

と同様の非常によい一致を確認した (図省略). これらの結果は , 乱流状態 (こあ

る系がほとんどの時間を実際に周期軌道付近で費やすことを強く示唆して $\mathrm{A}\mathrm{a}$ る.

4. おわりに

乱流中には空間的な秩序ぼかりではなく時間的な秩序が存在する. ここで求
めたナビエ・ストークス方程式の時間周期解は, 乱流における時空間的な秩序

構造の具体例を与えている. この時間周期解は次の 2 つの空間対称性 (Nagata

1990, Clever&Busse 1997) をもっている.

(i) 面 $z=0$ に関する反転および $x$ 方向への半周期 $L_{x}/2$ の並進.

(ii) 線 $x=y=0$ まわりの $180^{\mathrm{O}}$ の回転および $z$ 方向への半周期 $L_{z}/2$ の並進.

これらの対称性は, ミニマル流という流れの拘束, つまり低レイノルズ数でか

つ最小周期箱であるがために実現されたものと考えられる. これらのうちの 1
つあるいは両方は, 高レイノルズ数あるいは大きな周期箱にお $\mathrm{A}\mathrm{a}$ ては崩れてし

まうであろう. だが, ここで求めた周期解は , 少なくとも拘束された平面クエッ

ト乱流に対しては, 乱流を理解する上できわめて重要となる乱れの簡潔な時空
間での記述を与えるものである.

本研究における直接数値シミュレーションは, 京都大学藤定義助教授から頂 $\mathrm{A}\mathrm{a}$

た計算コードを用いて行われた. ここに記して謝意を表します.
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