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1 Definitions and examples
$\Omega\subset \mathbb{R}^{n}(n\geq 3)$ を有界領域とし, 写像のクラス $W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{k})$ を,

$W^{1,2}(\Omega,\mathrm{S}^{k})=\{u\in W^{1,2}(\Omega, \mathrm{M}^{+1})||u(x)|=1(\mathrm{a}.\mathrm{e}.)\}$

エネルギー汎関数 $\mathrm{E}:W^{1,2}(\Omega,\mathrm{S}^{k})arrow \mathbb{R}$ を

$\mathrm{E}(u)=\frac{1}{2}\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}dx$

で定める.

Deflnition 1 (energy minimizing map, harmonic map)
(1) $u$ が energy minimizing map であるとは次を満すこととする.

$\mathrm{E}(u)\leq \mathrm{E}(v)\forall v\in W^{1,2}(\Omega,\mathrm{S})$ with $u-v\in W_{0}^{1,2}(\Omega,\mathbb{R})$ .

(2) $u$ が harmonic map であるとは $u$ が $\mathrm{E}$ の Euler-Lagrange方程式

$\int_{\Omega}\{\langle\nabla u, \nabla\psi\rangle-|\nabla u|^{2}u\cdot\psi\}dx=0\forall\psi\in W_{0}^{1,2}\cap L^{\infty}(\Omega,\mathbb{R})$

を満たすこととする. 言い変えると次を満すことである.

$\Delta u+|\nabla u|^{2}u=0$ in $D’(\Omega,\mathbb{R}^{n})$ .

Remark 1energy minimizing map 及び harmonic map は微分幾何学における重要
な研究対象であり, 一般には 2 つの Riemann 多様体間の写像につぃて定義されるも
のである. ここで一般の場合の harmonic map の定義を与えておく. (ただし, 以下で
は $M=\mathrm{S}^{n},$ $N=\mathrm{S}^{k}$ ときしか用いない)
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以下, $(M\ovalbox{\tt\small REJECT})$ を $n$ 次元 $\mathrm{c}\otimes$ 級 (境界付き) compact Riemann 多様体, $(N, h)$ を $k$ 次元
$C^{0}$ 級 compact Riemann 多様体として, $\mathrm{N}$ を十分高 $\nu\supset \mathrm{E}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{d}$ 空間 $\mathrm{R}$’&こ isometric
に埋めこんでおく.

Definition 2(harmonic map 2)
(1) $\mathrm{E}:W^{1,2}(M, N)arrow \mathbb{R}\text{を}$

$\mathrm{E}(u)=\frac{1}{2}\int_{M}|du|^{2}\mathrm{v}ol_{\mathrm{A}f}$

と, 定める.
$\cdot$

ここで, $\mathrm{v}\mathrm{o}1_{M}$ は $M$ の volume form とする.

$\int_{M}.${ $\langle du,$ $d\psi\rangle-A_{u}^{N}$ (du, du) $\cdot\psi$ } $\mathrm{v}\mathrm{o}1_{M}=0\forall\psi\in W_{0}^{1,2}\cap L^{\infty}(M,$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

ここで, $A^{N}$ は.N.の第 2 基本形式である. 言い変えると次を満すことである.

$\Delta_{g}u+A_{u}^{N}$ (du, $du$ ) $=0$ in $D’(M,$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

ここで $\Delta_{g}$ は $M$ 上の Laplacian である.

Remark 2(Harmonic maps between spheres)
球面間の harmonic map の方程式は次のようになる.

$\Delta_{\mathrm{S}^{n}}u+|\nabla_{\mathrm{S}^{n}}u|^{2}u=0$ in $\mathrm{S}^{n}$

よって、もし $u\in C^{\infty}(\mathrm{S}^{n}, \mathrm{S}^{k})(n\geq 2)$ が harmonic map であれば、$u\in W^{1,2}(\mathrm{B}^{n+1}, \mathrm{S}^{k})$

を

$\overline{u}(x)=u(\frac{x}{|x|})$ for $x\in \mathrm{B}^{n+1}\backslash \{0\}$

で定めると、 $u$ は $\mathrm{B}^{n+1}$ から $\mathrm{S}^{k}$ への harmonic map となる $\text{。}$

.

値域を球面とする調和写像の研究を行うのには次の 2 つの理由がある.

(1) 球面は調和写像の理論において未解決なことが多い正曲率の Riemann 多様体とし
て最も簡単 (と, 思われる),なものである.
(2) 液晶や非線型\sigma モデルという物理的な問題に関係している.

以下で行うことは, harmonic map の孤立特異点の近傍での挙動を調べることである.
そのために, section 2 では harmonic map の満たす性質につ $\mathrm{A}\mathrm{a}$て述べ, section 3 こお

いて挙動を調べる指標となる写像度について解説する.
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2 Properties of energy minimizing map
and harmonic map

まず, 定義よりすぐにわかることから述べることにする.

Definition3(scaled map)
$u\in W^{1,2}(\Omega, \mathbb{R}^{l})$ として, $\mathrm{B}_{f}^{n}(\mathrm{p})\subset\Omega$ とする. このとき, $u_{p,t}\in W^{1,2}(\mathrm{B}^{n}, \mathbb{R}^{l})$ を次で定
める.

$u_{p,r}(x)=u(p+rx)x\in \mathrm{B}$ ..$\cdot$. $\cdot$

.

Property 1energy minimizing map, (harmonic map) は scaling されても e.nergy
minimizing map (harmonic map) である. つまり, 次がいえる. .
$u\in W^{1,2}(\Omega,\mathrm{S}^{k})\mathrm{B}^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}$ energy minimizing map (harmonic map) ならば, $u_{p,r}\in W^{1,2}(\ddot{\mathrm{B}}^{n},$

$\mathrm{S}\ovalbox{\tt\small REJECT} j$

は energy minimizing map (harmonic map) である.

energy minimizing map は一般には連続ではない. 実際 $n\geq 3$ ならば $n$ 次元球体
$\mathrm{B}^{n}$ から $\mathrm{S}^{n-1}$ への写像 $x/|x|$ は ener釘 minimizing map となる [11] が, これは明
かに原点において連続ではない. (一方, 2 次元領域から, $k$ 次元 compact Riemann
多様体 $N$ への energy minimizing map 及び harmonic map が $C^{\infty}$ になることが,
Bthuel, Evans, H\‘elein, Morrey らによって示されてぃる. [2], [6], [10], [13] $)$ そこで
我々は energy minimizing map の不連続点の集合 (これを特異集合と呼ぶ) に注目す
る. (但し以下では, 境界での不連続点は扱わないので, 境界の近傍では常に連続性を仮
定する. 境界での正則性については [19], [24], [28] を参照。) ここで, Reg(u), Sing(tt)
を次で定める.

Reg(u) $=$ {$x\in\Omega|u$ is continuous at $x$} Sing(u) $=\Omega$ -Reg(u)

一般に harmonic map は連続点の近傍では $C^{\infty}$ 級となることが Sch\"on にょって示さ
れている. [22]
一方次の Sch\"on-Uhlenbeck の結果により, E.M.M. の特異集合はあまり大きくないこ
とがわかる.

Theorem 1[23]
$n\geq 3$ のとき, $u\in W^{1,2}(M^{n}, N^{k})$ が energy minimizing map ならば,
$\dim \mathcal{H}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(u)\leq n-3$

さらに, $n=3$ のときは, Sing(u) は discrete

-方, $\mathrm{H}.\mathrm{M}$. では次のような興味深い結果が知られてぃる.

Theorem 2[21]
任意の non-constant である $\phi\in C^{\infty}(\partial \mathrm{B}^{3}, \mathrm{S}^{2})$ に対して, harmonic map $u\in W^{1,2}(\mathrm{B}^{3}, \mathrm{S}^{2})$

で $u|_{\partial \mathrm{B}^{\theta}}=\phi$ かつ Sing(u) $=\overline{\mathrm{B}^{3}}$ となるものが存在する.
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この事実によると, harmonic map であるという条件は, 正則性のためには弱い条件
であるといえる. そこで, harmonic map の中でも特別なもの (正則性が期待できるも
の) として次の stationary harmonic map を導入する.

Definition4(stationary harmonic maP)
harmonic map $u\in W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{k})$ が stahonary hannonic map であるとは, $u$ が次を
満すこととする.

$\frac{d}{dt}|_{t=0}\mathrm{E}(u(x+t\psi(x)))=0$ for any $\psi\in C_{0}^{1}(\Omega, \mathbb{R}^{n})$

harmonic map の方程式の導出における変分が値域での変分であったのに対して, sta-
tionary harmonic map での変分は定義域での変分と考えられる. energy minimizing
map は stationary harmonic map であり, stationary harmonic map は harmonic
map である. 逆は一般には成立しない. stationary harmonic map の正則性について
は次が成立する.

Theorem 3[2], [6], [10]
$u\in W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{k})$ が stationary harmonic map であるとする. このとき, Sing(u) につ
いて, $H^{n-2}$ (Sing(u))=0 が成立する.

本講演の目的は, energy minimizing map 及び, harmonic map の孤立特異点の近傍で
の挙動についての解析について報告することである. 以下, \S 4 では, 3 次元領域から

$\mathrm{S}^{2}$ への, \S 5 では, 4次元領域から $\mathrm{S}^{3}$ への調和写像について述べていく.

3Some tools

まず, 本講演で中心的な役割を果す, 写像度について述べておく.

Definition5(degree)
$\Omega\subset \mathbb{R}^{n}$ 有界領域で, $\Sigma=\partial\Omega$ は smooth で連結或分は 1 つとする. このとき,
$u\in C^{1}(\Sigma, \mathrm{S}^{n-1})$ に対して, $\deg(u|\Sigma)$ を次で定める.

$\deg(u)=\frac{1}{\mathcal{H}^{n-1}(\Sigma)}\int_{\Sigma}J(u)dH^{n-1}$

ここで $J(u)$ は $u$ の Jacobian とする. このとき, $\deg(u)\in \mathbb{Z}$ となる.

直感的には, 写像度とは定義域を 1 回転したとき, その像が値域を何回まわるかを (向
きをこめて) 数えたものである. 次に harmonic map の孤立特異点での写像度を定め
る. 以下では, この写像度の決定が話題となる.
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Definition 6 (degree at the isolated singular point)
$uCW^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{n-1})$ を harmonic map として, $p\mathrm{C}\Omega$ を, $u$ の孤立特異点とする. この
とき, $\deg(u,p)$ を次で定める.

$\deg(u,p)=\deg(u|_{\partial \mathrm{B}_{\mathrm{r}}(p)})$ ($r>0$ : small)

これは, $r>\mathrm{O}$ small にはよらない。

特異点のまわりでの写像度を考えることは, harmonic map に何の条件も仮定しない
場合は、次のことより難しいと考えられる.

Theorem 4[27]
$1\leq n\leq 7$ ならぼ、 $\pi_{n}(\mathrm{S}^{n})$ は harmonic representation を持つ。つまり、任意の $d\in \mathrm{N}$

に対して、 harmonic map $ud\in C^{\infty}(\mathrm{S}^{n}, \mathrm{S}^{n})$ で写像度が $k$ となるものが存在する。

これにより、 $\mathrm{B}^{n+1}$ から $\mathrm{S}^{n}$ への写像 $\overline{u_{d}}$ を–ud(x) $=u_{d}( \frac{x}{|x|})$ で定めると、 $d\neq 0$ なら

ば、0 に写像度 $d$ の孤立特異点を持つ調和写像が作れる。以下では、一般の harmonic
map ではなく、何らかの条件のついたものを考える。
さて、孤立特異点での写像度について解析を行う際, そのままではかなりしんどいの
で、次の blow-up と呼ばれる操作を有効に用いる. まず, energy minimizing map, 及
び stationary harmonic map の満す monotonicity と呼ばれるエネルギー等式につい
て述べておく. (これは理論的には正則性の話題より前に来るべきものである.)

Theorem 5(monotonicity)[8][12][23]
$u\in W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{k})$ を, stationary harmonic map とする. $\mathrm{B}_{\rho}(a)\subset \mathrm{B}_{R}(a)\subset\Omega$ なると
き, 次の等式が成立する.

$R^{2-n} \int_{\mathrm{B}_{R}}$

(。)
$| \nabla u|^{2}dx-\rho^{2-n}\int_{\mathrm{B}_{\rho}(a)}|\nabla u|^{2}dx=2\int_{\mathrm{B}_{R}}$

(。) $\backslash \mathrm{B}_{\rho}$ (。)
$r_{a}^{2-n}| \frac{\partial u}{\partial r_{a}}|^{2}dx$

ここで $r_{a}=|x-a|$ である.

特に次のエネルギー不等式を得る.

$\rho^{2-n}\int_{\mathrm{B}_{\rho}(a)}|\nabla u|^{2}dx\leq R^{2-n}\int_{\mathrm{B}_{R}(a)}|\nabla u|^{2}dx$

ここで, scaling を行うことにより, 次を得る.

$\int_{\mathrm{I}}|\nabla u_{a,\rho}|^{2}dx\leq\int_{\Psi}|\nabla u_{a,R}|^{2}dx$

よって, 部分列を取ることにより, $\{u_{a,\rho_{j}}\}_{j=1}^{\infty}$ は $W^{1,2}(\mathrm{B}^{n}, \mathbb{R}^{k+1})$ において, 弱収束す
るとしてよい. ここで, $\rho jarrow \mathrm{O}(jarrow \mathrm{O})$ である. さらに $u$ が energy minimizing map,

$a$ が孤立特異点ならば, 次が言える.
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Theorem 6(blow-up)[23,8, 12, 26]
$u\in W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{k})$ を energy minimizing map として, $a\in\Omega$ を $u$ の孤立特異点とする.
このとき, ある energy minimizing map $u_{0}\in W^{1,2}(\mathrm{B}^{n}, \mathrm{S}^{k})$ が存在して, 次を満たす.
(1) $u_{a,\rho}arrow u_{0}$ weakly in $W^{1,2}(\mathrm{B}^{n}, \mathbb{R}^{k+1})$ $(\rhoarrow 0)$

(2) $u_{a,\rho}arrow u0$ in $W_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{1,2}(\mathrm{B}^{n}, \mathbb{R}^{k+1})(\rhoarrow 0)$

(3) $u_{a,\rho}arrow u_{0}$ in $C_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{l}(\mathrm{B}^{n}\backslash \{0\}, \mathbb{R}^{k+1})(\rhoarrow 0)$ for any $l\in \mathrm{N}$

(4) $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(u_{0})=\{0\}$

(5) $\frac{\partial u_{0}}{\partial r}=0^{\cdot}\mathrm{n}\mathrm{B}^{n}\backslash \{0\}$

(6) $\deg(u_{0}, \mathrm{O})=\deg(u, a)$

以上の操作を blow-up と呼び、 $u_{0}$ を $u$ の $a$ における blow-up limit と呼ぶ。
よって, energy minimizing map の孤立特異点での写像度の問題は球面間の harmonic
maps の分類と密接に関係する. 一方, stationary harmonic map でもこのようなこと
が成立するかというと, 一般には成立しない. 但し, 安定性についての条件があれば,
成立する場合がある.

Definition7(stability)
$u\in W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{k})$ を stationary harmonic map とする. このとき, $u$ が弱安定である
とは, $u$ が次を満たすことをいう.

$\frac{d^{2}}{dt^{2}}|_{t=0}\mathrm{E}(u_{t})\geq 0$ $(u_{t}= \frac{u+t\phi}{|u+t\phi|})$

for any $\phi\in C_{0}^{1}(\Omega, \mathbb{R}^{k+1})$ with $\phi\cdot u=0$ (in $\Omega\backslash \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(u)$ )
第二変分を具体的に書くと, 次のようになる。

$\frac{d^{2}}{dt^{2}}|_{t=0}\mathrm{E}(u_{t})=\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}dx-\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}|\phi|^{2}dx$

Theorem 7(blow-up2)[4][5]
$u\in W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{k})(k\geq 3)$ を stable stationary harmonic map として, $a\in\Omega$ を $u$ の

孤立特異点とする. このとき, 列 $\{\rho j\}_{j=1}^{\infty},$ $\rho jarrow \mathrm{O}$ 及び, stable stationary harmonic
map $u_{0}$ が存在して以下を満す.
(1) $u_{a,\rho_{j}}arrow u_{0}$ weakly in $W^{1,2}(\mathrm{B}^{n}, \mathbb{R}^{k+1})(jarrow\infty)$

(2) $u_{a,\rho_{j}}arrow u_{0}$ in $W_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{1,2}(\mathrm{B}^{n}, \mathbb{R}^{k+1})(jarrow\infty)$

(3) $u_{a,\rho_{j}}arrow u_{0}$ in $C_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{l}(\mathrm{B}^{n}\backslash \{0\}, \mathbb{R}^{k+1})$ $(jarrow\infty)$ for any $l\in \mathrm{N}$

(4) $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(u_{0})=\{0\}$

(5) $\frac{\partial u_{0}}{\partial r}=0^{\cdot}\mathrm{n}\mathrm{B}^{n}\backslash \{0\}$

(6) $\deg(u0, \mathrm{O})=\deg(u, a)$
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Remark 3 この場合、 blow-up limit が unique がどうかは open である。

\S 4, \S 5 では、斉次な harmonic map につぃて扱う。実際, 上の Theorems より、 この
場合を考察すれぽ、十分である。

4 Harmonic maps from $\mathrm{B}^{3}$ into $\mathrm{S}^{2}$

この section では、$\mathrm{B}^{3}$ から $\mathrm{S}^{2}$ への斉次な石『monic map につぃて扱う。$u\in W^{1,2}(\mathrm{B}^{3}, \mathrm{S}^{2})$

を, harmonic map で、 Sing(u) $=\{0\}$ なるものとし、 さらに斉次であるとする。 こ
のとき、 harmonic map $u_{0}\in C^{\infty}(\mathrm{S}^{2}, \mathrm{S}^{2})$ が存在して、次を満たす。

$u(x)=u_{0}( \frac{x}{|x|})$ in $\mathrm{B}^{3}\backslash \{0\}$ . (4.1)

そこで、 もし $\mathrm{S}^{2}$ から $\mathrm{S}^{2}$ への harmonic map が分類できてぃれぼもとの問題は非常
に見とおしが良いわけである。 実際, その分類は完全に行ゎれてぃる。

Theorem 8 $u_{0}\in C^{\infty}(\mathrm{S}^{2},\mathrm{S}^{2})$ を harmonic map とする。このとき、ある多項式 $P,$ $Q$

が存在して以下を満たす。

(1) $u_{0}= \pi^{-1}0\frac{P(z)}{Q(z)}\mathrm{o}\pi$ or (2) $u_{0}= \pi^{-1}0\frac{P(\overline{z})}{Q(\overline{z})}\mathrm{o}\pi$ (4.2)

ここで、 $\pi$ : $\mathrm{S}^{2}arrow \mathbb{C}$ は stereo graphic projection とする。 さらにこのとき、 $u0$ の
degroe は次で与えられる。

$| \deg(u\mathrm{o})|=\max(\deg(P),\deg(Q))$

但しここで、 $P,$ $Q$ は既約であるとする。逆に (1), (2) で与えられる写像 $u_{0}$ は全て
harmonic map となる $\text{。}$

さらにこのような $u_{0}$ のエネルギーは次で与えられる。

$\frac{1}{2}\int_{\mathrm{S}^{2}}|\nabla_{@^{2}}u_{0}|^{2}$ 必 $=4\pi|\deg(u_{0})|$

よって非常に直接的な方法として、 このような $\mathrm{S}^{2}$ がら $\mathrm{S}^{2}$ への harmonic map のう
ち、斉次拡張したときに、どのようなものが energy minimizing map となるかを調べ
ればよい。勿論これは大変なのではあるが、これに或功したのが Brezis-Coron-Lieb
であって彼等は次を得ている。

Theorem 9[3]
$u_{0}\in C$“ $(\mathrm{S}^{2}, \mathrm{S}^{2})$ を harmonic map として, $u\in W^{1,2}(\mathrm{B}^{3},\mathrm{S}^{2})$ を

$u(x)=u_{0}( \frac{x}{|x|})$ i$\mathrm{n}$ $\mathrm{B}^{3}\backslash \{0\}$ .
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で定める。このとき、もし $u$ が energy minimizing map となるならば、ある $A\in O(3)$

が存在して、次が成立する。

$u(x)=A \frac{x}{|x|}$ for $x\in \mathrm{B}^{3}\backslash \{0\}$

上の定理から分かることは、 もし $u\in W^{1,2}(\Omega, \mathrm{S}^{2})$ が energy minimizing map であり、
$a\in \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(u)$ ならば、 $\deg(u, a)=\pm 1$ となることである。さて次に、non-minimum $tx$

harmonic map について考えることにする。すると, 次が成立する。

Theorem 10[14]
任意の $d\in \mathbb{Z}\backslash \{0\}$ に対して、ある stable harmonic map $ud\in W^{1,2}(\mathrm{B}^{3}, \mathrm{S}^{2})$ で次を満
たすものが存在する。
(1) Sing(u) $=\{0\}$ .
(2) $\deg(u, \mathrm{O})=d$ .
(3) $\frac{\partial u_{d}}{\partial r}=0$ in $\mathrm{B}^{4}\backslash \{0\}$

この定理は次の非常に興味深い Proposition を用いて示される。

Proposition 1[3]
任意の $d\in \mathbb{Z}\backslash \{0\}$ に対して、 $X_{d}$ を次で定める。

$X_{d}=\{v\in C^{\infty}(\mathrm{B}^{3}\backslash \{0\}, \mathrm{S}^{2})|\deg(u, \mathrm{O})=d\}$

このとき、次の等式が成立する。

$v\in X_{d}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{E}(v)=4\pi|d|$

さて, Proposition 1 を認めて、Theorem 10 を示そう $\text{。}$

Proof of Theorem 10
$u0=\pi^{-1}\circ z^{d}\circ\pi$ とする $\text{。}$ このとき、 $u_{0}$ は $\mathrm{S}^{2}$ から $\mathrm{S}^{2}$ への harmonic map となる $\text{。}$

そして、 $u\in W^{1,2}(\mathrm{B}^{3}, \mathrm{S}^{2})$ を斉次拡張とする。つまり、

$u(x)=u0( \frac{x}{|x|})$ in $\mathrm{B}^{3}\backslash \{0\}$

このとき、 $u$ よ harmonic map であり、以下が成立する。

Sing(u) $=\{0\}$ , $\deg(u, \mathrm{O})=d$, $\mathrm{E}(u)=4\pi|d|$

$\phi\in C_{0}^{1}(\mathrm{B}^{3}, \mathbb{R}^{3})$ with $u\cdot\phi=0$ として、 $u_{t}$ を次で定める。

$u_{t}= \frac{u+t\phi}{|u+t\phi|}$
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このとき、 $u_{t}\in C^{\infty}(\mathrm{B}^{3}\backslash \{0\}, \mathrm{S}^{2})$ であり、 $\deg(u, \mathrm{O})=d$ である。 さらに、 $0<r<1$
に対して、 $u_{t}(r)\in W^{1,2}(\mathrm{B}^{3}, \mathrm{S}^{2})$ を次で定める。

$u_{t}(r)(x)=u_{t}(r \frac{x}{|x|})$

このとき、以下を得る。

$\mathrm{E}(u_{t})=\frac{1}{2}\int_{W}|\nabla u_{t}|^{2}dx$

$= \frac{1}{2}f\int_{fl}|\frac{\partial u_{t}}{\partial r}|^{2}dx+\frac{1}{2}\int_{0}^{1}\int_{@^{2}}|\nabla@^{2}ut|^{2}d\omega dr$

(4.3)
$= \frac{1}{2}f\int_{fl}|\frac{\partial u_{t}}{\partial r}|^{2}dx+\frac{1}{2}\int_{0}^{1}(f\int_{fl}|\nabla u\iota(r)|^{2}dx)dr$

$\geq\frac{1}{2}f\int_{fl}|\frac{\partial u_{t}}{\partial r}|^{2}dx+4\pi|d|$

ここで、 (4.3) の最右辺と最左辺は $\text{、}t=0$ のとき、 ともに最小値 4\pi 同をとる。 よっ
て次を得る。

$\frac{d^{2}}{dt^{2}}\mathrm{E}(u_{t})|_{t=0}$ゝ $\frac{d^{2}}{dt^{2}}(\frac{1}{2}\int_{\mathbb{P}}|\frac{\partial u_{t}}{\partial r}|^{2}dx)|_{t=0}$

$= \int_{\mathrm{B}^{3}}\{|\frac{\partial}{\partial r}(\frac{\partial u_{t}}{\partial t})$ $|^{2}+\{$ $\frac{\partial u_{l}}{\partial r},$

$\frac{\partial}{\partial r}(\frac{\partial^{2}u_{t}}{\partial t^{2}}))\}|_{t=0}dx$

$= \int_{\mathrm{B}^{3}}|\frac{\partial}{\partial r}(\frac{\partial u_{t}}{\partial t}|_{t=0})|^{2}dx$

(4.4)

$= \int_{\mathrm{B}^{3}}|\frac{\partial\phi}{\partial r}|^{2}dx$

$\geq\frac{1}{4}\mathrm{f}\int_{\mathrm{f}\mathrm{l}}r^{-2}|\phi|^{2}dx\geq 0$

ここで最後から 2 番めは、Hardy の不等式。
よって、 $u$ は安定である。 I

以上、Theorem 9 と Theorem 10 を比べると、 3次元領域から 2次元球面への harmonic
map の場合、 stable non-minimum のときと、 energy mini而 zing のときでは、孤立
特異点の近傍での挙動は大きく異なることがわかる。

5Harmonic maps from $\mathrm{B}^{4}$ into $\mathrm{S}^{3}$

ここでは、前 section より T度 1次元上の場合である、 $\mathrm{B}^{4}$ から、 $\mathrm{S}^{3}$ への harmonic map
について考察する。前 section と同様にして、斉次な harmonic map を考えるわけで
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あるが、状況は全く異なってくる。 まず第一に、 $\mathrm{S}^{3}$ から $\mathrm{S}^{3}$ への harmonic maps の分
類は得られていない。第二に、 この場合 harmonic map の具体的な例は殆ど知られて
いない。 よって、 ほとんど手探りの作業が出来ないわけである。 また、Proposition
1 のようなことも起こり得ない。実際、次のような例がある。 u\lambda \in C\otimes (枦 $\backslash \{0\},$

$\mathrm{S}^{3}$)
を次で定める。 $(\lambda>0)$

$u_{\lambda}=\pi^{-1}\circ\lambda\circ\pi$

このとき, $\deg(u_{\lambda}, 0)=1$ である。一方、エネルギーについては、次が成立する。

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{E}(u_{\lambda})=0>0$

よって基本的に、前 section で用いた方法は全く適用できないと考えられる。 ところ

が、ある特殊な事情により孤立特異点での写像度は、 (ある程度) 解析できる。

Theorem 11 (N)
$u\in C^{\infty}(\mathrm{B}^{4}\backslash \{0\}, \mathrm{S}^{3})$ を Sing(u) $=\{0\}$ かつ斉次な stable harmonic map とする $\text{。}$

このとき、 $\deg(u)$ は、 0 又は $\pm 1$ となる。
さらに, もし $\pm 1$ のときは, ある $A\in O(4)$ が存在して、次を満たす。

$u(x)=A \frac{x}{|x|}$ for $x\in \mathrm{B}^{4}\backslash \{0\}$

ここで、 $\mathrm{B}^{3}$ から $\mathrm{S}^{2}$ のときと決定的に異なるのは、写像度の絶対値が 2 以上ならば、
安定にはなり得ないということである。 さらに、安定性を仮定すれぼ、形状がかなり
制限されるということである。ただし残念ながら、写像度が 0 となるような例が実際
に存在するかどうかはわかっていない。
証明は特殊な事情により、大変簡単である。 まず鍵となる不等式を用意する.

Lemma 1 $u\in W^{1,2}(\mathrm{B}^{4}, \mathrm{S}^{3})$ を安定な harmonic map とする。 このとき、次の不等
式が成立する。

$\frac{1}{3}\int_{\mathrm{B}^{4}}|\nabla u|^{2}|f|^{2}dx\leq\int_{\mathrm{B}^{4}}|\nabla f|^{2}dx$ for any $f\in C_{0}^{1}(0,1)$ (5.1)

Proof of Lemma 1
まず、安定性の不等式において、直行性の条件をはずす。 $\forall\phi\in C_{0}^{1}(\mathrm{B}^{4}, \mathbb{R}^{4})$ に対して、

$\tilde{\phi}$ を次で定める。
$\tilde{\phi}=\phi-(u, \phi)u$

これを安定性の式に代入する。

LHS $= \int_{\mathrm{B}^{4}}|\nabla u|^{2}\{|\phi|^{2}-(u, \phi)^{2}|\}dx$

RHS $= \int_{\mathrm{B}^{4}}\{|\nabla\phi|^{2}+|\nabla u^{2}|(u, \phi)^{2}+|\nabla(u, \phi)|^{2}-2(u, \phi)(\nabla u, \nabla\phi)$

-2 $\sum_{\alpha=1}^{4}(u,$ $\frac{\partial\phi}{\partial x_{\alpha}})^{2}-2\sum_{\alpha=1}^{4}(u,$ $\frac{\partial\phi}{\partial x_{\alpha}})(\frac{\partial u}{\partial x_{\alpha}},$ $\phi)\}dx$
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あわせて、次を得る。

$\int_{\mathrm{B}^{4}}|\nabla u|^{2}|\phi|^{2}dx$

$\leq\int_{\mathrm{B}^{4}}|\nabla\phi|^{2}dx+2\int_{\mathrm{B}^{4}}|\nabla u|^{2}(u, \phi)^{2}dx+\int_{\mathbb{P}}\backslash |\nabla(u, \phi)|^{2}dx$

$-2 \int_{\mathbb{P}}(u, \phi)(\nabla u, \nabla\phi)$ dx-2 $\int_{\mathrm{B}^{4}}\sum_{\alpha=1}^{4}(u,$ $\frac{\partial\phi}{\partial x_{\alpha}})^{2}dx$

-2 $\int_{\mathrm{B}^{4}}\sum_{\alpha=1}^{4}(u,$ $\frac{\partial\phi}{\partial x_{\alpha}})(\frac{\partial u}{\partial x_{\alpha}},$ $\phi)dx$

ここで、 $1\leq l\leq 4$ 及び, $f\in C_{0}^{1}(\mathrm{B}^{4})$ に対して、 $\phi=fe_{l}$ とする。すると次を得る。

$\int_{\nu}|\nabla u|^{2}f^{2}dx$

$\leq\int_{\mathrm{B}^{4}}|\nabla f|^{2}dx+2\int_{\mathrm{B}^{4}}|u^{l}|^{2}|\nabla u|^{2}f^{2}dx+\int_{\mathrm{B}^{4}}\{|u^{l}|^{2}|\nabla f|^{2}+|\nabla u^{l}|^{2}f^{2}.\}dx$

-2 $\int_{\#}f\sum_{\alpha=1}^{4}u^{l}\frac{\partial u^{l}}{\partial x_{\alpha}}\frac{\partial f}{\partial x_{\alpha}}$ dx-2 $\int_{\mathrm{B}^{4}}|u^{l}|^{2}|\nabla f|^{2}dx$

これを $l$ について 1 から 4 まで足しあわせて, 求める不等式をえる。 I

上の定理より、斉次で安定な harmonic map については、エネルギー評価が得られる。

Lemma 2 $u\in C^{\infty}(\mathrm{B}^{4}\backslash \{0\}, \mathrm{S}^{3})$ を斉次で安定な harmonic map とする。そして、
$u_{0}\in C^{\infty}(\mathrm{S}^{3}, \mathrm{S}^{3})$ を、

$u(x)=u0( \frac{x}{|x|})$ for $x\in \mathrm{B}^{4}\backslash \{0\}$

となる写像とする。このとき、次のエネルギー評価が成立する。

$\int_{\mathrm{S}^{3}}|\nabla_{\mathrm{S}^{3}}u_{0}|^{2}$必 $\leq 3\omega_{3}$

ここで、 $\omega_{3}=H^{3}(\mathrm{S}^{3})$

Proof of Lemma 2
(5.1) において、 $f\in C_{0}^{1}(0,1)$ を、 radial にのみ依存する関数とする。すると、次を
得る。

$\frac{1}{3}(\int_{\mathrm{S}^{3}}|\nabla \mathrm{s}^{su}\mathrm{o}|^{2}M)(\int_{0}^{1}rf^{2}dr)\leq\omega_{3}\int_{0}^{1}r^{3}|f’|^{2}dr$

これと、Hardy の不等式の best constant より、 求める評価を得る。 I
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Remark 4 ここで注意すべきことは, $n=3$ のときは Lemma 1 と同様にして得られ
る不等式は

$\int_{\mathrm{S}^{2}}|\nabla f|^{2}$必 $\geq 0$ for any $f\in C_{0}^{1}(\mathrm{B}^{3})$

という白明な不等式であり, これからエネルギー評価は得られないことである. 実際,
$n=3$ ならば section 3 で述べたように, エネルギーの高い斉次な stable harmonic
map が存在している. よって, Lemma 1 における不等式が $n=3$ と $n=4$ の差を表

しているように思われる.

一方, エネルギーの下からの評価も得ることが出来る. それには次の補題を用いるこ
とになる.

Theorem 12

$G=$ { $g\in C^{\infty}(\mathrm{S}^{n},$ $\mathrm{S}^{n})|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ preserving conformal diffeomorphism}

とする。 $(n\geq 2, k\geq 2)$ また、 $u0\in C$“ $(\mathrm{S}^{3}, \mathrm{S}^{3})$ を harmonic map とする。 このとき、
次が成立する。

$\mathrm{E}(u_{0})=\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}g\in$

$\mathrm{E}(u_{0}\circ g)$

定理の証明はこの補題と, Poincare’の不等式の best constant が 3 であることを用 $\mathrm{A}\mathrm{a}$

て各成分が $\mathrm{S}^{3}$ 上の non-zero first eigenvalue の一次結合で書けることから得られる.
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