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$X=\mathbb{C}^{n},$ $z=(z_{1}, \ldots, z_{n})\in X$ と置く. 有理数係数の $n$個の多項式 $f_{1}(z),$
$\ldots,$

$f_{n}(z)\in$

$\mathbb{Q}[z_{1}, \ldots, z_{n}]$ が与えられたとする. $f1(z),$
$\ldots,$

$f_{n}(z)$ が生成するイデアノレを $I$ と置き, その
零点集合 $V(I)=\{z\in X|f1(z)=\cdots=f_{n}(z)=0\}$ を $Z$ で表す.
以下, $f_{!}(z),$ $\ldots,$

$f_{n}(z)$ の組 $F=\{f1(z), \ldots, f_{n}(z)\}$ は正規列であると仮定する. $Z$ に台
を持つ代数的局所コホモロジー類 $\sigma_{F}$ を

$\sigma_{F}=[\frac{1}{f_{1}(z)\cdots f_{n}(z)}]\in H_{[Z]}^{n}(O_{X})=\Gamma(X,H_{[Z]}^{n}(O_{X}))$

で定める.

$\Sigma=\{h\sigma_{F}|h\in \mathbb{Q}[z_{1}, \ldots, z_{n}]\}$

と置くと, Grothendieck local residue による pairing を取ることで, ベクトル空間 $\Sigma$ はベ

クトル空間 $\mathbb{Q}[z_{1}, \ldots, z_{n}]/I$ の双対ベクトル空間とみなすことができる. イデアル $I$ の準素
イデアノレ分解 $I=I_{1}\cap\cdots\cap I_{\ell}(I_{i}\in \mathbb{Q}[z_{1}, \ldots, z_{n}])$ を取り, $Z_{i}=V(I_{\dot{l}})$ に対し

$\Sigma_{:}=\Sigma\cap H_{[Z.]}^{\mathrm{n}}.(O_{X})$

と置けば, $\Sigma$ の直和分解
$\Sigma=\Sigma_{1}\oplus\cdots\oplus\Sigma_{\ell}$

を得る. ここで, 各 $\Sigma_{:}$ は $\mathbb{Q}[z_{1}, \ldots, z_{n}]/I_{\dot{\iota}}$ の双対ベクトル空間とみなすことができる.
本稿では, $\mathbb{Q}[z_{1}, \ldots, z_{n}]/I$ と $\Sigma$ , およひ各 $\mathbb{Q}[z_{1}, \ldots, z_{n}]/I_{i}$ と $\Sigma_{:}$ の間の双対性に関する

biorthogonal 基底の構成法について考える.
古典的な Jacobi の多変数補間積分は, 剰余 $\mathbb{Q}[z_{1}, \ldots, z_{n}]/I$ からそれ自身への恒等写像
を多変数留数により表現している公式と捉えることができる ([6], [8]). 従って, この積分核
を代数的局所コホモロジー類として表現することで, biorthogonal 基底を求めるられる. し

カルこの計算法は, $I_{\dot{l}}\neq\sqrt{I_{\dot{l}}}$ なる場合には, $\mathbb{Q}[z_{1}, \ldots, z_{n}]/I_{\dot{\iota}}$ と $I_{\dot{\iota}}$ との間の双対性の計算を
行うには適さないという欠点がある. 2000年 9月頃, biorthogonal 基底の計算に, コホモロ
ジー類の満たす偏微分方程式系が利用できることに気がついた. この計算法は広い範囲の
問題に適用でき, 中国剰余定理と組み合わせて使えるという長所がある.
以下, 具体例を使って, 偏微分作用素を用いた biorthogonal 基底の計算法を説明する. 簡

単のため, $Z=V(I)$ は原点のみからなる場合に話を限る.
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1 計算の準備
$X=\mathbb{C}^{2},$ $f(x, y)=x^{3},$ $g(x, y)=y^{2}+2x^{2}+3x$ と置く. イデアノレ $=\langle f, g\rangle$ の辞書式項順

序 $x\succ y$ に関するグレブナ基底は $\{y^{6},27x+2y^{4}+9y^{2}\}$ である. $Z=V(I)$ は原点のみか
らなり, その重複度は 6 である. 単項式 $y^{6},$ $xy^{4},$ $x^{2}y^{2},$ $x^{3}$ がイデアル $I$ 属することに注意
して連立方程式

$y^{6}\eta=0,$ $(27x+2y^{4}+9y^{2})\eta=0$

を解けば, ベクトノレ空間 $\Sigma$ を決定できる. $\mathbb{Q}[x, y]/I\cong \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{y^{5}, y^{4}, y^{3}, y^{2}, y, 1\}$ と表現する.
このとき, 単項基底 $y^{5},$ $y^{4},$ $y^{3},$ $y^{2},$ $y,$ $1$ の biorthogonal 基底は次で与えられる.

$y^{5}$ : $\sigma_{5}=$ $[ \frac{1}{xy^{6}}]-\frac{2}{27}[\frac{1}{x^{2}y^{2}}]-\frac{1}{3}[\frac{1}{x^{2}y^{4}}]+\frac{1}{9}[\frac{1}{x^{3}y^{2}}]$

$y^{4}$ .
$\sigma_{4}=$ $[ \frac{1}{xy^{5}}]-\frac{2}{27}[\frac{1}{x^{2}y}]-\frac{1}{3}[\frac{1}{x^{2}y^{3}}]+\frac{1}{9}[\frac{1}{x^{3}y}]$

$y^{3}$ : $\sigma_{3}=$ $[ \frac{1}{xy^{4}}]-[\frac{1}{x^{2}y^{2}}]$

$y^{2}$ : $\sigma_{2}=$ $[ \frac{1}{xy^{3}}]-\frac{1}{3}[\frac{1}{x^{2}y}]$

$y$ : $\sigma_{1}=$ $[ \frac{1}{xy^{2}}]$

1: $\sigma_{0}=$ $[ \frac{1}{xy}]$

$F=\{f, g\}$ が定める代数的局所コホモロジー類 $\sigma_{F}=[\frac{1}{fg}]\in H_{[0]}^{2}(\mathcal{O}_{X})$ を取る. $\sigma_{F}$ は次の

ホロノミックな偏微分方程式系により特徴づけることができる.

$\{$

$x^{3}\sigma_{F}=0$

$(y^{2}+2x^{2}+3x)\sigma_{F}=0$

$(6x \frac{\partial}{\partial x}+(3y+2xy)\frac{\partial}{\partial y}+24+4x)\sigma_{F}=0$

この方程式を解くと

$\sigma_{F}=[\frac{1}{x^{3}y^{2}}]-3[\frac{1}{x^{2}y^{4}}]+9[\frac{1}{xy^{6}}]-2[\frac{1}{xy^{4}}]$

を得る. 代数的局所コホモロジー類 $\sigma_{F}$ のこのような表現は, 今の場合, 変換則を用いて計
算することも出来る. 実際, $f=x^{3},$ $g=y^{2}+2x^{2}+3x$ であるので,

$A=(\begin{array}{lll}1 0-(2x+3)^{3} y^{4}-2x^{2}y^{2} -3xy^{2}+9x^{2}\end{array})$
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.置 $\langle$ , $(\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT})\ovalbox{\tt\small REJECT} A(\ovalbox{\tt\small REJECT})$ と表せる. $\det A\ovalbox{\tt\small REJECT} y^{4}-(2x^{2}+3x)y^{2}+9x^{2}$ より

$\sigma_{F}=[\frac{1}{fg}]=[\frac{\det A}{x^{3}y^{6}}]$

を得る. $\mathrm{b}$ かし, 一般には, 変換則を用いて実際に $\sigma_{F}$ の表現式を導くことは, 容易ではない.

2 偏微分作用素と双対基底
偏微分作用素

$P=6x \frac{\partial}{\partial x}+(3y+2xy)\frac{\partial}{\partial y}+24+4x$

は代数的局所コホモロジー類 $\sigma_{F}\in\Sigma$ を annihilate する作用素である. このことから

$P(\Sigma)\subseteq\Sigma$ が従う. また $P$ の形式随伴作用素を $P^{*}$ と置くと

$P^{*}:$ $\mathbb{Q}[x,y]/Iarrow \mathbb{Q}[x,y]/I$

が自然に定義できる. この節では, まず $\Sigma$ の基底として $\{\sigma_{5}, \sigma_{4}, \sigma_{3}, \sigma_{2}, \sigma_{1}, \sigma_{0}\}$ を用いたときの

$P$ の行列表示 $M_{P}$ を求め, 次に $\mathbb{Q}[x, y]$ の基底として $\{y^{5}, y^{4}, y^{3}, y^{2}, y, 1\}$ を選ひ $P^{*}$ の行列

表示 $M_{P}^{*}$ を求める. 両者を比較し ${}^{t}M_{P}=M_{P}^{*}$ となることを確かめておく. さて, $P$ の作用

を計算すると

$P\sigma_{5}$ $=$ $\frac{4}{3}\sigma_{3}$

$P\sigma 4$ $=$ $3 \sigma_{4}+\frac{2}{4}\sigma_{2}-\frac{4}{27}\sigma_{0}$

$P\sigma_{3}$ $=$ $6\sigma_{3}$

$P\sigma_{2}$ $=$ $9 \sigma_{2}-\frac{2}{3}\sigma_{0}$

$P\sigma_{1}$ $=$ $12\sigma 1$

$P\sigma_{0}$ $=$ $15\sigma_{0}$

を得る. この作用を行列表示すると

$[000 \frac{04}{03}$
$- \frac{4}{27}03\frac{02}{03}$

$060000$
$- \frac{2}{3}00090$

$1200000$ $1500000]$

となる.

$P^{*}=-6x \frac{\partial}{\partial x}-(3y+2xy)\frac{\partial}{\partial y}+15+2x$
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の作用を計算すると

$P^{*}y^{5}$ $=$ 0
$P^{*}y^{4}$ $=$ $3y^{4}$

$P^{*}y^{3}$ $=$ $6y^{3}+ \frac{4}{3}y^{5}$

24
$P^{*}y^{2}$ $=$ $9y^{2}+y\overline{3}$

$P^{*}y$ $=$ $12y$

$P^{*}1$ $=$ $15- \frac{4}{27}y^{4}-\frac{2}{3}y^{2}$

となるので $M_{P}^{*}$ は

$(000000$ $030000$
$\frac{4}{0,60030}$

$09 \frac{02}{03}0$ $1200000$ $- \frac{4}{\mathrm{o}_{5}^{27},\mathrm{o}\frac{2}{3}}-10]$

となる. $M_{P}^{*}={}^{t}M_{P}$ が成り立つ.
一般に $\Sigma$ の基底と $\mathbb{Q}[x, y]/I$ の基底が与えられたとする. これらが互いの双対基底であ

るならば $P$ と $P^{*}$ の行列表示は ${}^{t}M_{P}=M_{P}^{*}$ なる関係を満たす. このことを逆に用いれば

双対基底の構成に利用することができるというのが基本的アイデアである. 実際に計算し
てみると分かるが, 双対基底の決定には, 1 階の微分作用素 $P$ の作用を考えただけでは不

十分で, $y$ 倍を表現する行列 My も利用することが必要となる.

3 偏微分作用素と双対基底ふたたび

代数的局所コホモロジー類 $\sigma_{F}$ はイデアル $I$ の生成元 $f,$ $g$ を用いて $\sigma_{F}=[\frac{1}{fg}]$ で与え

られたものであるので, $\mathbb{Q}[x, y]$ 上 $\Sigma$ を生成する. 今, 多項式環に $y\succ x$ なる項順序を入れ

て $\mathbb{Q}[x, y]/I$ の単項基底を求めると $\{1, x, x^{2}, y, xy, x^{2}y\}$ を得る. 従って,

$\{\sigma_{F},x\sigma_{F}, x^{2}\sigma_{F}, y\sigma_{F}, xy\sigma_{F},x^{2}y\sigma_{F}\}$

はベクトル空間 $\Sigma$ の基底となる. Jacobi の多変数補間公式を利用してこれらの双対基
底を求めると $\{x^{2}y, xy, y, x^{2}, x, 1\}$ となることが分かる. ここでは, $\sigma_{F}$ の annihilator $P$

を用いてこのことを確認してみる. 一般に, コホモロジー類 $h(x, y)\sigma_{F}$ に対する $P$ の作

用は $P(h\sigma)=(v_{P}h)\sigma_{F}$ となる. 但し, $v_{P}$ は $P$ の 1 階の作用素部分であり, 今の場合
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$6x_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}+(3y+2xy)_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$

である. 従って

$P\sigma_{F}$ $=$ $0$

$P(x\sigma_{F})$ $=$ $6x\sigma_{F}$

$P(x^{2}\sigma_{F})$ $=$ $12x^{2}\sigma_{F}$

$P(y\sigma_{F})$ $=$ $(3y+2xy)\sigma_{F}$

$P(xy\sigma_{F})$ $=$ $(9xy+2x^{2}y)\sigma_{F}$

$P(x^{2}y\sigma_{F})$ $=$ $15x^{2}y\sigma_{F}$

となり, $P$ の行列表示

$M_{P}=[000000000060$ $1200000$ $023000902000$ $1500000]$

を得る. 一方 $P^{*}$ の基底単項式への作用を計算すると

$P^{*}x^{2}y=$ $0$

$P^{*}xy=$ $6xy$

$P^{*}y$ $=$ $12y$

$P^{*}x^{2}$ $=$ $3x^{2}$

$P^{*}x$ $=$ $2x^{2}+9x$

$P^{*}1$ $=$ $2x+15$

となるので

$M_{P}^{*}=(000000000060$ $1200000003000092000$ $1520000]$

を得る. この場合も確かに $M_{P}^{*}=^{t}M_{P}$ が成り立つ.
逆に, 線形写像 $P:\Sigmaarrow\Sigma$ と $P^{*}$ : $\mathbb{Q}[x, y]/Iarrow \mathbb{Q}[x, y]/I$ の持つこの性質を利用すれば,

初等的な方法で biorthogonml 基底が構成できる. 実際, 1 階の annihilator $P$ のみでな $\langle$ ,
$x$ 倍や $y$ 倍が定める作用素も同時に考える事で biorthogonal 基底が決定できることが容易
に確かめられる.
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4 最後に
本稿で述べたアイデアは極めて単純なものであるが, それ故に他の計算手法と組み合わ

せて用いることも容易である. 特に, 準素イデアル分解と組み合わせて用いることができる
という特徴を持つ. 今後, これらの点に注目し, 多変数留数に関する biorthogonal 基底の構
成アルゴリズムの導出に活用したいと考えている.
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