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0. 擬似乱函数の概念

$\mathrm{R}$ 上の函数 $f$ が擬似乱函数 (pseudorandom function) であるとは極限

$\gamma(s)=\lim_{Tarrow\infty}\frac{1}{T}\int_{0}^{T}.f(t)f(t+s)dt$

が全ての $s$ に対して存在し、なおかっこの $\gamma$ が

$\gamma(0)\neq 0$ , $\lim_{sarrow\infty}\gamma(s)$

をみたすものとして定義される。この概念は R. Bass [1] にょり、 “non-
probabilistic theory of turbulence” の理論を展開するために導入された。
もし半直線 $[0, \infty)$ をその上の (実際には存在しない架空の) 平坦な測度の

もとで確率空間とみなしたとすると、 この擬似乱函数という概念は、 $s$ が大

きくな,る時の確率変数 $f$ とそのずらし $f(\cdot+s)$ のの漸近独立性と思える。

この架空の確率空間の上の確率変数の分布函数にあたる概念が漸近分布函
数 (asymptotic distribution function) である。擬似乱函数 $f$ の漸近分布函

数 $F$ は

$F(a)= \lim\underline{1}|\{s\in[0, T] : f(t)\leq a\}|$
$\tauarrow\infty T$

と極限が存在する時にのみ定義される。ここで $|\cdot|$ は Lebesgue 測度である。

擬似乱函数という概念は数値解析のために導入されたのものである以上そ
れを効率よく生或する具体的な方法を与えることは重要である。しが $\dot{t}$

) 、確

率数値解析の立場からは漸近分布函数が Gauss 分布の分布函数であるよう
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なものが望ましい。そのような観点から P. P. Hien [4] と小川重義 [5] は以

下のような生戒法を与えた。

まず数列 $\mathrm{z}=\{z_{n}\}\in[0,1]^{\mathrm{N}}$ と、 $\mathrm{R}$ 上の $L^{2}$ 函数 $K$ , そして以下の条件を

みたす $[0, 1]$ 上の函数 $h$ を用意する。

(1) $\int_{0}^{1}h(t)dt=0$ , $\int_{0}^{1}h^{2}(t)dt<\infty$

$\mathrm{R}$ 上の函数 $q(\cdot, \mathrm{z})$ を

$q(t, \mathrm{z})=1_{[0,\infty)}(t)h(z_{[t]})$

と定め、パラメーター $\lambda>0$ を用いてその変形 $q_{\lambda}(t, \mathrm{z})=\sqrt{\lambda}q(\lambda t, \mathrm{z})$ を作

り、 これと $K$ との convolution

$Q_{\lambda}^{K}(t, \mathrm{z})=\int_{-\infty}^{\infty}K(s)q_{\lambda}(t-s, \mathrm{z})ds$

を作る。

Hien [4] の結果は 2 が完 $\wedge \mathrm{g}$–$7\backslash ,\yen$分布数列 (completely uniformly distributed)

であるならば $Q_{\lambda}^{K}(\cdot, \mathrm{z})$ は擬似乱函数であり、その漸近分布函数は $\lambdaarrow\infty$

とした時に Gauss 分布の分布函数に近付くというものである。

この結果は非常に簡単なフレームワークで漸近分布函数が Gauss 分布函

数に近い擬似乱函数を生或するという利点はあるが、完 $\bigwedge_{\Xi \mathrm{i}}$–$\ovalbox{\tt\small REJECT},\backslash$分布数列を用

意するという難題が課せられている。この点を改善したのが小川 [5] の結果

である。これは 2 が ergodic な変換で生或された一 $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash },\backslash$分布数列であることの

他は $\mathrm{z}$ に何らの仮定をおかない。 $h,$ $K$ や $\mathrm{z}$ を生或する変換にはある種の仮

定をおくがそれもほぼ通常の仮定であって、実用上は全く問題にならないも

のである。
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1. 小川による擬似乱函数の構成

以下小川の結果を変形した形で紹介する。そのためには漸近分布函数の背後

にある漸近分布の概念を導入すると都合がよいので、 まずそれから取り掛か

ろ $\grave{\prime)}$

。

$\mathrm{R}^{n}$-値函数 $(f1, \ldots, f_{n})$ を確率空間 $([0, T], dt/T)$ 上の確率変数と思った

時の分布が $Tarrow\infty$ とした時に $\mathrm{R}^{n}$ 上の確率測度 $\mu$ に弱収束する時に $\mu$ は

$(f_{1}, \ldots, f_{n})$ の漸近分布であるという。即ち

$\lim_{Tarrow\infty}\frac{1}{T}\int_{0}^{T}g(f_{1}(t), \ldots, f_{n}(t))dt=\int_{\mathrm{R}^{n}}g(x)\mu(dx)$ , $(g\in \mathrm{C}_{\mathrm{b}}(\mathrm{R}^{n}))$ ,

が成立することとするわけである。 ここで $\mathrm{C}_{\mathrm{b}}(\mathrm{R}^{n})$ は $\mathrm{R}^{n}$ 上の有界連続函数

全体を表すこととする。

そして函数の族 $\{f_{\pi}\}_{\pi\in\Pi}$ の任意の有限系の漸近分布が $\mathrm{R}^{\Pi}$ 上の確率測度

$\mu$ の対応する marginal distribution である時、 $\mu$ を $\{f_{\pi}\}_{\pi\in\Pi}$ の漸近分布と

呼ぶ。

さて小川の定理を変形した形で述べる。 $G$ は $([0, 1], B, d\omega)$ 上のエルゴー

ド的な変換で $.[0,1]$ 上の函数と見てほとんど至るところ連続なものとする。

眉よ $[0, 1]$ 上ほとんど至るところ連続な函数で (1) をみたすものとする。そ

して和 $\sum h(G^{k}\omega)$ が函数型中心極限定理をみたすことを仮定する。即ち D-
値確率変数

$[nt]$

$X_{n}(t, \omega)=\frac{1}{\sqrt{n}}\sum_{k=1}h(G^{k}\omega)$

が $\sigma B(t)$ に法則収束するとする。ここで $\sigma>0$ であり、 $B(t)$ は標準ブラ

ウン運動を表すとする。 $K$ は台がコンパクトで $[0, \infty)$ に含まれる有界変

動函数であるとする。即ち $K\in \mathrm{B}\mathrm{V}_{\mathrm{c}}[0, \infty)$ . そして $x\in[0,1]$ に対して

$\mathrm{z}_{x}=\{G^{j}x\}$ とおく。エルゴード定理によれば

$\Omega_{0}=$ { $x\in[0,1]|\mathrm{z}_{x}$ は単位区間上の一 $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }$分布数列}
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は測度 1 の集合になる。

定理 1. 任意の $x_{0}\in\Omega_{0}$ に対して函数系 $\{Q_{\lambda}^{K}(t, \mathrm{z}_{x0}) : K\in \mathrm{B}\mathrm{V}_{\mathrm{c}}[0, \infty)\}$ の

漸近分布は、確率空間 ([0, 火 $\cross[0,1],$ $dtdx$ ) 上での

$\{Q_{\lambda}^{K}(t, \mathrm{z}_{x}) : K\in \mathrm{B}\mathrm{V}_{\mathrm{c}}[0, \infty)\}$

の分布に等しい。 さらに $\lambdaarrow\infty$ とすると確率積分で与えられる Gauss 系

$\{\sigma\int_{0}^{\infty}K(s)dB(s)|K\in \mathrm{B}\mathrm{V}_{\mathrm{c}}[0, \infty)\}$

の分布に収束する。

$G_{K}= \sigma\int_{0}^{\infty}K(s)dB(s)$ と記すことにすれ $t\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }$この Gauss 系 (よ $EG_{K}=0$ ,

$EG_{K_{1}}G_{K_{2}}= \sigma^{2}\int K_{1}K_{2}$ で特徴づけられるものである。特に $K_{1},$ $K_{2},$ $\ldots$

が直交列であれば $G_{K_{1}},$ $G_{K_{2}},$ $\ldots$ は独立列となり、 $Q_{\lambda}^{K_{1}}(t, \mathrm{z}_{x_{\mathrm{O}}}),$ $Q_{\lambda}^{K_{2}}(t, \mathrm{z}_{x_{0}})$ ,

. . . は漸近的に独立ということになる。すなわち、仮定をみたす z。$0$
をひと

つ用意するだけで、独立に近い擬似乱函数の列を生或できること (こなる。

この定理の小川による証明はかなりの計算を要する複雑なものであった力\sigma 、

この小論では [3] にある部分積分を用いた簡単な証明を紹介する。

ところで、 $G$ が二進変換の時には $K$ の属する範囲をさらに広げ上記定理

中の $\mathrm{B}\mathrm{V}_{\mathrm{c}}[0, \infty)$ を全て $L_{c}^{2}[0, \infty)$ と書き換えても定理は成立することを注意

しておこう。このことの証明は間隙函数の極限定理の研究手法によって示さ

れ、後で紹介する定理 1 の証明とは大きく異なる。
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2. 安定分布と擬似乱函数

前節までの結果は Gauss 分布を漸近分布に持つ擬似乱函数の構或であった

が、安定分布を漸近分布に持つものも重要であると思われる。Hien にょる

Gauss 場合の構或のアイディアを用いると安定分布を漸近分布に持っものを

構或することができることがわかる。以下これにつぃて述べよう。

まず $X(t)$ は対称安定加法過程とする。我々は鱈よ $[0, 1]$ 上でほとんど至

る所連続であるとし、 $h$ の確率空間 $([0, 1], dt)$ 上での分布が $X(1)$ の分布の

牽引域 (domain of attraction) に入っているとする。即ち、 $h$ と同分布にな

る独立確率変数列 $\mathrm{Y}_{1},$ $\mathrm{Y}_{2},$

$\ldots$ に対して $(\mathrm{Y}_{1}+\cdots+\mathrm{Y}_{n})/A_{n}$ が $X(1)$ に法則

収束するような正数列 $A_{n}$ が存在することを仮定するわけである。以下この
$A_{n}$ を用いて $q_{\lambda}(t, \mathrm{z})=\lambda q(\lambda t, \mathrm{z})/A[\lambda]$ とおき、 $Q_{\lambda}^{K}$ を前と同様に定める。

定理 2. 数列 $\mathrm{z}_{0}$ は $[0, 1]$ 上で完全一様分布するとする。そのとき函数系
$\{Q_{\lambda}^{K}(t, \mathrm{z}_{0}) : K\in BV_{c}[0, \infty)\}$ の漸近分布は $\{Q_{\lambda}^{K}(t, \mathrm{z}) : K\in BV_{c}[0, \infty)\}$

の確率空間 $([0, 1]\cross[0,1]^{\mathrm{N}}, dtd\mathrm{z})$ 上での分布に等しく $\lambdaarrow\infty$ とすると安

定確率積分で与えられる系

$\{\int_{0}^{\infty}K(t)dX(t)$ : $K\in \mathrm{B}\mathrm{V}_{\mathrm{c}}[0, \infty)\}$

の分布に収束する。

もし $K_{1},$
$\ldots,$

$K_{n}$ の台が互いに素なら漸近分布の極限分布は独立になって

いる。 よってこのようにして得られる擬似乱函数は十分大き $\langle$ shift してや

るともとの函数と漸近的に独立になるというわけである。じっは眉こは最早

可積分性を望むことはできないので、Bass の意味での擬似乱函数にはなって

いないわけだが、上に述べた 「 $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{t}$ が独立にする」という原初のイメージは

保たれているので、これを持って擬似乱函数と呼び慣わしても言葉の乱用と

いうにはあたらないであろう。
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3. 証明のあらすじ

定理 1 を示す。 まず一次元分布の収束を示す。 $K$ の台は $(0, L_{0})$ に含まれて

いるとし、 $f\in C_{b}(\mathrm{R})$ は任意とする。 $a_{t}=L_{0}+t/\lambda$ とおく。 $t\geq L_{0}$ の時

には

$Q_{\lambda}^{K}(t, \mathrm{z})=\sqrt{\lambda}\int_{0}^{L_{0}}K(s)h(z_{[\lambda(t-s)]})ds$

と書き表すことができるので、 $\theta$ で $\mathrm{N}$ 上での shift 作用素 $\theta\{z_{k}\}=\{z_{k+1}\}$

を表すとすると、
$Q_{\lambda}^{K}(t+1/\lambda, \mathrm{z})=Q_{\lambda}^{K}(t, \theta \mathrm{z})$ ,

という基本的な関係が得られる。 ここで区間 $[0, a_{n}]$ を $[0, a_{1}]$ , $[a_{1}, a_{2}],$
$\ldots$

に分解し、各々の上で変数変換を行えば結局

$\frac{1}{a_{n}}\int_{0}^{a_{n}}f$ ( $Q_{\lambda}^{K}$ (ち $\mathrm{z}$ )) $dt= \frac{1}{a_{n}}\sum_{k=0}^{n-1}\int_{a_{0}}^{a_{1}}f(Q_{\lambda}^{K}(t, \theta^{k}\mathrm{z}))dt+o(1)$

が得られる。ここで

$R_{\lambda}( \mathrm{z})=\int_{a_{\mathrm{O}}}^{a_{1}}f(Q_{\lambda}^{K}(t, \mathrm{z}))dt=\frac{1}{\lambda}\int_{0}^{1}f(Q_{\lambda}^{K}(a_{t}, \mathrm{z}))dt$ , $R_{\lambda,G}(x)=R_{\lambda}(\mathrm{z}_{x})$

とかくことにしよう。 $h,$ $G$ はほとんど至る所連続なので、 $R_{\lambda,G}$ は $x$ に関

してほとんど至る所連続で有界であり、したがって Riemann 可積分である。

ゆえに zx。の一 $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i},\backslash$分布性より、

$\frac{1}{a_{n}}\int_{0}^{a_{n}}f(Q_{\lambda}^{K}(t, \mathrm{z}_{x_{0}}))dt=$ � $\sum_{k=0}^{n-1}R_{\lambda,G}(G^{k}x_{0})+o(1)arrow\lambda\int_{0}^{1}R_{\lambda,G}(x)dx$

が導かれる。それゆえ結局

$\lim_{Larrow\infty}\frac{1}{L}\int_{0}^{L}f(Q_{\lambda}^{K}(t, \mathrm{z}_{x_{0}}))dt=\int_{0}^{1}dx\int_{0}^{1}f(Q_{\lambda}^{K}(a_{t}, \mathrm{z}_{x}))dt\backslash$
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が示されたことになる。 $K$ は有界変動であるから、右連続で、左極限が各点
で存在する version を取って以下議論する。 $K(s)=\nu((-\infty, s])$ となるよう

な符合つき測度 $\nu$ が存在する。部分積分を行えば

$Q_{\lambda}^{K}(a_{t}, \mathrm{z})=-\int_{0}^{L_{0}}(\int_{0}^{s}q_{\lambda}^{K}(a_{t}-u, \mathrm{z})du)d\nu(s)$

が得られる。 ここで $s\in[0, L_{0}]_{\text{、}}$ $t\in[0,1]$ に $\lambda\backslash \dagger|_{\vee}$ ては

$\int_{0}^{s}q_{\lambda}(a_{t}-u, \mathrm{z}_{x})$ $du= \frac{1}{\sqrt{\lambda}}\sum_{k=[(L_{0}-s)\lambda+1]}^{[L_{0}\lambda]}h(G^{k}x)+o(1)$ as $\lambdaarrow 0$

が $s,$ $t$ \iota こついて一 $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }^{\backslash }$な $o(1)$ に対して成り立っので、函数型中心極限定理に
よれば、 $D$ での法則収束

$\int_{0}^{s}q_{\lambda}(a_{t}-u, \mathrm{z}_{x})duarrow\sigma\{B(L_{0})-B(L_{0}-s)\}D$

を得る。汎函数 $f \vdasharrow\int_{0}^{L_{\mathrm{O}}}f(u)d\nu(u)$ の $D$ での不連続点集合は $\sigma\{B(L_{0})-$

$B(L_{0}-s)\}$ の法則に関して零集合であるので、 [2] の定理 5.1 を適用すれば

$Q_{\lambda}^{K}(a_{t}, \mathrm{z}_{x})arrow-D\int_{0}^{L_{0}}\sigma\{B(L_{0})-B(L_{0}-s)\}d\nu(s)$

$= \sigma\int_{0}^{L_{\mathrm{O}}}K(s)dB(s)$ .

が得られる。 これで一次元分布の収束は示された。

最後に有限次元分布の収束を示そう。任意の $K_{1},$
$\ldots,$

$K_{n}\in \mathrm{B}\mathrm{V}_{\mathrm{c}}$ と $\beta_{1}$ ,
. . . , $\beta_{n}\in \mathrm{R}$ に対して $K=\beta_{1}K_{1}+\cdots+\beta_{n}K_{n}$ とおけば $\beta_{1}Q_{\lambda}^{K_{1}}(t, \mathrm{z}_{x})+$

$\ldots+Q_{\lambda}^{K_{n}}(t, \mathrm{z}_{x})=Q_{\lambda}^{K}(t, \mathrm{z}_{x})$ が成り立っているので、今示したことより、
$Q_{\lambda}^{K_{1}}(a_{t}, \mathrm{z}_{x_{0}}),$

$\ldots,$
$Q_{\lambda}^{K_{n}}(a_{t}, \mathrm{z}_{x_{0}})$ の線形結合の $([0, T], dt/T)$ 上での分布は

$([0, 1]^{2}, dtdx)$ 上での $Q_{\lambda}^{K_{1}}(t, \mathrm{z}_{x}),$

$\ldots,$
$Q_{\lambda}^{K_{n}}(t, \mathrm{z}_{x})$ の線形結合の分布に収束
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している。 しかも、後者は $\sigma\int_{0}^{L_{0}}K_{1}(s)dB(s),$
$\ldots,$

$\sigma\int_{0}^{L_{0}}K_{n}(s)dB(s)$ の線

形結合の分布に収束している。 Cram\’er-Wold([2] Theorem 7.7) の定理を用

いればこれで有限次元分布の収束が示されたことがわかる。 $\bullet$

定理 2 の証明の概略を紹介する。 $t$ が与えられると $q_{\lambda}(t, \mathrm{z})$ は $z[\lambda t]$ , にの

み依存する函数になり、 よって $Q_{\lambda}^{K}(t, \mathrm{z})$ は $z_{0},$ $\ldots,$ $z[\lambda(t)]$ にのみ依存する

函数である。故に $b_{\lambda}=[L_{0}\lambda+1]$ とおくと $R_{\lambda}(\mathrm{z})$ は $z_{0},$ $\ldots,$ $z[\lambda(a_{1})]=z_{b_{\lambda}}$

の函数とみなせる。 この函数は $I_{\lambda}=[0,1]^{b_{\lambda}+1}$ 上で有界でほとんど至る所

連続なので、Riemann 可積分となる。故に $\mathrm{z}_{0}$ が完全一構分布列であること

を用いれば

$\frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}R_{\lambda}(\theta^{k}\mathrm{z}_{0})arrow\int_{I_{\lambda}}R_{\lambda}(z_{0}, \ldots, z_{b_{\lambda}})dz_{0}\ldots dz_{b_{\lambda}}=\int_{I_{\infty}}R_{\lambda}(\mathrm{x})d\mathrm{x}$

が得られる。ここで、最後の積分は $I_{\infty}=[0,1]^{\mathrm{N}}$ 上での Lebesgue 測度の可

算直積 $d\mathrm{x}=dx_{1}dx_{2}\ldots$ (こついての積分である。 ここで

$\int_{0}^{s}q_{\lambda}(a_{t}-u, \mathrm{x})$ $du= \frac{1}{A_{[\lambda]}}\sum_{k=[(L_{\mathrm{O}}-s)\lambda+1]}^{[L_{0}\lambda]}h(x_{i})+o(1)$ as $\lambdaarrow 0$ ,

であり、しかも $\{h(x_{i})\}$ は $(I_{\infty}, d\mathrm{x})$ 上で同分布独立確率変数列となり、その

法則は $X(1)$ の法則の牽引域にあるので、函数型極限定理より、 $D$ 空間での

法則収束

$\int_{0}^{s}q_{\lambda}(a_{t}-u, \mathrm{x})duarrow X(L_{0})-X(L_{0}-s)D$

が得られる。 $X$ は確率連続なので、残りの証明は定理 1 の場合と全く同様に

進めることができる。
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