
最適 t-政策の数値例

(ワイブル分布下での不完全修理問題について)

-小修理を含まない場合についてー

瀬川良之 (Yoshiyuki SEGAWA :e-mail to segawa@kyotogakuen.ac.jp)
京都学園大学経営学部 (Faculty of Business Administration, Kyotogakuen Univ.)

1 理論的背景

モデルと理論的背景
この報告は, 車が故障したときなどに, それが買ってまだ間もないものならば, 修理代を出来るだけ

安く納めたいと考え, だいぶ使い込んできたものならば, オーバーボールのように少しお金が掛かつて
も良いから徹底的に悪いところを直してしまおうと考えるような, 普段我々が何気なく行っている修理
に関する選択を理論的に正当化し, この理論に基づいてそのような選択を分ける分岐点を数値的に求め
る手法を提供するものである.
さて, 修理費用が安いに越してたことはないことから, 費用を最小化するために常に最小の値段で修

理して貰える修理店に依頼する方が良いという考え方もあるであろう. しかし, 何故我々はあえて割高

な修理を選択することがあるのであろうか. はたして, 割安な修理と割高な修理の間に如何なる違いを
設定したら我々は納得するであろうか. まず, この納得できる設定を考えよう. 同じ状況に対して価格の
高い方を選択するためには, 価格以外の何らかの尺度が考慮されていなければならない. そこで, 我々

はその尺度に優秀さという考え方を採用し, それを Brown and Proschan (1983) によって導入された不
完全修理によって表すものとする. それは, まず, 車などの一つのシステムに対して, 年齢およひ故障

率という属性を与え, 年齢が高くなるほど故障率が増加するという性質を与える. 次に, このシステム

が年齢 $x$ で故障したときに不完全修理を行うと, 費用 $c$ の負担が必要であり, 修理が完了すると確率 $p$

で新品と同様の状態となり (完全修理 : システムの年齢は $x$ , すなわち, 新品と同様の状態になる) , 確

率 $1-p$ で故障したときと同じ状態にあるつシステムとして (小修理 : システムの年齢は $x$ , すなわち,

故障する直前の状態になる) 機能し始めるもとする. $p$ を不完全修理における再生確率という. 修理の

優秀さをこの確率 $p$ の大きさで表し, $p$ の値が大きければ大きいほど優秀な修理であることを意味する
こととしよう.

さて, 先ほどのような割高な修理が選択されるためには, 直感的に少なくとも次のような条件が満た
されている必要があろう. まず, 割安な修理を $R_{1}$ で表し費用 $c_{1}$ を要するとする, また, 割高な修理を

$R_{2}$ で表し費用 $c_{2}$ を要するものとする. このとき, $c_{1}<c_{2}$ である. 割高な修理が優秀であるために, 割

安な修理の再生確率を $p_{1}$ , 割高な修理の再生確率を $p2$ と置くとき, 割高な修理の方が再生確率が高く

なければならない. このとき, $p_{1}<p_{2}$ である. さらに, 割高な修理を選択するのは故障率の低下を期

待するものであるから, 故障率が年齢と共に増加していくシステム ( $\mathrm{I}\mathrm{F}\mathrm{R}:\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ Failure Rate) を

取り扱うものとする. ここでは, 再生確率と費用がトレードオフしていることから, 2 つの修理の内ど
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ちらを選択すべきかという問題が発生する. 故障率増大は, 残余寿命の減少として実感される. 我々は,

長時間平均費用規範で考えたとき, 個別の費用より故障率の減少, すなわち, 残余寿命の増加を優先さ

せるときがあることをこの報告は述べている. つまり, 2 つの選択を切り替える切り替え年齢が求めら
れ, その年齢以下ならば割安な修理を行い, その年齢を越えているならば割高な修理を選択することが

最適であることが示される. この政策を $t-$ 政策という. さらに, 故障率の変化が Weibull 分布に従うな

らば, この切り替え年齢を数値的に求めることができ, その値はパラメータに対して単調な変化をする
ことが観察できる.
さて, この $t-$ 政策の最適性を証明すし, その性質を調べるために, システムを表現する次のような

定義を導入する.

定義 1 $S:=\Re_{+}=[0, \infty)$ , 状態空間, システムの年齢を表す;

$A:=\{1,2\}$ , 決定空間, {1, 2} はそれぞれ修理 $\{R_{1}, R_{2}\}$ を表す;

$Pi$ : 決定 $i\in A$ に対応する再生確率;

$c_{i}$ : 決定 $i\in A$ に要する費用 ;
$\lambda(x)$ : システムの状態 $x\in S$ における故障率. 口

また, システムの挙動を表現する次のような記号を導入する. このとき, 次の仮定が成り立って 1 るも

のとする.

定義 2 故障回数 $n=1,2,3,$ $\cdots$ に対する過程を記述するための定義
$X_{n}^{b}$ : 第 $n$ 回目の稼働時のシステムの年齢
$X_{n}^{f}$ : 第 $n$ 回目の故障時のシステムの年齢;

$T_{n}$ : 第 $n$ 回目の故障時までの総稼働時間 ;

$\tau_{n}$ : 第 $n$ 回目の連続稼働期間;

$a_{n}$ : 第 $n$ 回目の故障に対して採用された決定
$H\text{嫁}=$ ( $X_{1}^{b}$ , $X_{1}^{f},$

$a_{1},$
$X_{2}^{b},$ $X_{2}^{f},$

$a_{2}$嫁., $X_{n}^{b},$ $X_{n}^{f},$ $a_{n}$ ), 第 $n$ 回目の決定までの履歴. 口

仮定 1(A1): $0<p_{1}<P2\leq 1$ ;

(A2): $0<c_{1}<c_{2;}$

(A3): $\lambda(x)$ は $x$ (こ関して非減少である, すなわち, $\lambda(x_{1})\leq\lambda(x_{2}),$ $\forall x_{1},$ $x_{2}\in\Re+,$ $x_{1}\leq x_{2}$ , である.

この性質を $IFR$ と呼ぶ;

(A4): $p_{1}c_{2}-p_{2}c_{1}<0$ . 口

このうち仮定 4 は有限な値の切り替え点が存在するための必要条件である.
システムの保全は次のようにして行われる. 保全活動としては故障時の修理のみを扱う. また, 保全

に要する時間は無視できるほど短いものとする. システムの年齢力
$\grave{\grave{\mathrm{a}}}$

$X_{n}^{f}$ の#寺 [こ第 $n$ 回目の故障力 $\grave{\grave{\backslash }}$起こり,

この故障に対して決定 $a_{n}$ が選択されたとする. その結果, 修理費用 $c_{a_{n}}$ 力\leq 発生し, $Pa_{n}$ の再生確率を持つ

不完全修理が施される. すなわち, 保全終了後, システムは確率 pa。で年齢 0 力 $>$ ら, また, 確率 $1-p_{a_{n}}$

で年齢 $X_{n}^{f}$ から稼働し始めるものとする. このようにして $n+1$ 回目にシステムカ\leq 稼働し q台めたときの

年齢を $X_{n+1}^{b}$ で表すこととする. 最初にシステムが稼働し始めたときの年齢を $X_{1}^{b}=x$ とすると, $\text{第}n$

回目の稼 H時間は確率変数 $\tau_{n}=X_{n}^{f}-X_{n}^{b}$ で表される. ここで, $n=1,2,$ $\ldots$
である. 第 $n$ 回目の故障ま

での総稼働時間は $T_{n}= \sum_{k=1}^{n}\tau_{n}$ で表される. 我々の目的は, 期待時間平均費用規範

$\phi_{\pi}(x)=\lim_{narrow}\sup_{\infty}\{\frac{E_{\pi}[\sum_{k=1}^{n}c_{a_{k}}|X_{1}^{b}=x]}{E_{\pi}[\sum_{k=1}^{n}\tau_{k}|X_{1}^{b}=x]}\}$ (1.1)
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の下で期待時間平均費用を最小にする政策 $\pi^{*}$ を見っけだすことにある. ここで政策 $\pi$ とは, 過去の履
歴 $H_{n}$ を考慮して $n$ 回目の決定 $a_{n}$ を選ぶことの出来る任意の選択法則の集合�の元である.

$\cdot$

さて, 故障率さえ定義されれば, 信頼度関数 $\overline{F}(x)$ およびその確率密度関数 $f(x)$ は故障率にょって白
動的に次のように与えられる.

$\overline{F}(x)=\exp\{-\int_{0}^{x}\lambda(y)dy\}$ , $f(x)= \frac{f(x)}{\overline{F}(x)}\overline{F}(x)=\lambda(x)\overline{F}(x)$ . (1.2)

以上のシステムに対して Ross (1970) および瀬川・大西 (2001) Gこよって政策の最適性を判定するため
の定理が与えられる、

定理 1(最適性方程式) もし, 相対値関数と呼ばれるある有界な関数 $v(x)$ とある定数 $g$ が存在して

$v(x)$ $=$ $\min_{i\in\{1,2\}}\{$果 $+p_{i} \{\int_{0}^{\infty}v(y)f(y)dy-g\int_{0}^{\infty}\overline{F}(y)dy\}$

$+ \frac{1-p_{i}}{\overline{F}(x)}\{\int_{x}^{\infty}v(y)f(y)dy-g\int_{x}^{\infty}\overline{F}(y)dy\}\}$ , $x\in S$,
(1.3)

を満たすならば, システムの状態が $x$ であるときに, 上式の右辺を最小化する決定にょって構成される
任意の政策 $\pi^{*}$ は

$\phi_{\pi}\cdot(x)=g=\min_{\pi\in\Pi}\phi_{\pi}(x)$ , $\forall x\in S$ , (1.4)

を満たす. このような $v$ および $g$ を最適な相対値関数および最適な平均費用と呼ぶ. 口

さて, このようなシステムに対して瀬川・大西 (2001) は最適な相対値関数 $v^{*}(x)$ を

$v^{*}(x)=\{$

$\frac{\mathrm{c}_{1}}{p_{1}}-\frac{1-p_{1}}{p_{1}}c_{1}\overline{F}^{-p1}(x)+(1-p_{1})g^{*}\overline{F}^{-p_{1}}(x)\int_{0}^{x}\overline{F}^{p1}(y)dy$, $x\in[0, t^{*}]$ ,

$\frac{c_{2}}{p_{2}}-(1-p_{2})g^{*}\overline{F}^{-p2}(x)\int_{x}^{\infty}\overline{F}^{p2}(y)dy$ , $x\in(t^{*}, \infty)$ . 口
(1.5)

のように陽に与えることによって, これが最適性方程式を満たし, 故障したシステムの年齢が $[0, t^{*}]$ の

間にあるときには修理 $R_{1}$ を, $(t^{*}, \infty)$ の間にあるときには修理 $R_{2}$ を選択することが最適であること, す
なわち, t一政策が最適であることを証明した. ここで, $t^{*}$ は

$z(x)=- \frac{(p_{1}c_{2}-p_{2}c_{1})\overline{F}^{p2}(x)\int_{0}^{x}\overline{F}^{p1}(y)dy}{p_{2}(p_{2}-p_{1})\int_{x}^{\infty}\overline{F}^{p2}(y)dy}-\frac{p_{1}c_{2}-p_{2}c_{1}}{p_{1}(p_{2}-p_{1})}\overline{F}^{p1}(x)-\frac{c_{1}}{p_{1}}$, (1.6)

と置くとき, $z(x)=0$ の解であり, $g^{*}$ }まこの $t^{*}$ を用 $|_{\sqrt}\mathrm{a}$て

$g^{*}= \frac{(p_{1}c_{2}-p_{2}c_{1})\overline{F}^{p1}(t^{*})+(p_{2}-p_{1})c_{1}}{p_{1}(p_{2}-p_{1})\int_{0}^{t^{\mathrm{s}}}\overline{F}^{p1}(y)dy}=-\overline{p_{2}(p_{2}-p_{1})\int_{t^{*}}^{\infty}\overline{F}^{p2}(y)dy}$

. (1.7)
$(p_{1}c_{2}-p_{2}c_{1})\overline{F}^{p2}(t^{*})$

のように与えられる定数である. さらに,

$z’(x)$ $=$ $- \{\frac{p_{1}c_{2}-p_{2}c_{1}}{p2(p_{2}-p_{1})(\int_{x}^{\infty}\overline{F}^{p2}(y)dy)^{2}}\}$

$\cross\{\overline{F}^{p2}(x)\int_{0}^{x}\overline{F}^{p_{1}}(y)dy+\overline{F}^{p_{1}}(x)\int_{x}^{\infty}\overline{F}^{\mathrm{P}2}(y)dy\}\{\overline{F}^{p2}(x)-p_{2}\lambda(x)\int_{x}^{\infty}\overline{F}^{p2}(y)dy\}$

$=$ $-(p_{1}c_{2}-p_{2}c_{1})C^{+}(x)\theta(x,p_{2})>0$ ,
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のように与えられることから, $z(x)$ は厳密に単調増大であり, $z(0)<0$ および $z(\infty)=\infty$ であることに

より, $z(x)=0$ の解は唯一であることが保証される. ただし, $C^{+}(x)$ はある正の値をとる関数である.

また, $\theta(x,p)$ は $0<p\leq 1$ のとき

$\theta(x,p)=\overline{F}^{p}(x)-p\lambda(x)\int_{x}^{\infty}\overline{F}^{p}(y)dy$ , (1.9)

で定義される値であり, 形状パラメータが 1 より大きい Weibull 分布に対しては正の値をとる.

以上のように, $z(x)$ と $z’(x)$ の値が陽に与えられることから, それらの値を数値的に求めることが出

来ればニュートン法によって $t^{*}$ の値を計算することが出来る.
次に, この数値計算の手順を示し, 計算結果に基づいて考察を行う.

2 数値計算

この節では, 故障率が Weibull分布に従うとき, 不完全ガンマ関数の級数展開を利用することにより,

最適な切り替え点の値を数値的に求めることが出来ることを述べ, その結果について考察する.

まず, 一般的な Weibull分布の表現を与える.

定義 3(Weibull 分布) 形状パラメータ $m>1$ , および, 尺度パラメータ $\eta>0$ を持つ We祐$ull$分布の

故障率, 確率密度関数, 信頼度関数は次のように与えられる.

$\lambda(x)=\frac{m}{\eta}(\frac{x}{\eta})^{m-1}$ , $f(x)= \frac{m}{\eta}(\frac{x}{\eta})^{m-1}e^{-(x/\eta)^{m}}$ , $\overline{F}(x)=e^{-(x/\eta)^{m}}$ . $\text{口}$ (2.1)

続いて, ガンマ関数, および, 不完全ガンマ関数の定義を与える.

定義 4(ガンマ関数, および, 不完全ガンマ関数) $a>0$ に対するガンマ関数 $\Gamma(a)$ , および, $a>0,$ $x\geq$

$0$ に対する不完全ガンマ関数 $G(a, x)$ は次の通りである.

$\Gamma(a)=\int_{0}^{\infty}e^{-t}t^{a-1}dt$ , $G(a, x)= \int_{0}^{x}e^{-t}t^{a-1}dt$ . (2.2)

さらに,
$\overline{G}(a, x)=\Gamma(a)-\overline{G}(a, x)=\int_{x}^{\infty}e^{-t}t^{a-1}dt$ . (2.3)

を与える. 口

以上の定義により, 信頼度関数の $p$ 乗の定積分を不完全ガンマ関数によって表現すること力
$\grave{\grave{\mathrm{a}}}$出来る.

$\int_{0}^{x}\overline{F}^{p}(y)dy=\int_{0}^{x}e^{-p(y/\eta)^{m}}dy=\frac{\eta}{mp^{1/m}}\int_{0}^{p(x/\eta)^{m}}e^{-t}t^{\frac{1}{m}-1}dt=\frac{\eta}{mp^{1/m}}G(\frac{1}{m},p(\frac{x}{\eta})^{m})$ , (2.4)

$\int_{x}^{\infty}\overline{F}^{p}(y)dy=\frac{\eta}{mp^{1/m}}\overline{G}(\frac{1}{m},p(\frac{x}{\eta})^{m})$ . (2.5)

一方, 奥村 (1991) から, 不完全ガンマ関数の級数展開が次のよう}こ与えられる.

$G(x, a)=e^{-x}x^{a} \sum_{n=0}^{\infty}\frac{x^{n}}{a^{\overline{n+1}}}$ , for $\circ\leq x<<a$ , (2.6)
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$\overline{G}(x, a)=e^{-x}x^{a}\sum_{n=0}^{\infty}\frac{(1-a)^{\overline{n}}}{(n+1)!l_{n}l_{n+1}}$, for a<<xフ

ここで, $l_{n}=L_{n}^{(-a)}(-x)$ ?ま Laguerre の漸化式であり

(2.7)

$l_{0}=1$ , $l_{1}=x+1-a$ , $l_{n}=((n-a-1)(l_{n-1}-l_{n-2})+(n+a)l_{n-1})/n$ , (2.8)

によって与えられる. ただし, $x^{\overline{n}}=x(x+1)(x+2)\cdots(x+n-1)$ である. 上記の不完全ガンマ関数の
級数展開から指数項を分離したものを

$K(a, x)= \sum_{n=0}^{\infty}\frac{x^{n}}{a^{\overline{n+1}}}$ , for $0\leq x<<a$ , (2.9)

$\overline{K}(a, x)=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{(1-a)^{\overline{n}}}{(n+1)!l_{n}l_{n+1}}$ , for $a\ll x$ , (2.10)

のように与える. これによって, 不完全ガンマ関数は次のように書き直すことが出来る.

$e^{-x}x^{a}K(a, x)=G(a, x)=\Gamma(a)-\overline{G}(a, x)$ , for $0\leq x<<a$ , (2.11)

$e^{-x}x^{a}\overline{K}(a, x)=\overline{G}(a, x)=\Gamma(a)-G(a, x)$ , for $a\ll x$ . (2.12)

ここでこのような表現が必要になる理由は, $z(x),$ $z’(x)$ ともに $x$ が $a$ に比べて十分に大きいときには,
$z(x),$ $z’(x)$ の分母および分子に現れる $\overline{G}(a, x)$ の $x$ に対する指数部が強く作用し, コンピュータのメモ
リー上の有効桁数が小さくなることによって, $z(x),$ $z’(x)$ の収束が不安定になるからである. その対策
として, $x$ が $a$ に比べて十分に大きいときには, 分母子でその指数部を消去することにょって収束を安
定させることとする.
ニュートン法のアルゴリズムは次のように表現される.

最適な切り替え点 $t^{*}$ を求めるアルゴリズム
Step 0(初期化):x(0) $:=1,$ $x^{*}=x^{(0)},$ $k=\mathrm{I}$

Step $\mathrm{k}:x^{(k+1)}=x^{(k)}-,\frac{z(x^{(k)})}{z(x^{(k)})}$

if $|x^{(k+1)}-x^{*}|<10^{-10}$

then Stop. $x^{*}$ is optimal.
else $x^{*}=x^{(k+1)}$ . Let $k:=k+1$ and Go to Step $\mathrm{k}$ .

Where
$a_{1}:= \frac{1}{m}$ $x_{1}:=p_{1}( \frac{x}{\eta})^{m}$ , $x_{2}:=p_{2}( \frac{x}{\eta})^{m}$ , (2.13)

if $0\leq X2<1+a_{1}$ , then

$z(x):=- \frac{(p_{1}c_{2}-p_{2}c_{1})(p_{2}/p_{1})^{a_{1}}e^{-x_{2}}G(a_{1},x_{1})}{p_{2}(p_{2}-p_{1})\overline{G}(a_{1},x_{2})}-\frac{p_{1}c_{2}-p_{2}c_{1}}{p_{1}(p_{2}-p_{1})}e^{-x_{1}}-\frac{c_{1}}{p_{1}}$, (2.14)

$z’(x):=- \frac{p_{1}c_{2}-p_{2}c_{1}}{p_{2}(p_{2}-p_{1})}\{\frac{(p_{2}/p_{1})^{a_{1}}e^{-x_{2}}G(a_{1},x_{1})}{\overline{G}(a_{1},x_{2})}+e^{-x_{1}}\}\{\frac{mp_{2}^{a_{1}}e^{-x_{2}}}{\eta\overline{G}(a_{1},x_{2})}-\frac{mp_{2}x^{m-1}}{\eta^{m}}\}$ , (2.15)

if $1+a_{1}\leq x_{2}$ , then

$z(x):=- \frac{(p_{1}c_{2}-p_{2}c_{1})(p_{2}/p_{1})^{a_{1}}G(a_{1},x_{1})}{p_{2}(p_{2}-p_{1})x_{2}^{a_{1}}\overline{K}(a_{1},x_{2})}-\frac{p_{1}c_{2}-p_{2}c_{1}}{p_{1}(p_{2}-p_{1})}e^{-x_{1}}-\frac{c_{2}}{p_{1}}$ , (2.16)

$z’(x):=- \frac{p_{1}c_{2}-p_{2}c_{1}}{p_{2}(p_{2}-p_{1})}\{\frac{\eta G(a_{1},x_{1})}{xp_{1}^{a_{1}}\overline{K}(a_{1},x_{2})}+e^{-x_{1}}\}\{\frac{m}{x\overline{K}(a_{1},x_{2})}-\frac{mp_{2}x^{m-1}}{\eta^{m}}\}$ . (2.17)
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1) 形状パラメータ $\mathrm{m}=2$ , 尺度パラメータ $\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}=1$ に対応する v\star および $\mathrm{z}$ のグラフ.

最適な相対値関数一 (幻およひ z(幻のグラフ

$\mathrm{i}j($

.
$–\mathrm{z}(\mathrm{x})-|$

$-\mathrm{v}*(\mathrm{x})_{\mathfrak{l}}^{1}--|$

x:故障梼のシステムの年齢

2) 最適な切り替え年齢 t”の形状パラメータ $\mathrm{m}$ , および, 尺度パラメータ $\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}$ に対する値.

$\mathrm{m}.\cdot$ shape parameter (形状パラメー 5)

m=分布のなだらかさ (m が大きいと分散が小さく, 平均故障時間が短くなる)
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ta=時間縮尺 ( $\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}$ が大きいと長命に)

$\mathrm{p}\mathrm{l}*\mathrm{c}2-\mathrm{p}2*\mathrm{c}\mathrm{l}=-8333$

パラメータ $\mathrm{m}$ . 耐 $\mathrm{a}$による切り替え点の変化

$|^{arrow 0.5}(‘$

$\wedge 1$

一森 1 .5
2

一米 2 .5

$||arrow 3--3.5|^{1}||$

$-4$
–4.5 $|$

$|--\#-\underline{5}--$ 」

3) 最適な時間平均費用 g\star の $\mathrm{m}$ , および, $\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}$ に対する値.

$\mathrm{m}\cdot$. shape parameter (形状パラメータ)

eta=時間縮尺 ( $\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}$ が大きいと長命に)
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パラメータm.otaによる最適平均費用 $\mathrm{g}*$の変化

1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
$\mathrm{m}$ :形状バラメータ

ニュートン法は, 数回の繰り返しで 10.10 以下の精度で収束した.

最適な切り替え点 kの値は, パラメータ $\mathrm{m}$ に関して単調に減少し, また, パラメータ eta
に関しても単調に減少する傾向を示した.

最適な時間平均費用 g”は, パラメータ $\mathrm{m}$ に関して単調に増加し, また, パラメータ eta
に関しても単調に増加する傾向を示した.

今後の研究方向として, 実際のデータとの比較を試みようと考えている. 例えば, 車の

修理問題を考えるならば, 利用者は実際にどのような保全行動を行っているのかのデータ

に基づいてパラメータを推定し, 現実に支払っている費用と, この計算で求めた理論的な

最適費用との比較を行って, 消費者の行動の最適性について検討することは大変に興味深

いことと考えている.
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