
貢献度に基づく協カゲームの解とその応用*

大阪大学大学院工学研究科
鶴見昌代 (Masayo Tsurumi) 谷野哲三 (Tetsuzo Tanino)

乾口雅弘 (Masahiro Inuiguchi)
Graduate School of Engineering, Osaka Univ.

1. はじめに
協カゲームにおける解概念に, Shapley 値や Banzhaf 値がある. これらは, それぞれ各
順列または各提携が等確率で成立するという仮定に基づいた, 各プレイヤーの限界貢献
度の期待値であると考えられる. また, 投票が行われる状況を協カゲームとして定式化し
たものが投票ゲームであり, プレイヤーの発言力を分析する投票力指数として, Shapley
値や Banzhaf 値を投票ゲームに適用した Shapley-Shubik 指数や Banzhaf 指数が考えら
れている. しかし, 実際には順列や提携が等確率で成立するとは限らないので, このよ
うな非対称性を扱うための協カゲームの解として, 確率値やランダム順序値 [5], 重みつ
き Shapley 値や重みつき Banzhaf値が提案された.
また, 投票ゲームにおいては, 各プレイヤーや議案のイデオロギーを選好空間に配置

することにより, 選好空間に基づいた非対称な指数が考えられており [4], それに基づい
て実際の日本の参議院における政党の投票力の分析を行った研究がある [3]. 近年松井.
上原は, 選考空間を導入せずに分析できる Shapley 指数を用いた非対称な投票力指数を
提案し, 公理化と日本の参議院における政党の投票力の分析を行った [2]. また, 遠藤ら
[1] は, Banzhaf 指数を用いた非対称な投票力指数を提案し, 1998 年と 1999 年のデータ
を導出し, 参議院の投票力を測定した.
本研究では, 非対称な協カゲームの値について扱う. 順列や提携を含むような基準の概

念を考え, 各基準におけるプレイヤーの限界貢献度の概念を導入する. 各基準が生じる
確率, あるいは重みに, その基準におけるプレイヤーの限界貢献度を乗じたものの和を
限界貢献度の加重和として提案する. この値は, 順列や提携などの限界貢献度の基準が
確率分布にしたがって生じる場合には各プレイヤーの限界貢献度の期待値となる. さら

に, これを全体合理性を満たすように基準化したものを新しい解として提案する. この

解概念を公理化し, 性質を明らかにする. この解の一つを用いて, 実際の日本の参議院
における政党の影響力を評価する.

2. 既往の研究
$N=\{1,2, \ldots, n\}$ をプレイヤーの集合とする. このとき, $v(\emptyset)=0$ を満たす $v:P(N)arrow \mathbb{R}$

は, 協カゲーム, あるいは単にゲームとよぼれる. すべてのゲームの集合を $G$ とかく.

定義 1 次式が成り立つとき, ゲーム $v$ はゼロ単調であると言われる.

$v(S) \geq v(T)+\sum_{s\backslash T}v(\{i\})$
, $\forall S,$ $T,$ $T\subseteq S\subseteq N$ .

また, 任意の提携 $R\subseteq N$ に対して, つぎのようなゲームを定義する.

$w_{R}(S)=\{$
1, if $S\supseteq R$ ,
0, otherwise.

$*$ この研究の一部は, 日本学術振興会特別研究員奨励費による援助を受けています.
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定義 2 つぎをみたす $x\in \mathbb{R}^{n}$ は, それぞれ個人合理的, 全体合理的であると言われる.
1. $x_{i}\geq v(\{i\})$ ,
2. $\sum_{i\in N}x_{i}=v(N)$ .
全体合理的な $x\in \mathbb{R}^{n}$ は準配分とよぼれ, 個人合理的な準配分 $x\in \mathbb{R}^{n}$ は配分とよぼれる.

任意の $S\subseteq N$ に対して, $s=|S|$ とするとき全単射 $\pi_{S}$ : $Sarrow\{1,2, \ldots, s\}$ を提携 $S$

における順列とし, この順列の集合を $\Pi(S)$ と表す. 混乱の恐れがない場合には, $N$ に

おける順列を単に順列とよぶ. $i\in N$ に対して $P(\pi, i)=\{j\in N|\pi(j)<\pi(i)\}$ とすると
き, プレイヤー $i$ の提携 $S$ における限界貢献度 $C_{i}(v)(S)$ および順列 $\pi$ における限界貢
献度 $m_{i}(v)(\pi)$ はつぎのように定義される.

$C_{i}(v)(S)=v(S\cup\{i\})-v(S\backslash \{i\})$ ,
$m_{i}(v)(\pi)=v(P(\pi, i)\cup\{i\})-v(P(\pi, i))$ .

つぎで定義される $\phi_{i}(v)$ と $\beta_{i}(v)$ は, それぞれゲーム $v$ におけるプレイヤー $i$ の Shapley
値, 絶対 Banzhaf値とよばれる.

$\phi_{-i}(v)$ $=$
$\sum_{\pi\in\Pi(N)}\frac{1}{n!}\cdot m_{i}(v)(\pi)$ ,

$\beta_{i}(v)$ $=$
$\sum_{s\subseteq N}\frac{1}{2^{n}}\cdot C_{i}(v)(S)$ .

Shapley/絶対 Banzhaf 値は, 各順列/提携が生じる確率が等しいと考えたときの限界貢
献度の期待値といえる. また, $\sum_{j\in N}\beta_{j}(v)\neq 0$ をみたす $v$ に対して定義される $\hat{\beta}_{i}(v)=$

$\{v(N)/\sum_{j\in N}\beta_{j}(v)\}\cdot\beta_{i}(v)$ は (正規化) Banzhaf 値とよぼれる. 一般の協カゲームにお
いて, 提携が生じる確率が異なる場合に適用可能な限界貢献度に基づく解に, 確率値と
よばれる解概念がある. 確率値はつぎのように定義される.

定義 3([5]) つぎの値は 2N制上の確率分布乃が与えられたときの確率値とよぼれる.

$\chi_{i}(v;p_{i})=\sum_{S\subseteq N\backslash \{i\}}p_{i}(S)\cdot C_{i}(v)(S)$

乃 (S) は $i$ が $S$ に参加する確率と考えることができる. また, 順列が生じる確率に基
づく解に, 確率値の特殊形であるランダム順序値がある.

定 $\mathrm{g}$ $4([5])$ つぎの値は� (N) 上の確率分布 $p$ が与えられたときのランダム順序値とよ
ばれる.

$\xi_{i}(v;p)=\sum_{\pi\in\Pi(N)}p(\pi)\cdot m_{i}(v)(\pi)$
.

また, 任意の $S\subseteq N$ に対して $v(S)\in\{0,1\}$ で, 任意の $S\subseteq T\subseteq N$ に対して
$v(S)\leq v(T)$ で, $v(N)=1$ を満たす協カゲームは, 投票ゲームとよばれる. 投票ゲーム
に適用した $\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{y}/\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{z}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{f}$ 値は Shapley-Shubik/Banzhaf 指数と呼ばれる. また, 投
票ゲームにおいて提携が生じる確率が異なる場合を扱うため, 松井・上原はプロファイ
ルに基づ $\langle$ Shapley 指数を考えた [2]. 松井・上原が提案した指数をそのまま一般の協力
ゲームに適用すると, つぎのような定義が得られる.
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定義 5([2]) $p\ovalbox{\tt\small REJECT} 2^{N}arrow[0,1]$ をプロファイノレとし, $\phi_{i}(v)[S]$ をゲーム $v$ と $S$ における $i$

の Shapley 値とする. すなわち, $\phi_{i}(v)[S\ovalbox{\tt\small REJECT} 1/s\ovalbox{\tt\small REJECT}\cdot\sum.$ $m_{i}(v)(\pi s)$ とする. このとき,
つぎで定義される $\rho \mathrm{t}(v;p)$ をプロファイル $p$ が与えられたときの $MU$値とよぶ.

$\rho_{\dot{l}}^{\phi}(v;p)=\sum_{s\subseteq N}p(S)\cdot\phi_{\dot{l}}(v)[S]$

遠藤らは, プロファイルに基づく Banzhaf指数を提案した. この指数をそのまま一般
の協カゲームに適用したものがつぎである.

定義 6([1]) $p:2^{N}arrow[0,1]$ をプロファイノレとし, $\beta_{\dot{l}}(v)[S]$ をゲーム $v$ と $S$ における $i$

の Banzhaf値とする. すなわち, $\beta.\cdot(v)[S]=1/2^{s}\cdot\sum_{T\subseteq S}C_{i}(v)(T)$ とする. このとき, つ
ぎで定義される $\mu_{1}$. $(v;p)$ をプロファイル $p$ が与えられ $.\sim$ ときの $ESA$ 値とよぶ.

$\mu_{\dot{l}}(v;p)=\sum_{s\subseteq N}p(S)\cdot\beta_{\dot{l}}(v)[S]$

また, 投票ゲームの特殊形として重みつき多数決ゲームがある. これは, 各プレイヤー
$i$ に重み $w$: が与えられ, 割り当て数 $q \geq\sum_{:\in N}w:/2$ が与えられているときに, つぎで定
義される投票ゲームである.

$v(S)=\{\begin{array}{l}1\sum_{\dot{\iota}\in S}w_{\dot{l}}\geq q0, Z\chi\iota \mathrm{l}^{\backslash }I_{\backslash }\theta \mathrm{Y}\end{array}$

3. 加重和限界貢献度と限界型非対称解

3.1. 加重和限界貢献度, 限界型非対称解と関連概念の定義

順列や提携などのように, プレイヤーの限界貢献度の基準となりうるものを一般に $x$ と

表し, 基準 $x$ の集合を $X(|X|<\infty)$ と表す. このとき, 各基準 $x\in X$ にーっの提携を
対応させる適当な関数 $f_{i}^{X}$ : $Xarrow P(N)$ を考えたとき, $i\in N$ の $x\in X$ に関する限界貢
献度 $D_{\dot{l}}^{X}(v)(x)$ を

$D_{i}^{X}(v)(x)=v(f^{X}\dot{.}(x)\cup\{i\})-v(f_{\dot{l}}^{X}(x)\backslash \{i\})$

で定義する. 限界貢献度 $D_{\dot{l}}^{X}(v)(x)$ は, $X=\Pi(N)$ ととったとき $D_{i}^{\Pi(N)}(v)(\pi)=v(P(\pi, i)\cup$

$\{i\})-v(P(\pi, i))=m_{i}(v)(\pi)$ となり, $X=P(N)$ ととったとき $D_{\dot{l}}^{P(N)}(v)(S)=v(S\cup\{i\})-$

$v(S\backslash \{i\})=C_{\dot{l}}(v)(S)$ となる. また, 関数 $p^{X}$ : $Xarrow \mathbb{R}_{+}=\{r\in \mathbb{R}|r\geq 0\}$ を $X$ 上のプロ

ファイルと考える. 確率分布をプロファイルとして考えることができることに注意しておく.
また, 任意の $X$ と $G’\subseteq G$ に対して, $[G’ \cross P][X]=\{(v,p^{X})\in G’\cross P^{X}|\sum_{j\in N}\eta_{j}(v;p^{X})\neq$

$0\}$ とし, 任意の $(v,p^{X})\in[G’\cross P][X]$ に対して, $e[v,p^{X}]=v(N)/ \sum_{j\in N}\eta_{j}(v;p^{X})$ とす
る. このとき, 限界貢献度とプロファイルに基づく非対称な協カゲームの解をっぎのよ
うに定義する.

定義 7 任意の $G’\subseteq G$ と任意の $X$ が与えられたとき, 任意の $v\in G’$ と任意の $p^{X}\in P^{X}$

に対してつぎで定義される値をゲーム $v$ における $p^{X}$ に対する加重和限界貢献度とよぶ.
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$\eta_{i}^{X}(v;p^{X})=\sum_{x\in X}p^{X}(x)\cdot D_{i}^{X}(v)(x)$
. (1)

$\eta_{i}^{X}$ は $G’\cross P^{X}$ 上の関数と考えられるので, 加重和関数とよぶ. また, 任意の $(v,p^{X})\in$

$[G’\cross P][X]$ に対してつぎで定義される値を限界型非対称解とよぶ.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i}^{X}(v;p^{X})=e[v,p^{X}]\cdot\eta_{i}^{X}(v;p^{X})$ . (2)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は $[G’\cross P][X]$ 上の関数と考えられるので, 非対称解関数とよぶ.

また, 限界型非対称解は, つぎのようにプロファイルを変換したときの加重和限界貢
献度となる.

注意 1 任意の $(v,p^{X})\in[G’\cross P][X]$ に対して, プロファイル $\hat{p}$ を任意の $x\in X$ につい

て $\hat{p}^{X}(x)=e[v,p^{X}]\cdot p^{X}(x)$ と定義する. このとき, 限界型非対称解はつぎのように表現
できる.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i}^{X}(v;p^{X})$ $=$
$\sum_{x\in X}\hat{p}^{X}(x)\cdot D_{i}^{X}(v)(x)$

このことから, 限界貢献度型非対称解は, プロファイルを $\hat{p}^{X}(x)=e[v,p^{X}]\cdot p^{X}(x)$ に

よって変換したときの加重和限界貢献度であることがわかる. ここで任意の $x\in X$ に対

して $p^{X}(x)$ が等しい場合をつぎのように定義する.

定義 8 プロファイル $p^{X}(x)$ が任意の $x\in X$ に対して等しい値をとるとき, 対称である

という. 加重和限界貢献度 fl恨界型非対称解は, 対称なプロファイルが与えられたとき対
称であるという.

$X$ の範囲を制限したときの解概念として, つぎのような定義を与える.

定義 9 $\Pi(N)$ と $p^{\Pi(N)}$ が与えられたときの加重和限界貢献度鷹界型非対称解を Shapley
型加重和限界貢献度 $/\beta$恨界型 Shapley 値とよぶ. すなわち, $i$ の Shapley 型加重和限界貢
献度 $\eta_{i}^{\Pi(N)}(v;p^{\Pi(N)})$ はつぎのように表される.

$\eta_{i}^{\Pi(N)}(v;p^{\Pi(N)})=$ $\sum p^{\Pi(N)}(\pi)\cdot m_{i}(v)(\pi)$ .
$\pi\in\Pi(N)$

$X$ が提携の集合 $P(N)$ に制限された場合については, つぎのように定義する.

定義 10 $P(N)$ と $p^{P(N)}$ が与えられたときの加重和限界貢献度 fl恨界型非対称解を Banzh4
型加重和限界貢献度 fl恨界型 Banzh4値とよぶ. すなわち, $i$ の Banzh4型加重和限界貢
献度 $\eta_{i}^{P(N)}(v;p^{P(N)})$ はつぎのように表される.

$\eta_{i}^{P(N)}(v;p^{P(N)})=\sum_{s\subseteq N}p^{P(N)}(S)\cdot C_{i}(v)(S)$
.
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32. 加重和限界貢献度と他の解の関係
加重和限界貢献度について, 他の解概念との関係を議論する. Shapley 型加重和限界貢献
度と $\mathrm{M}\mathrm{U}$ 値の関係と Shapley 型加重和限界貢献度と ESA 値の関係につぃては, それぞ
れつぎの命題が成り立つ.

命題 1 $P_{k}(\pi)=\{i\in N|\pi(i)\leq k\}$ とする. $MU$ 値 $\rho_{i}^{\phi}(v;p)$ は, 任意の $\pi\in\Pi(N)$ に対
して $p^{\Pi(N)}( \pi)=\sum_{k=1}^{n}.p(P_{k}(\pi))/\{(n-k)!\cdot k!\}$ で定義される $p^{\Pi(N)}$ が与えられたときの
加重和限界貢献度である. すなわち, $MU$値 $\rho_{i}^{\phi}(v;p)$ は, っぎのように表される.

$\rho_{i}^{\phi}(v;p)=\sum_{\pi\in\Pi(N)}\sum_{k=1}^{n}\frac{p(P_{k}(\pi))}{(n-k)!\cdot k!}\cdot m_{i}(v)(\pi)$ .

命題 2 $ESA$ 値 $\parallel_{i}(v;p)$ は, 任意の $T\in P(N)$ に対して $p^{P(N)}(T)= \sum_{S\subseteq N,S\supseteq T}p(S)/2^{s}$

で定義される $p^{P(N)}$ が与えられたときの Banzhaf型加重和限界貢献度である. すなゎち,
$ESA$ 値 $\parallel_{i}(v;p)$ は, つぎのように表される.

$\rho_{\dot{l}}^{\beta}(v;p)=\sum_{T\subseteq N}\sum_{s\subseteq N,S\supseteq T}\frac{p(S)}{2^{s}}\cdot C_{\dot{l}}(v)(T)$ .

命題 1, 命題 2 から, $\mathrm{M}\mathrm{U}$ 値, ESA 値は加重和限界貢献度が持っ性質を満たすことが
わかる. Shapley 型加重和限界貢献度と限界型 Shapley 値につぃては, っぎが成り立っ.

命題 3 プロファイルが $\sum_{\pi\in\Pi(N)}p^{\Pi(N)}=1$ をみたすとき, Shapley 型加重和限界貢献度
と限界型 Shapley 値は一致する.

注意 2 $\sum_{\pi\in\Pi(N)}p^{\Pi(N)}(x)=1$ をみたす $p^{\mathrm{n}(N)}$ が与えられたときの限界型 Shapley 値
(Shapley 型加重和限界貢献度) は, ランダム順序値である.

この注意から, ランダム順序値は限界型 Shapley 値のもっ性質をみたすことがゎかる.
また, 加重和限界貢献度と確率値の関係がっぎのように得られる.

命題 4 $H_{i}^{X}(S)=(f_{\dot{l}}^{X})^{-1}(S)\cup(f_{i}^{X})^{-1}(S\cup\{i\})$ とする. このとき, \Sigma x。$X$
$p^{X}(x)=1$ をみ

たすプロファイル $p^{X}$ に対する D�重和限界貢献度 $\eta_{\dot{l}}^{X}(v;p^{X})$ は, $p_{i}(S)= \sum_{x\in H^{X}(S)}\dot{.}p^{X}(x)$

としたときの確率値となる. すなわち, 加重和限界貢献度 $\eta_{\dot{l}}^{X}(v;p^{X})$ は, っ $\text{き^{}\backslash }\backslash$のように
表される.

$\eta_{i}^{X}(v;p^{X})=\sum_{S\subseteq N\backslash \{i\}x\in}\sum_{H^{X}(S)}.\cdot p^{X}(x)\cdot C_{i}(v)(S)$

このことから, 加重和限界貢献度は確率値の性質をすべて満たすことがゎかる. また’
限界型 $\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{y}/\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{z}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{f}$ 値と通常の $\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{y}/\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{z}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{f}$ 値との関係も, っぎのように得ら
れる.

注意 3 対称な限界型 Shapley$/Banzhaf$値は, プロファイルが $\sum_{x\in X}p^{X}(x)=1$ を満たす
とき, 通常の $Shapley/Banzhaf$値に一致する.

また, つぎの命題も成り立つ.
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1. ゲームがゼロ単調でプロファイル $p^{X}$ が D。$X$
$p^{X}(x)\geq 1$ を満たすならば, カ\Pi 重和

限界貢献度は個人合理的である.
2. $\sum_{j\in N}\sum_{x\in X}p^{X}(x)\cdot D_{j}^{X}(v)(x)=v(N)$ ならば, 加重和限界貢献度は準配分である.

3. 限界型非対称解は準配分である.

4. ゲームがゼロ単調で, プロファイル $p^{X}$ が $v(N) \sum_{x\in X}p^{X}(x)\geq\sum_{x\in X}p^{X}(x)\sum_{j\in N}D_{j}^{X}(v)(x)$

を満たすとき, 限界型非対称解は配分である.
5. ゲームがゼロ単調ならぼ, 限界型 Shapley 値は HE分である.
6. $p^{X}(x)>0$ となる任意の基準 $x$ において $D_{i}^{X}(v)(x)=1$ となるプレイヤーが 2人以
上存在しないなら, 投票ゲームに対する限界型非対称解は配分である.

7. ゲームが凸で, プロファイノレ $p^{X}$ が $\sum_{x\in X}p^{X}(x)=1$ を満たすならぼ, 限界型 Shapley
値 (Shapley 型限界貢献度の加重和) はコアの要素である.

3.3. 加重和限界貢献度と限界型非対称解の公理化
$G$ の部分集合となるような任意の集合 $G’$ と任意の基準の集合 $X$ を考える. また, $X$ 上

で定義されるすべてのプロファイルからなる集合を $P^{X}$ とかく. つぎでは, 任意の $G’,$ $X$

に対して定義できる性質を考える. つぎの記号を用意しておく.

$J_{i}^{X}(S)=\{$ $\emptyset\{,x|f_{i}^{X}(x)\supseteq S\backslash \{i\}\}$

,
$i\in Si\not\in S’$

,

公理 1 $w_{R}\in G^{J},p^{X}\in P^{X}$ ならぼ, つぎが成り立つ.

$\theta_{i}^{X}(w_{R};p^{X})=0$ , $\forall i\not\in R$ ,

$\theta_{i}^{X}(w_{R};p^{X})$ : $\theta_{j}(w_{R};p^{X})$ $=$
$\sum_{x\in J_{i}^{X}(R)}p^{X}.(x)$

:
$\sum_{x\in J_{j}^{X}(R)}p^{X}(x),$

$\forall(i,j)\in R^{2}$ .

公理 2 $v_{1},$ $v_{2},$ $c_{1}\cdot v_{1}+c_{2}\cdot v_{2}\in G’(c_{1}, c_{2}>0),p^{X}\in P^{X}$ ならば, つぎが成り立つ.

$\theta^{X}(c_{1}\cdot v_{1}+c_{2}\cdot v_{2};p^{X})=c_{1}\cdot\theta^{X}(v_{1}; p^{X})+c_{2}\cdot\theta^{X}(v_{2};p^{X})$ .

公理 3 $v\in G’,p^{X}\in P^{X}$ ならぼ, つぎが成り立つ.

$\sum_{i\in N}\theta_{i}^{X}(v;p^{X})=\sum_{i\in N}\sum_{x\in X}p^{X}(x)D_{i}^{X}(v)(x)$
.

公理 4 プロファイル $p_{\overline{x}}^{X}$ : $Xarrow \mathbb{R}_{+}$ を $p_{\overline{x}}^{X}(\overline{x})=1$ , 任意の $x\neq\overline{x}$ に対して $p_{\overline{x}}^{X}(x.)=0$ で

定義する. このとき, $v\in G’$ ならぼ, つぎが成り立つ.

$\theta_{i}^{X}(v;p_{\overline{x}}^{X})=D_{i}^{X}(v)(\overline{x})$ .

公理 5 $v\in G’,$ $p_{1}^{X},p_{2}^{X}\in P^{X},$
$c_{\mathrm{J}},$ $c_{2}>0$ ならば, つぎが成り立つ.

$\theta^{X}(v;c_{1}\cdot p_{1}^{X}+c_{2}\cdot p_{2}^{X})=c_{1}\cdot\theta^{X}(v;p_{1}^{X})+c_{2}\cdot\theta^{X}(v;p_{2}^{X})$ .
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公理 6 $w_{R}\in G’,p^{X}\in P^{X}$ ならぼ, っぎが成り立っ.

$\theta_{1}^{X}$. $(w_{R};p^{X})=\{$
$\sum_{x\in J^{X}(R)}.\cdot p^{X}(x)$ , $i\in R$ ,
0, $i\not\in R$ .

公理 7 $v,$ $c\cdot v\in G’(c>0),p^{X}\in P^{X}$ ならぼ, つぎが成り立つ.

$\theta^{X}(c\cdot v;p^{X})=c\cdot\theta^{X}(v;p\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$v_{1},$ $v_{2},$ $v_{1}+v_{2}\in G’,p^{X}\in P^{X}$ ならぼ, つぎが成り立つ.

$e[v_{1}+v_{2},p^{X}]\cdot\theta^{X}(v_{1}+v_{2};p^{X})=e[v_{1},p^{X}]\cdot\theta^{X}(v_{1}; p^{X})+e[v_{2},p^{X}]\cdot\theta^{X}(v_{2};p^{X})$ .

公理 8 $v\in G’,p^{X}\in P^{X}$ ならぼ, つぎが成り立つ.

$. \sum_{1\in N}\theta_{\dot{l}}^{X}(v;.p^{X})=v(N)$
.

公理 9 $v\in G’,p^{X}\in P^{X}$ ならば, っぎが戒り立っ.

$\theta_{i}^{X}(v;p^{X})$ : $\theta_{j}^{X}(v;p^{X})=\eta_{i}^{X}(v;p^{X})$ : $\eta_{1}^{X}$. $(v;p^{X})$ .

性質 1 $v\in G’,p^{X}\in P^{X}$ ならば, つぎが成り立つ.

$D_{\dot{l}}^{X}(v)(x)=0,\forall x\in X\Rightarrow\theta_{\dot{l}}^{X}(v;p^{X})=0$ .

性質 2 $v\in G’,p^{X}\in P^{X}$ ならぼ, つぎが成り立つ.

$v(S)\leq v(T),\forall S,T\subseteq N,$ $S\subseteq T\Rightarrow\theta^{X}.\cdot(v;p^{X})\geq 0$.

性質 3{$x\in X|$ 〆 (x) $>0$} $.\subseteq X_{b}\subseteq X$ とし, $p^{X_{b}}$ : $X_{b}arrow \mathbb{R}_{+}$ を任意の $x\in X_{b}$ に対して
$p^{X_{b}}(x)=p^{X}(x)$ と定義する. このとき, $v\in G’,p^{X}\in P^{X}$ ならぼ, つぎが成り立つ.

$\theta_{\dot{l}}^{X}(v;p^{X})=\theta_{i}^{X_{b}}(v;p^{X_{b}})$.

性質 4 $v\in G’,p^{X}\in P^{X}$ ならぼ, つぎが成り立つ. :

$\theta^{X}(v;c\cdot p^{X})=\theta^{X}(v;p^{X}),\forall c>0$.

このとき, つぎの命題が成り立つ.

命題 6 任意の $X$ , 任意の $G’\subseteq G$ が与えられたとき, $G’\cross P^{X}$ 上の加重和関数は, 性質
1, 2, 3 をみたす.

命題 7 任意の $X$ , 任意の $G’\subseteq G$ が与えられたとき, $[G’\cross P][X]$ 上の非対称解関数は,
性質 1, 2, 3, 4 をみたす.

加重和関数と非対称解関数について, つぎのような公理化を行うことによって合理性
を示すことができる.

定理 1 任意の $X$ , 任意の $G’\subseteq G$ が与えられたとき, $G’\cross P^{X}$ -\llcornerで公理 4, 5 をみたす
関数は一意に存在して, 加重和関数である.
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定理 2 $\{w_{R}\sim\neq R\ovalbox{\tt\small REJECT} N\}\ovalbox{\tt\small REJECT} G’\ovalbox{\tt\small REJECT} G$ を満たす任意の凸錐 $G’$ と任意の $X$ が与えられた

とき, $G’\mathrm{x}\mathcal{P}^{X}$ 上で公理 $\mathit{1}\ovalbox{\tt\small REJECT},$
$\mathit{3}$ をみたす関数は一意に存在して, 加重和関数である.

定理 3 $\{w_{R}|\emptyset\neq R\subseteq N\}\subseteq G’\subseteq G$ を満たす任意の凸錐 $G’$ と任意の $X$ が与えられた

とき, $G’\cross P^{X}$ 上で公理 2, 6 をみたす関数は一意に存在して, 加重和関数である.

定理 4 任意の $X$ , 任意の $G’\subseteq G$ が与えられたとき, $[G’\cross P][X]$ 上で公理 8, 9 をみた
す関数は一意に存在して, 非対称解関数である.

定理 5 $\{w_{R}|\emptyset\neq R\subseteq N\}$ を含む任意の凸錐 $G’\subseteq G$ に対して $P^{X}[G’]=\{p^{X}\in P^{X}|$

$\eta_{i}^{X}(v;p^{X})\neq 0,$ $\forall v\in G’\}$ とする. このとき, $G’\cross P^{X}[G’]$ 上で公理 1, 7,8 をみたす関数は
一意に存在して, 非対称解関数である.

4. 投票力分析への応用
日本の参議院における政党の投票力分析を行った代表的な研究には, 小野・武藤 [3] によ
るものがある. 小野・武藤は, 1989 年から 1992 年までの政党の投票行動を実際のデー
タから導出し, 選好空間に基づいて非対称な投票力を導出する方法を与え, 政党の投票
力分析を行った. また, 松井・上原 [2] は, 小野・武藤が導出した投票行動のデータを用
い, 選好空間を導入せずに $\mathrm{M}\mathrm{U}$ 指数を求めた. 遠藤らは [1] は, 1998 年と 1999 年の政
党の投票行動を導出し, この投票行動に $\mathrm{E}$ 指数を適用した.
ここでは, 遠藤らが導出した投票行動に関するデータ (表 1) を用いて, 提案した限界

型非対称解を適用することによって投票力分析を行う. なお, 表 1 では全員一致で可決
された議案は取り除かれている. この状況を政党をプレイヤー, 各政党の議席数を各プレ
イヤーの重みとみなし, 割り当て数 127 の重みつき多数決ゲームとして考える. 表 1 に
示されている各議案パターンを貢献度を測る基準とみなし, 各議案パターンが生じる確
率をプロファイルの値と考える. また, $f_{i}^{X}(x)$ を, 議案パターン $x$ において $\mathrm{Y}$ を表明し
たプレイヤーの集合あるいは $N$ を表明したプレイヤーの集合のうち, 重みの合計が 127
を越える方の集合とし, いずれの集合も重みの合計が 127 を越えない場合は空集合であ
るとする. 以上の手続きから得られた限界型非対称解を, 他の解概念によって得られた値
とともに表 2 に示した. なお, (正規化) $\mathrm{M}\mathrm{U}$ 指数と正規化 ESA 指数を計算する際には,

$\mathrm{Y}$ を表明したプレイヤーの集合の重みの合計と $N$ を表明したプレイヤーの集合の重みの
合計がいずれも 127 を超えないような議案パターンにおける Shapley 値, Banzhaf 値は
ゼロであるとみなした上で, 得られた値を正規化した. また, 松井・上原や遠藤らと同様
に議案が可決されたときは $\mathrm{Y}$ , 否決されたときは $N$ を表明したプレイヤーの集合が発言
力をもつと考えると, 議席比例を重みづけしたものが考えられる. ここではこの概念を加
重議席比例とし, これを正規化した (正規化) 加重議席比例を参考として表 2 に示して
おく.

5. おわりに

本研究では, 加重和限界貢献度と限界型非対称解を提案し, 他の解との関係を示し, い

くつかの公理化を行った. また, 限界型非対称解を実際の日本の参議院における投票力
分析に応用した.
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$\mathfrak{F}1:*-arrow\nearrow/--\ovalbox{\tt\small REJECT}-\beta\acute{\overline{\pi}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\sim}^{-}\mathrm{f}\supset.lf$6 $\star\infty^{\Delta}\acute{\tilde{\pi}}\sigma)_{\beta}^{-}\equiv\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{F}l_{\sim}^{-}\lambda\backslash 1T$
$\mathrm{E}\Gamma r\llcorner^{\backslash }\backslash (1999\not\in)[1]$

表 2: 参議院における 6 大政党の投票力 (1999 年)
$\mathbb{H}_{\acute{R}_{l}^{4}}^{1}$ $\Xi$ $\mathrm{E}$ $\mathrm{E}\exists^{\backslash }\mathrm{i}$ \nearrow B\‘Afl $\pi_{\backslash }\not\in$ $\dagger\pm \mathrm{E}$ $\mathrm{B}$ ffi

$\lambda\uparrow\backslash \mathrm{r},\Gamma\backslash$

$—\ovalbox{\tt\small REJECT}-$ffikfflJ 0.460 0.226 0.102 0.102 0.058 0.053
Shapley-Shubik $\mathrm{p}_{\mathrm{B}}\mathrm{a}\backslash$

jEae(b Banzhaf $\mathrm{P}_{\mathrm{B}}\Re$

0.667 0.067 0.067 0.067 0.067 0.067
0.750 0.050 0.050 0.050 0.050 0.050

$\ni \mathrm{E}\lambda 1\backslash \kappa,\backslash$

(iEffl{b) $\mathrm{M}\mathrm{U}$ $\mathrm{P}_{\mathrm{B}}\Re$

$\mathrm{j}\mathrm{E}\Re(\mathrm{b}$ $\mathrm{E}\mathrm{S}\mathrm{A}$ $\mathrm{P}_{\mathrm{B}}\Re$

0.628 0.077 0.205 0.002 0.044 0.044
0.571 0.099 0.224 0.003 0.052 0.052

$(\mathrm{j}\mathrm{E}\Re\{\mathrm{b})$ $\mathrm{n}\mathrm{I}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-}^{-}-\ovalbox{\tt\small REJECT}-$fflkfflI 0.599 0.153 0.126 0.002 0.051 0.069
$\mathfrak{p}fl$ ffi $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1}\ni\not\in\lambda.1\pi,\backslash ffl$

$\hat{\eta}$ 0.813 0.000 0.127 0.000 0.030 0.030
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