
BKW-Operators for Chevichev systems

新潟大学大学院 自然科学研究科 石井 隆 (TAKASHI ISHII)

1 序論

閉区間 $I=[0,1]$ 上の実数値連続関数全体のなす Banach 空間を $C(I)$ とする. $S_{k}=$

$\{1, x, x^{2}, \cdots x^{k}\}$ とし, $S_{k}$ の生成する部分空間を $\tilde{S}_{k}$ とあらわす.

本稿は, [9] がもとになっており, 試験関数族 $S_{3}$ に対する $C(I)$ 上の BKW-作用素の

ひとつの特徴付けをあたえる. また, [9] のなかで, いくつかの計算ミスを発見したので,

この場を借りて, 修正させていただきました.

2 準備と背景

定理 A([4, Korovkin]) $\{T_{n}\}_{n}$ を $C(I)$ 上の正線形作用素列で, $j=0,1,2$ に対して,

$\lim_{narrow\infty}||T_{n}x^{j}-x^{j}||=0$ をみたすとき, 任意の $f\in C(I)\}$こ対して, $\lim_{narrow\infty}||T_{n}f-f||=$

0.

Remark $C(I)$ 上の正線形作珀素とは, $f\in C(I),$ $f\geq 0\Rightarrow Tf\geq 0$ . が成立すること

をいう. また, 定理 A で $\{T_{n}\}$ が正作用素という条件は $\sup_{n\in \mathrm{N}}||T_{n}||\leq 1$ という条件で

置き換えても成立する ([10, Wulbert]).

この定理 $A$ の結論は, $\{T_{n}\}$ が与えられた仮定を満たすとき, $\{T_{n}\}$ は恒等作用素に強

収束することを主張している. 高橋先生 [6, 7, 8] は恒等作用素のほかにこのような性質

を満たす有界線形作用素にはどのようなものがあるのか, ということを問題とした.
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定義 2.1 $C(I)$ 上の有界線形作用素 $T$ が試験関数 $S_{k}$ の BKW-作用素であるとは, 次

の条件

$\lim_{narrow\infty}||T_{n}||=||T||$ , $narrow\ovalbox{\tt\small REJECT}||T_{n}h-Th||=\mathrm{O}$ for each $h\in S_{k}$ .

を満たす有界線形作用素列 $\{T_{n}\}_{n}$ に対して,

$||T_{n}f-Tf||arrow 0f^{orevery}f\in C(I)$ .

が成立することと定義し, これを満たす有界線形作用素全体を $BKW(C(I), S_{k})$ と表す.

$BKW(C(I), S_{1})$ についてはつぎの定理が知られている.

定理 $\mathrm{B}$ ([8, S.-E. Takahasi]) $T$ を $C(I)$ 上の有界線形作用素で $||T||=1$ とする. $T\in$

$BKW(C(I), S_{1})$ であるための必要十分条件は, $T$ が次の型で (i), (ii), (iii) をみたすこ

とである.

(Tf)(t) $=f(0)a_{1}(t)+f(1)a_{2}(t)$ , $t\in I,f\in C(I)$ .

(i) $|a_{1}(t)|+|a_{2}(t)|=1$ , $t\in I$ .

(ii) $a_{1}(t)\neq 0,$ $a_{2}(t)\neq 0\Rightarrow|a_{1}(t)+a_{2}(t)|\neq 1$ .

(iii) $a_{1}(t)$ , a2(t) は連続関数.

一般の $BKW(C(I), S_{k})$ については次のように特徴付けがなされている.

定理 $\mathrm{C}$ ([3, K. Izuchi and S.-E. Tala市 asi]) $T$ を $C(I)$ 上の有界線形作用素で $||T||=1$

とする. $T\in BKW(C(I), S_{k})$ であるための必要十分条件は $T$ が次の型で (i),(ii),(iii) を

みたすことである.

(Tf)(t) $= \sum_{j=1}^{n+1}aj(t)f(xj(t))$ , $t\in I,$ $f\in C(I)$ .
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(i) $\sum_{j=1}^{n+1}|aj(t)|=1$ $t\in I$ .

(ii) $\mu_{t}=\sum^{n+1}j=1aj(t)\delta_{x_{j}(t)}$ は $M_{1}(I)(I$ 上の実数値有界測度のなす Banach 空間 $M(I)$ の

閉単位球) の中で汎弱位相に関して, 連続的に変化する. ここで, $\delta_{x}$ は $x\in I$ での

point mass をあらわす.

(iii) 各 $t\in I$ に対して, 非定数関数 $g_{t}\in\tilde{S}_{k}$ が存在し, $||g_{t}||=1,$ $\int g_{t}d\mu_{t}=1$ となる.

$n=1$ の場合は, 定理 $\mathrm{C}$ の条件 (i),(iii) を使って, $x_{1}(t)=0,$ $x_{2}(t)=1$ を導くことが

できる. その意味で定理 $\mathrm{C}$ は定理 $\mathrm{B}$ の一般化となっている. また, $n=2$ のときにも同

様に, $xj(t)$ をより具体的にかくことができ , つぎの定理 $\mathrm{D}$ として知られている.

定理 $\mathrm{D}$ ([2, K. Izuchi and S.-E. Takahasi]) $T$ を $C(I)$ 上の有界線形作用素で $||T||=1$

とする. $T\in BKW(C(I), S_{k})$ であるための必要十分条件は $T$ が (i),(ii),(iii) をみたす

$(Tf)(t)=f(0)a_{1}(t)+f(1)a_{2}(t)+a_{3}(t)f(x(t))$ , $t\in I,$ $f\in C(I)$ .

(i) $aj(t)(j=1,2,3)$ は実数値関数で, $\sum_{j=1}^{3}|aj(t)|=1$ $t\in I$ .

(ii) $x(t)$ [ま $I$ 上の実数値関数で, $0\leq x(t)\leq 1$ . ある $t_{0}\in I$ が存在して, $x(t_{0})=0or1$

ならば $a_{3}(t_{0})=0$ .

(iii) $0<|a_{3}(t_{0})|<1$ ならば $|(a_{1}+a_{2}+a_{3})(t_{0})|<|(a_{1}+a_{2})(t_{0})|+|(a_{3})(t_{0})|=1$ .

(iv) $0<|a_{3}(t_{0})|<1,0<x(t_{0})<1/2$ ならば $a_{1}(t_{0})=0$ .

(v) $0<|a_{3}(t_{0})|<1,1/2<x(t_{0})<1$ ならば a2 $(t_{0})=0$ .

(vi) $a_{1}(t)\delta_{0}+a_{2}(t)\delta_{1}+a_{3}(t)\delta_{x(t)},t\in$ 月ま $M_{1}(I)$ のなかで汎弱位相に関して連続的に変

化する.
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3 結果

定理 $\mathrm{C}$ において, $T\in BKW(C(I), S_{k})$ の特徴付けがなされたが, その条件をより詳細

に解析することにより, 定理 $\mathrm{B}$ ($\mathrm{k}=1$ のとき), 定理 $\mathrm{D}$ ( $\mathrm{k}=2$ のとき) と同様に, $BKW(C(I), S_{3})$

[こおける $xj(t),$ $aj(t)$ の満たすべき条件を導く.

0 でな 1‘実数 $a\in \mathbb{R}$ 対して, $a>0$ のとき, sgna $=1,$ $a<0$ のとき, sgna $=-1$ と

する.

補題 3.1 $\mu=\sum_{j=1}^{4}a_{\mathrm{j}}\delta_{x_{\mathrm{j}}},$ $\sum_{\mathrm{j}=1}^{4}|a_{j}|=1,$ $a_{j}\neq 0,0\leq x_{1}<x_{2}<x_{3}<x_{4}\leq 1$ とする. 非

定数関数 $g\in\tilde{S}_{3}$ が存在し、 $||g||=1,$ $\int gd\mu=1$ となるための必要十分条件は,

$\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{1}=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{3}\neq \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{2}$
$=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{4}$

$(x_{1}, x_{2},x_{3}, x_{4})=(0,1/4,3/4,1)$

となることである.

証明 $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{1}=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{3}\neq \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{2}=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{4},$ $(x_{1}, x_{2}, x_{3}, x_{4})=(0, \frac{1}{4}, \frac{3}{4},1)$ のとき, $g(x)=$

$32x^{3}-48x^{2}+18x-1$ が条件をみたし, かつ, そのとき [こ限る. 口

補題 3.2 $\mu=\sum_{j=1}^{3}a_{j}\delta_{x_{\mathrm{j}}},$ $\sum_{\mathrm{j}=1}^{3}|a_{j}|=1,$ $a_{j}\neq 0,0\leq x_{1}<x_{2}<x_{3}\leq 1$ とする. 非定数

関数 $g\in\tilde{S}_{3}$ が存在し、 $||g||=1,$ $\int gd\mu=1$ となるための必要十分条件は, つぎのいすれ

かが成立するときである.

(i) $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{1}=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{2}\neq \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{3}$ , $(x_{1}, x_{2}, x_{3})\in\{(0, \alpha, 1);0<\alpha\leq 3/4\}$.

(ii) $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{1}\neq \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}$ a2 $=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{3}$ , $(x_{1}, x_{2}, x_{3})\in\{(0, \alpha, 1);1/4<\alpha<1\}$ .
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(iii) $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{1}=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{3}\neq \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}$ a2, $(x_{1}, x_{2}, x_{3})\in\{(0, \alpha, 3\alpha);1/4\leq\alpha\leq 1/3\}\cup\{(\alpha,$ $(\alpha+$

$2)/3,1);0\leq\alpha\leq 1/4\}$ .

証明 (i) $g(x)=ax(x-\alpha)^{2}-1$ $(a>0, 0<\alpha<1)$ として, $g( \frac{\alpha}{3})\leq 1,g(1)=1$ な

る条件から出る.

(ii) $g(x)=a(x-\alpha)^{2}(x-1)+1$ $(a>0, 0<\alpha<1)$ として, $g(_{3}^{\underline{\alpha}\pm}2)\geq-1,g(0)=-1$

なる条件から出る.

(iii) $g(x)=ax(x-\alpha)^{2}-1$ $(a>0, 0<\alpha<1)$ として, $g( \frac{\alpha}{3})=1,g(1)\leq 1$ なる条

件から出る. 口

補題 33 $\mu=\sum_{j=1}^{2}a_{j}\delta_{x_{j}},$ $\sum_{j=1}^{2}|a_{j}|=1,$ $a_{j}\neq 0,0\leq x_{1}<x_{2}\leq 1$ とする. 非定数関数

$g\in\tilde{S}_{3}$ が存在し、 $||g||=1,$ $\int gd\mu=1$ となるための必要十分条件は, つぎのいずれかが

成立するときである.

(i) $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{1}=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}$ a2, $(x_{1}, x_{2})\in\{(0, \alpha);0<\alpha\leq 1\}\cup\{(\alpha, 1);0\leq\alpha<1\}$ .

(ii) $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{1}\neq \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}$ a2, $(x_{1}, x_{2})\in\{(0, \alpha);1/4\leq\alpha\leq 1\}\cup\{(\alpha, 1);0\leq\alpha\leq 3/4\}\cup\{(\alpha,\beta)\in$

$I^{2};3\alpha\leq\beta$ , $\alpha+2\leq 3\beta\}$ .

証明 (i) $g(x)=ax(x-\alpha)^{2}-1$ $(a>0, 0<\alpha<1)$ として, $g( \frac{\alpha}{3})\leq 1,g(1)\leq 1$ な

る条件から出る.

(ii) $g(x)=a(x-\alpha)(x-\beta)^{2}-1$ $(a>0, \alpha\leq 0, 0\leq\beta\leq 1)$ として, $g( \frac{2\alpha+\beta}{3})=$

1, $g(1)\leq 1$ なる条件から出る. 口

補題 3.4 $\mu=a\delta_{x},$ $|a|=1,$ $a\neq 0,0\leq$. $x\leq 1$ とすると, 非定数関数 $g\in\tilde{S}_{3}$ が存在し、

$||g||=1,$ $\int gd\mu=1$ となる.
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以上の補題から, つぎの結果を得る.

定理 35 $T$ を $C(I)$ 上の有界線形作用素で $||T||=1$ とする. $T\in BKW(C(I), S_{3})$ であ

るための必要十分条件は $T$ が (a),(b),(c) をみたすつぎの型のもので, かつ (i), (ii), (iii)

をみたすことである.

(Tf)(t) $= \sum_{j=1}^{k(t)}aj(t)f(xj(t))$ , $t\in I$ .

(a) $1\leq k(t)\leq 4$ , $t\in I$ .

(b) $\sum_{j=1}^{k(t)}|aj(t)|=1$ , $aj(t)\neq 0$ $t\in I$ .

(c) $\mu_{t}=\sum_{j=1}^{k(t)}a_{j}(t)\delta_{x_{\mathrm{j}}(t)}$ は $M_{1}(I)$ の中で汎弱位相に関して, 連続的に変化する.

さらに,

(i) $k(t)=4$ のとき,

$\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{1}(t)=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{3}(t)\neq \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}$ a2 $(t)=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{4}(t),$ $(x_{1}(t),x_{2}(t),$ $x_{3}(t),$ $x_{4}(t))=(0,1/4,3/4,1)$ .

(ii) $k(t)=3$ のとき, つぎのいずれかがみたされる.

(1) $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{1}(t)=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}$ a2 $(t)\neq \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{3}(t)$ , $(x_{1}(t), x_{2}(t),$ $x_{3}(t))\in\{(0, \alpha, 1);0<\alpha\leq$

3/4}.

(2) $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{1}(t)\neq \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{2}(t)=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{3}(t)$ , $(x_{1}(t),x_{2}(t),$ $x_{3}(t))\in\{(0, \alpha, 1);1/4<\alpha<$

1}.

(3) $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{1}(t)=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{3}(t)\neq \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{2}(t)$, $(x_{1}(t), x_{2}(t),$ $x_{3}(t))\in\{(0, \alpha, 3\alpha);1/4\leq\alpha\leq$

$1/3\}\cup\{(\alpha, (\alpha+2)/3,1);0\leq\alpha\leq 1/4\}$ .
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(iii) $k(t)=2$ のとき, つぎのいずれかがみたされる.

(1) $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{1}(t)=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}$ a2(t), $(x_{1}(t), x_{2}(t))\in\{(0, \alpha);0<\alpha\leq 1\}\cup\{(\alpha, 1);0\leq\alpha<1\}$.

(2) $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{1}(t)\neq \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}a_{2}(t)$ , $(x_{1}(t), x_{2}(t))\in\{(0, \alpha);1/4\leq\alpha\leq 1\}\cup\{(\alpha, 1);0\leq\alpha\leq$

$3/4\}\cup\{(\alpha, \beta)\in I^{2}; 3\alpha\leq\beta, \alpha+2\leq 3\beta\}$.

(iv) $k(t)=2$ のとき, $0\leq x_{1}(t)\leq 1$ .
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