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1. 円板環上の BKW-作用素

$\Gamma$ を複素平面の単位円周とする。 $A(\Gamma)$ を $\Gamma$ 上の複素数値連続関数で開円板 $D=\{|z|$ く

1} へ正則に拡張される関数の全体とする。 $A(\Gamma)$ を円板環という。

高橋 ([4]) は、 Korovkin 近似定理を一\Re 化するため Bohman-Korovkin-Wulbert 作用素

(簡単に BKW-作用素という) の概念を導入した。

定義 $X$ を separable complex Banach space とし $\mathrm{S}$ を $\mathrm{X}$ の部分集合とする。 $X$上の有界

線形作用素 $\mathrm{T}$ が test functions $\mathrm{S}$ についての BKW-作用素と呼ばれるのは次が成り立っ時

に言う。 $\{T_{n}\}_{n}$ を次の (i) (ii) を満たす $X$ 上の有界線形作用素の列とする。

(i) すべての $n$ に対して $||T_{n}||\leq||T||_{\text{。}}$

(ii) すべての $h\in S$ に対して $||T_{n}h-Th||arrow \mathrm{O}$ (n\rightarrow \otimes )。

この時すべての $f\in X$ に対して $||T_{n}f-Tf||-arrow 0$ (n\rightarrow \otimes )。
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の時次が成り立つ。

定理 1 ([2]) $T$ を $A(\Gamma)$ 上の有界作用素で $||T||=1$ かつ $T1=1$ とする。 この時 $T$ が test

functions $S_{n}$ についての BKW-作用素であるための必要十分条件は $T$ が次のように表せ

ることである。すなわち

(Tf) $(\zeta)$ $= \sum_{j=1}^{n}a_{j}(\zeta)(C_{\varphi_{j}}f)(\zeta)(\zeta\in.\Gamma, f\in A(\Gamma))$ ,

ここで $\Gamma$ 上 $|\varphi j|=1$ , すべての $j$ (こ対して $a_{j}(\zeta)\geq 0,$ $\sum_{j=1}^{n}a_{j}(\zeta)=1(\zeta\in\Gamma)_{\text{。}}$

さて $\{zj\}_{j=1}^{n}\subset D$ に対して

$b(z)= \lambda\prod_{j=1}^{n}\frac{-\overline{z}_{j}}{|z_{j}|}\frac{z-z_{j}}{1-\overline{z}_{j^{Z}}},$

$z\in\overline{D}$

とする。 ここで $\lambda$ は囚 $=1$ を満たす定数である。 こういうタイプの関数 $b(z)$ を finite

Blaschke products という。 $\Gamma$上で $|b|$ $=1$ である。また絶対値 1 の定数関数も finite Blaschke

product と $\mathrm{A}$ゝう。

2. $\{1,\mathrm{z}\}$ についての円板環上の BKW-作用素

$S_{1}--\{1, z\}$ についての $A(\Gamma)$ 上の BKW-作用素について考える。 次の定理が成り立 2。
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定理 2 ([3]) $T$ が $||T||=1$ を満たす $A(\Gamma)$上の有界線形作用素とする。 この時 $T$ が $\{1, z\}$

についての BKW-作用素であるための必要十分条件は $T=\psi C_{\varphi}$ と表せることである。 こ

こで $\psi,$
$\varphi$

[ま finite Blaschke products である。

3. $\{1, z, z^{2}\}$ についての円板環上の BKW-作用素

$T$ を test functions $S_{2}=\{1, z, z^{2}\}$ についての $A(\Gamma)$ 上の BKW-作用素で $||T||=1$ かつ

$T1=1$ を満たすものとする。 定理 1 より $T$ は次のように表せる。

(Tf)(\mbox{\boldmath $\zeta$}) $=a(\zeta)(C_{\varphi}f)(\zeta)+b(\zeta)(C_{\psi}f)(\zeta)(\zeta\in\Gamma, f\in A(\Gamma))$ ,

ここで

$|\varphi(\zeta)|=|\psi(\zeta)|=1,$ $a(\zeta)+b(\zeta)=1,$ $a(\zeta),$ $b(\zeta)\geq 0$ (\mbox{\boldmath $\zeta$}\in r)。

注意 $a,$ $b,\varphi,$ $\psi$ は $\Gamma$ 上で連続とは限らない。 ([3] 参照)。

特に次の形を持つ BKW-作用素を考える。

$(\#)T=(C_{\varphi}+C_{\psi})/2,$ $\Gamma$ 上-C|\mbox{\boldmath $\varphi$}| $=1$ かつ |\psi |=1。

この場合、 $T1=1$ かつ $||T||=1_{\text{。}}$

次の補題は BKW-作用素の定義から導かれる。

補題 1 $1\in S\subset A(\Gamma)$ とする。 $T$ を $||T||=1$ を満たす $S$ についての $A(\Gamma)$ 上の BKW-作

用素とする。 $T_{1}$ を $||T_{1}||\leq 1$ を満たす $A(\Gamma)$ 上の有界線形作用素とする。 $h\in S$ に関して

$Th=T_{1}h$ ならば $T=T_{1}$ である。
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関数 $h\in A(\Gamma),$ $h\neq 0$ [こ対して $(h/\overline{h})(\zeta)=h(\zeta)/\overline{h(\zeta)}$がほとんどすべての点 $\zeta\in\Gamma$

に対して定義できる。 $h/\overline{h}$ が $\Gamma$ 上連続的に拡張される時 h/眉ま拡張された関数とみなす。

次の定理が成り立つ。

定理 3 ([2]) $T$ を $A(\Gamma)$ 上の有界線形作用素で $||T||=1$ かつ $T1=1$ を満たすものとす

る。 $Tz=h,$ $Tz^{2}=g$ とおく。 このとき次が成り立つ。

i) $h\neq 0$ ならば $T$ が $(\#)$ を満たす $\{1, z, z^{2}\}$ についての BKW-作用素であるための必

要十分条件は $h/\overline{h}$ が finite Blaschke product かっ $h/\overline{h}=2h^{2}-g$ である。 この場合、

$\varphi=h+\sqrt{g-h^{2}}$で $\psi=h-\sqrt{g-h^{2}}$ である。 ここで $\sqrt{g-h^{2}}$ ま $g-h^{2}$ の root functions

の一つである。

$\mathrm{i}\mathrm{i})h=0$ ならば $T$ が $(\#)$ を満たす $\{1, z, z^{2}\}$ についての BKW-作用素であるための必要

十分条件 [ま $g$ が finite Blaschke product である。 この場合、 $\varphi=\sqrt{g}$ で $\psi=-\sqrt{g}$である.

証明 まず $h,$ $g\in A,$ $||h||_{\infty}\leq 1$ かつ $||g||_{\infty}\leq 1$ であることに注意する。 $T$ が $(\#)$ の形を持

つと仮定する。この時 $\varphi+\psi=2h$ かつ $\varphi^{2}+\psi^{2}=2g$ が成り立つ。 $(\varphi+\psi)^{2}=\varphi^{2}+\psi^{2}+2\varphi\psi$

だから

$2h^{2}-g=\varphi\psi$ (1)

である。 $h,$ $g\in A$ だから $\varphi\psi\in A$ である。 $\Gamma$ 上で $|\varphi\psi|=1$ だから $\varphi\psi$ [ま finite Blaschke

product である。 $h\neq 0$ である時、 (1) より $h/\overline{h}=(\varphi+\psi)/(\overline{\varphi}+\overline{\psi})=\varphi\psi=2h^{2}-g_{\text{。}}h=0$

の時、 $g=-\varphi\psi$ かつ $g$ [ま finite Blaschke product である。

25



次に逆を示す。 $h\neq 0$ と仮定する。

$b=h/\overline{h}=2h^{2}-g$ (2)

とおく。 この時、 仮定より $b$ [ま finite Blaschke product である。

$b=h^{2}/|h|^{2}$ (3)

だから、 (2) より

$g-h^{2}=h^{2}-b=(-b)(1-|h|^{2})$ (4)

が成り立つ。 一つの root function $\sqrt{g-h^{2}}$ をとり

$\varphi=h+\sqrt{g-h^{2}}$, かつ $\psi=h-\sqrt{g-h^{2}}$ (5)

とおく。 この時

$(\varphi+\psi)/2=h\in A(\Gamma)$ かつ $\varphi\psi=2h^{2}-g\in A(\Gamma)$ (6)

が成り立つ。 (4) より

$|h|^{2}+|\sqrt{g-h^{2}}|^{2}=1$ (7)

$\zeta\in\Gamma$ とする。 もし $h(\zeta)=0$ ならば、 (7) より $|$ ( $\sqrt{g}$-h2)(\mbox{\boldmath $\zeta$})|=1、 したがって $|\varphi(\zeta)|=$

|\psi (\mbox{\boldmath $\zeta$})|=1。 もし $h(\zeta)\neq 0$ ならば (3),(4) より

$(\sqrt{g-h^{2}})(\zeta)=ih(\zeta)\sqrt{1-|h(\zeta)|^{2}}/|h(\zeta)|$
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$(\sqrt{g-h^{2}})(\zeta)=-ih(\zeta)\sqrt{1-|h(\zeta)|^{2}}/|h(\zeta)|$

が成り立つ。 したがって、 (5) より

$|\varphi(\zeta)|=|h(\zeta)+(\sqrt{g-h^{2}})(\zeta)|$ $=$ $|h(\zeta)$ 士 $\frac{ih(\zeta)}{|h(\zeta)|}\sqrt{1-|h(\zeta)|^{2}}|$

$=$ $||h(\zeta)|\pm i\sqrt{1-|h(\zeta)|^{2}}|=1$

が戒り立つ。 同様にしてすべての $\zeta\in\Gamma$ に対して $|\psi(\zeta)|=1$ が成り立つ。 ゆえに

F上で $|\varphi|=|\psi|=1_{\text{。}}$ (8)

$f\in A(\Gamma)$ に対して

$T_{0}f= \frac{1}{2}(C_{\varphi}+C_{\psi})f$ (9)

とおく。 この時 (5) より

$T_{0}1=1,$ $T_{0}z=h$ かつ $T_{0}z^{2}=g$ (10)

が成り立つ。 $\varphi^{n}+\psi^{n}=(\varphi^{n-1}+\psi^{n-1})(\varphi+\psi)-\varphi\psi(\varphi^{n-2}+\psi^{n-2})$ だ力 1 ら (6) と帰納法 (こ

より

すべての非負な整数 $n$ に対して $T_{0}z^{n}\in A(\Gamma)$ (11)

が成り立つ。 $f\in A$ とする。 この時、解析的な多項式の列 $\{p_{k}\}_{k}$ で $||f-p_{k}||_{\infty}arrow 0(karrow\infty)$

が存在する。この時 (8) と (9) [こより $||T_{0}f-T_{0}p_{k}||_{\infty}arrow 0(karrow\infty)_{\text{。}}(11)$ より T0pk\in A(r)。
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したがって $f\in A(\Gamma)$ に対して $T_{0}f\in A(\Gamma)$ が成り立っ。結果として $T_{0}$ は $A(\Gamma)$ 上の有

界線形作用素で $||T_{0}||=1$ かっ $T_{0}1=1$ を満たす。 定理 1 上り $T_{0}$ は $\{1, z, z^{2}\}$ につぃての

$A(\Gamma)$ 上の $\mathrm{B}\mathrm{K}\mathrm{W}$-作用素である。 (10) より $T_{0}z^{j}=Tz^{j}(j=0,1,2)$ が成り立っ。 ゆえに補

題 1 より $T=T_{0}$ である。

$h=0$ かつ $g$ は finite Blaschke product であると仮定する。 $T_{1}f= \frac{1}{2}(C\sqrt{g}+C_{-\sqrt{g}})f(f\in$

$A)$ とおく。 この時 $n\geq 1$ [こ対して $T_{1}1=1,$ $T_{1}z^{2n-1}=0$ がっ $T_{1}z^{2n}=g^{n}$ が成り立っ。上

と同様にして $T_{1}=T$ かつ $T$ が $\{1, z, z^{2}\}$ についての BKW-作用素であることを証明でき

る。 (証明終わり)。

4. 問題

$T$ を test functions $S_{3}=\{1, z, z^{2}, z^{3}\}$ についての $A(\Gamma)$ 上の BKW-作用素で $||T||=1$ か

つ $T1=1$ を満たすものとする。 定理 1 より $T$ は次のように表せる。

(Tf) $(\zeta)$ $=a(\zeta)(C_{\varphi}f)(\zeta)+b(\zeta)(C_{\psi}f)(\zeta)+c(\zeta)(C_{\phi}f)(\zeta)(\zeta\in\Gamma, f\in A(\Gamma))$,

ここで

$|\varphi(\zeta)|=|\psi(\zeta)|=|\phi(\zeta)|=1,$ $a(\zeta)+b(\zeta)+c(\zeta)=1,$ $a(\zeta),$ $b(\zeta),$ $c(\zeta)\geq 0$ (\mbox{\boldmath $\zeta$}\in r)。

特に次の形を持つ BKW-作用素を考える。

$(\star)T=(C_{\varphi}+C_{\psi}+C_{\phi})/3,$ $\Gamma$ 上で $|\varphi|=1$ かつ $|\psi|=1$ かつ |\phi |=1。

この場合、 $T1=1$ かつ llTll=l。
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の時 $T$ が $(\star)$ を満たす $\{1, z, z^{2}, z^{3}\}$ についての BKW-作用素であるための必要十分条件は

何か。
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