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ここでは、確率空間上の補測な流れに対する加法過程のエルゴード的性質について調べる。

$\{T_{t}\}$ : 確率空間 $(\Omega, \Sigma, \mu)$ 上の保測な流れ (可測性は仮定する), $\mathrm{F}=\{F_{t} : t>0\}\subset L_{p}(\mu)$

とする.

カ D法過程 $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=F_{t+s}=F_{t}+F_{\mathit{8}}\circ T_{t}$ $(\forall t, s>0)$

($T_{t}F_{s}=F_{s}\circ T_{t}$ と書く)

【一般に, $\mathrm{p}$ は $0\leq p\leq\infty$ の範囲で考えられるが, 簡単のために, $p=1$ とする】 $t\mapsto F_{t}$

が可測関数であれば, $\mathrm{F}$ の形が次のように決定する :

$\exists f1\in L_{1}$ such that $F_{t}=T_{t}f1-f_{1}+ \int_{0}^{t}T_{s}F_{1}ds$ , $t>0$ .
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. $\cdot\cdot$ $\frac{F_{t}}{t}=\frac{1}{t}(T_{t}f_{1}-f_{1})+\frac{1}{t}\int_{0}^{t}T_{\epsilon}F_{1}$ぬ,

【注 : $f_{1}=- \int_{0}^{1}F_{s}$ぬとなる】

ここで、 $\lim_{tarrow\infty}\frac{1}{t}\int_{0}^{t}T_{s}F_{1}ds$ について: (概収束、 ノルム収束は $\mathrm{O}\mathrm{K}$)

$\lim_{t\downarrow 0}\frac{1}{t}\int_{0}^{t}T_{s}F_{1}ds=F_{1}$ について: (概収束、 ノルム収束は $\mathrm{O}\mathrm{K}$)

(新しい加法過程) $G_{t}=T_{t}f_{1}-f_{1},$ $t>0$ について:

$\lim_{tarrow\infty}\frac{1}{t}G_{t}=0$ . (ノルム収束は OK\leftarrow 自明) 一般に, 概収束は NO. ここで,

$G^{*}( \cdot)\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup 0\leq r<\epsilon<1|T_{\mathit{8}}f_{1}(\cdot)-T_{f}f_{1}(\cdot)|$

として, $G^{*}\in L_{1}$ ならば, 概収束の意味で,

$\lim G_{t}=0\underline{1}$. $(\mathrm{O}\mathrm{K})$

$tarrow\infty t$

次に, $\{G_{t}\}$ が linearly bounded, i.e.

$(*)$ $\sup||^{\underline{1}}(T_{t}f_{1}-f_{1})||_{1}<\infty$ $[ \Leftrightarrow\sup||F_{t}||_{1}\underline{1}<\infty]$

$t>0$ $t$ $t>0t$

を仮定すれば, $\exists f\mathrm{o}(\xi)=\lim_{t\downarrow 0}\frac{1}{t}(T_{t}f1(\xi)-f1(\xi))$ $(a.a. \xi\in.\Omega)$ .

【ここで, 一般にノルム収束は NO. また、 $(^{*})$ を仮定しないと, $G^{*}\in L_{1}$ としても, この概

収束は NO となることがある】 この $f\mathrm{o}$ を使って, $\mathrm{F}$ のもうーっの表現が可能 :
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$F_{t}=G_{t}+ \int_{0}^{t}T_{s}F_{1}ds=G_{t}-\int_{0}^{t}T_{s}f_{0}ds+\int_{0}^{t}T_{s}(f\mathrm{o}+F_{1})ds$

$=H_{t}+ \int_{0}^{t}T_{s}(f_{0}+F_{1})ds$ , $t>0$ .

ここで, $\lim_{t\downarrow 0}\frac{1}{t}H_{t}(\xi)=0$ for $\mathrm{a}.\mathrm{a}$ . $\xi\in\Omega$ . これより, 次が成立する :

$\exists$ (singular) カ\coprod 法過程 $\{\overline{H}_{t} : t>0\}\subset L_{1}^{+}(\mu)$ such that

1–
$|H_{t}|\leq\overline{H}_{t}$ and $\lim-H_{t}(\xi)=0$ $(\mathrm{a}.\mathrm{a}. \xi\in\Omega)$ .

$t\downarrow 0t$

次に,

$A:\{T_{t}\}$ を $L_{1}$ 上の作用素半群と見て, その生成作用素,

$E:A$ の値域とする. この時, $(^{*})$ の仮定なしに, 以下が成立する.

【注 : $\overline{E}=E\Leftrightarrow\{T_{t}\}$ が一様平均エルゴード定理を満たす】

定理. (I) $F_{1} \not\in\overline{E}\Leftrightarrow\lim_{tarrow\infty}\frac{1}{t}||F_{t}||_{1}>0$ .

(II) $F_{1} \in\overline{E}\backslash E\Leftrightarrow\lim_{tarrow\infty}\frac{1}{t}||F_{t}||_{1}=0$ and $\lim_{barrow\infty}\frac{1}{b}\int_{0}^{b}||F_{t}||_{1}=\infty$ .

(III) $F_{1}\in E\Leftrightarrow\exists\tilde{f}\in L_{1}$ : $F_{t}=T_{t}\tilde{f}-\tilde{f},$ $t>0 \Leftrightarrow\sup_{t>0}||F_{t}||_{1}<\infty$

$\Leftrightarrow\lim\inf_{barrow\infty}\frac{1}{b}\int_{0}^{b}||F_{t}||_{1}dt<\infty$ .

命題. $\{F_{t} : t>0\}$ が absolutely continuous [i.e. $\exists f\in L_{1}$ such that $F_{t}$

$\int_{0}^{t}T_{s}fds$ , $t>0]$ $\Leftrightarrow f_{1}[=-\int_{0}^{1}F_{s}ds]\in$ ( $A$ の定義域).
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$\exists f,g\in L_{1}$ such that $F_{t}=T_{t}f-f= \int_{0}^{t}T_{\delta}gds(\forall t>0)$

$\Leftrightarrow\sup_{t>0}||F_{t}||_{1}<\infty$ and $\lim_{t}||\frac{F_{t}}{t}-g||_{1}=0$ for some $g\in L_{1}$

$\Leftrightarrow 1\dot{\mathrm{m}}\inf_{barrow\infty}\frac{1}{b}\int_{0}^{b}||F_{t}||_{1}dt<\infty$ and $\int_{0}^{1}F_{s}ds\in$ ($A$ の定義域).

【$p\neq 1$ なる場合も, $\{F_{t}\}$ が適当な $\tilde{f}\in L_{p}$ で, $F_{t}=T_{t}\tilde{f}-\tilde{f},$ $t>0$ なる形に書ける条

件についての考察がある. これについては, 流れ $\{T_{t}\}$ と加法過程 $\{F_{t}\}$ がら自然に導がれ

る skew product flow の不変測度の存在との関連付けが一般に可能である】
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