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[概要]
Symplectic Integrator (SI) を応用し、多自由度系の量子動力学系に対して有効な数値ス

キームを開発した。既存のスキーム (チェビシェフ法、RRGM など) と異なり、時間依存ハ
ミルトニアンにも適用可能である。 これを用いて量子動力学を数値実験し、生存確率の時間
変化を求めた。対応する古典動力学の数値実験も行い、量子古典対応を考察した。 ノイズが
加えられた量子系の動力学的な応答を調べた。これらの実験結果は多自由度系に特有の量子
効果を示唆している。

1 はじめに

非平衡緩和過程における量子動力学は、不可逆性の起源や統計的記述の出現などの統計力学
の基礎と深く関係する重要な問題である $[1]_{\text{。}}$ 量子動力学は現実の物理系の振る舞いを理解するの
にも重要であり、例えば、統計的化学反応論の基礎である分子内振動エネルギー再分配 $[2, 3]$ や、

メゾスコピック系の輸送の問題 $[4, 5]$ と関係がある。

変動する外場から力を受ける 1 自由度系の動力学に関して数多くの研究がなされた [4, 5, 6, 7]。
これらの研究を通して、古典対応物で存在する拡散が量子効果により抑圧される現象が明らがに
され、 dynamincal localization と呼ぼれている $[8]_{\text{。}}$ 一方、 より多自由度の系に対する先駆的研究
[9, 10, 11] により、 自由度の数が動力学の性質を決定する重要なパラメタであることが明らかに
された。 Shofield と Wolynes のスケーリング理論 $[12]_{\text{、}}$ Leitner と Wolynes の Feenberg摂動理論

$[13]_{\text{、}}$ Wang らの非線形振動子モデルの共鳴解析 [14] などで非平衡緩和過程における統計的性質
が研究された。古典動力学において不安定性を生み出す普遍的な機構である “Arnold拡散” (を

近似する stochastic pump モデル) に対する量子化の効果が研究されている [15]。 これらの研究
から幾つかの重要な洞察が得られたが、 (特に多自由度系の場合には) 基礎的な性質に限っても
十分な理解には到達していない。特に、 自由度に依存して「量子性によるカオスの抑圧」とトン
ネル過程による拡散の効果との競合関係が変化すると推察されてはいるが [16]、 詳しいことは分
かつていない。

多自由度系の研究のボトルネックの 1 つは、数値実験の困難にある。現在までのところ利用可
能な数値スキームは大別して recursive residue generation method (RRGM) $[17, 18]$ , Chebychev
法 [18, 19, 20], SI スキーム [21] の 3 種に分類できる。RRGM と Chebychev法は多自由度系に適
用可能なスキームで、RRGM は相関関数を効果的に求めることができるが、monochromatic field
以外の時間依存ハミルトニアンには適用できない。 Chebyshev法は波動関数を効果的に求めるこ
とができ、例えば 21 modeベンゼンに適用された [2O]。 しかし、 時間依存するハミルトニアンに
適用しようとすると煩雑な手続きが必要となる [22]。二次の SI法は split operator method[23] と
して知られていたが、高橋、池田 [21] lこより初めて高次のスキームが調べられた。任意の時間依
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存性をもつハミルトニアンにも適用可能で、高次のスキームも容易に構或できるなどの扱いやす

い性質を持つ $[24, 25]$。 高速 Fourier 変換を用いることで波動関数の r表示と q-表示の変更が高
速に評価できることを利用することで、 $H=T(p)+V(q)$ の形式のハミルトニアンでは非常に効

率的に求めることができる [21] しかし、 この方法では 2\sim 3 自由度系が限界で、多自由度系に適

用されることはなかった。

我々は、 SI法をベースに時間依存性を持つ非線形振動子ハミルトニアンに適用可能な、新たな
量子動力学の数値スキームを開発した。 さらに、 この動力学スキームを非線形格子振動モデルに

適用し、その有効性を示した。物理的に興味のある多自由度系の低エネルギー励起状態を初期状
態にとり、その動力学実験を行い生存確率 $|\langle\Phi_{t=0}|\Phi_{t}\rangle|^{2}$ の時間変化を求めた。対応する古典動力

学の数値実験をおこない量子古典対応を調べた。さらに、 ノイズが加えられた量子系の動力学的

な応答を調べた。 これらの実験結果は多自由度系に特有の量子効果を示唆している。

2 モデル
低エネルギー励起状態の動力学を記述するモデルとして、 4次の多項式相互作用項をもつ振動

子系を考察する。 このハミルトニアンは、

$H$ $=$
$\sum_{k}\hslash\omega_{k}a_{k}^{\dagger}a_{k}$

$+ \lambda\sum_{k_{1}+k_{2}+k_{3}+k_{4}=0}[W_{k_{1},k_{2},k_{3},k_{4}}a_{k_{1}}a_{k_{2}}a_{k_{3}}a_{k_{4}}+W_{k_{1},k_{2},k_{3},k_{4}}^{(2)}(1)\uparrow\dagger\dagger\dagger a_{k_{1}}^{\uparrow}a_{k_{2}}^{\dagger}a_{k_{3}}^{\uparrow}a_{-k_{4}}$

$+W_{k_{1},k_{2},k_{3},k_{4}}^{(3)}a_{k_{1}}^{\uparrow}a_{k_{2}}^{\uparrow}a_{-k_{3}}a_{-k_{4}}+\mathrm{h}.\mathrm{c}.]$ (1)

である。 $\lambda$ は非可積分性のパラメタで $\lambda$ が小さいとき近可積分系になる。

具体的な $W_{k_{1},k_{2},k_{3},k_{4}}^{(i)}$ の値は以下の手続きで与えられるものを採用する。

1. $\phi^{4}$ on site相互作用をもつ一次元格子振動モデルを連続体近似する。その結果、 この系は

$\mathcal{L}=\frac{1}{2}(\dot{\phi}^{2}-\phi^{\prime 2}-m^{2}\phi^{2})-\frac{\lambda}{4!}\phi^{4}$

なる Lagrangian密度で記述される。 ここで $\phi=\phi$ ( $x$ , t)。
2. 長さ $L$ の周期的境界条件を課す。

3. 運動量空間で、低エネルギーモード (波数 $k=-\Lambda,$ $\cdots,$ $0,1,$ $\cdots,$
$\Lambda$ ) のみ残し、それ以外の

モードは無視する。 この結果、許される全自由度 $N$ は $2\Lambda+1(=1,3,5,7, \cdots)$ となる。

umklapp 過程を含む $\mathrm{F}\mathrm{P}\mathrm{U}-\beta_{\text{、}}\phi^{4}$ などの空間格子モデルと異なり、連続体近似を採用したことか

ら、 $W_{k_{1},k_{2},k_{3},k_{4}}^{(i)}\propto\delta_{k_{1}+k_{2}+k_{3}+k_{4},0}$ が成立する。 これより全運動量 $P= \sum\hslash kn_{k}$ は保存量であるこ

とが分かる。

波数空間での相互作用項が簡単な形をもつハミルトニアン (1) は、 多自由度系のダイナミクス
の理解に有効であろうと考えられる。

3 数値計算法
波動関数の状態空間は無限次元のヒルベルト空間である。数値実験を行うためには状態空間を

有限次元で近似しなければならない。興味のあるのは低エネルギー励起状態の動力学なので、 E。t
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以下のエネルギーをもつ粒子数状態 $|\mathrm{n}\rangle$ ( $H_{0}[ \mathrm{n}]=\sum_{k}$ \hslash \mbox{\boldmath $\omega$}fflk<E。t) に制限し、 これらで張られ

る空間を近似的状態空間とする。以後、 この状態空間の次元を $L$ とする。

多自由度系における量子動力学の数値実験では、素朴なスキームは実用にならない。なぜなら、
全ハミルトニアンを対角化して、その固有値D、対角化行列 $S$ を求めて、時亥 $\mathrm{I}\mathrm{J}$ $t$ の波動関数 $|\Phi(t)\rangle$

を $|\Phi(t)\rangle=S^{T}\exp(-i\hslash tD)S|\Phi\rangle$ と、 素朴に評価すると仮定する。すると、固有値、 固有ベクト

ルを計算するのに $L^{3}$ だけ乗算回数が必要となる。これらを格納するのに、 $L^{2}$ 個の $\mathrm{c}$ 数の記憶容

量を必要とする。さらに、各時間 $t$ 毎に $L^{2}$ だけの乗算回数が必要となる。多自由度系の状態空間
の次元 $L$ が $10^{4}\sim 10^{6}$ 程度と仮定すると、対角化だけで $L^{3}=10^{12}\sim 10^{18}$ の程度の乗算回数を必

要とし、 $L^{2}$ つまり $10^{8}\sim 10^{12}$ 個の $\mathrm{c}$ 数の記憶容量を必要とする。 このような素朴なスキームで

は実用にならない。多自由度系に適当なスキームが必要であることが分かる。
本章では、我々の開発した数値スキームを報告する。

31SI 法

SI法を応用して、数値スキームを開発する。 まず、 SI 法は 2 次の $\mathrm{S}\mathrm{I}(\mathrm{S}\mathrm{I}_{2})$ の評価法が与えられ

れぼ時間依存ハミルトニアンにも適用可能な高次スキームが構或できることに注意する $[25]_{\text{。}}$ 実
際のプログラミングでは $\mathrm{S}\mathrm{I}_{2}$ のサブルーチンを数回 Call するだけで 4 次、 6 次の SI を作或でき
る [24]。 このような理由で $\mathrm{S}\mathrm{I}_{2}$ の評価法のみ考察すればよいことが分かる。
ハミルトニアン (1) を $\mathrm{n}$ 表示での対角項 $A_{0}[\mathrm{n}]$ とそれ以外の $a_{i},$

$a_{i}^{\uparrow}$ \iota こついて 4次の項 $\sum_{i\geq 1}A_{i}$

に分解する ; $H= \sum_{i=0}^{M}A_{i^{\text{。}}}$ ただし $a_{i}$ , $a_{i}^{\uparrow}$ の 4次の単項式とそのエルミート共役の和を $A_{i}$ とする。

例えば、 $A_{1}=(W_{0,0,-1,1}^{(1)}a_{0}a_{0}a_{-1}a_{1}+\mathrm{h}.\mathrm{c}.)_{\text{。}}M$ は、展開項数-1 である。我々が評価すべき $\mathrm{S}\mathrm{I}_{2}$ は、

$x=-i\hslash\cross dt$ として、 $e^{x\sum:}:^{A}=e^{\underline{x}A}2\cdots e^{\frac{xA_{M-1}}{2}}e^{xA_{M}}e^{\frac{xA_{M-1}}{2}}\cdots e^{\frac{xA}{2}\mathfrak{g}}\Delta$

$+O(x^{3})\equiv \mathrm{S}\mathrm{I}_{2}(x)+O(x^{3})$

である。 これには、 $|\Phi\rangle$ を任意の波動関数として、 $i=0,1,2,$ $\cdots,$ $M$ 対する $\exp(xA_{i}/2)|\Phi\rangle$ が

評価法が与えられれぼ十分である。$\exp(xA_{0}/2)$ は $\mathrm{n}$ 表示で対角的だから、 $\exp(xA_{0}/2)|\Phi\rangle$ は

$\exp(xA_{0}/2)|\Phi\rangle=\sum_{\mathrm{n}}|\mathrm{n}\rangle\exp(xA_{0}[\mathrm{n}]/2)\langle \mathrm{n}|\Phi\rangle$ と容易に評価される。残る $i=1,2,$ $\cdots,$ $M$ に対
する $\exp(xA_{i}/2)|\Phi\rangle$ の評価には、「基底の並び替えにより、 $A_{i}$ はブロック対角行列となり、各ブ
ロックは、対角或分が零の 3 重対角行列となる」 ことを利用する。以下にこれを示そう。記号の
簡便のため $i=1,2,$ $\cdots,$ $M$ の $A_{i}$ を $A$ と表記する。まず、 ブロック行列を指定する変数 $r$ を $r=1$

とする。任意の粒子数状態 $|\mathrm{n}^{r}\rangle$ に $A$ を作用させると、

$A|\mathrm{n}^{r}\rangle=c^{+}[\mathrm{n}^{r}]|\mathrm{n}^{r}+\delta \mathrm{n}\rangle+c^{-}[\mathrm{n}^{r}]|\mathrm{n}^{r}-\delta \mathrm{n}\rangle$ (2)

が成立する。ここで c\pm [nr]&よ $\mathrm{c}$ 数係数、 $\delta \mathrm{n}$ は $A$ に対応した零でないベクトル。$A$ を繰り返し作用さ
せることで、粒子数状態の系列 { $|\mathrm{n}^{\mathrm{r}}-s_{\min}\delta \mathrm{n}\rangle,$

$\cdots,$
$|\mathrm{n}^{\mathrm{r}}-\delta \mathrm{n}\rangle,$ $|\mathrm{n}^{\mathrm{r}}\rangle,$ $|\mathrm{n}^{\mathrm{r}}+\delta \mathrm{n}\rangle,$ $\cdots$ , lnr+sm。\mbox{\boldmath $\delta$}n $\rangle$ }

が生或される。 ここで sm。と $s_{\min}$ は、 それぞれ、 $|\mathrm{n}^{r}\pm s\delta \mathrm{n}\rangle$ が粒子数状態であるための条件
( $\mathrm{n}^{r}\pm s\delta \mathrm{n}$ の各或分が零以上) と $|\mathrm{n}\pm s\delta \mathrm{n}\rangle$ が状態空間内にある条件 $(H_{0}[\mathrm{n}\pm s\delta \mathrm{n}]<E_{cut})$ とを

共に満たす、最大の非負の整数 $s$ である。こうして決まる部分空間の次元は Lr\equiv sm。$+s_{\dot{\mathrm{m}}\mathrm{n}}+1$

である。 $|\mathrm{n}^{r}(s)\rangle\equiv|\mathrm{n}^{r}-(s-s_{\min}+1)\delta \mathrm{n}\rangle$ を導入する。 この粒子数状態の集合で張られる部分
空間への射影演算子 $P_{r}$ は、 $P_{r}= \sum_{s=1}^{L_{r}}|\mathrm{n}^{r}(s)\rangle\langle \mathrm{n}^{r}(s)|$ である。すると $(1-P_{r})AP_{r}=0$ が成立

する。 $L_{r}\cross L_{r}$ 行列 $B^{r}$ を導入する : $(B^{r})_{s,s’}\equiv\langle \mathrm{n}^{r}(s)|A|\mathrm{n}^{r}(s’)\rangle_{\text{。}}(2)$ から、 $s=1,$ $\cdots,$ $L_{r}-1$

の $(B^{r})_{s,s+1}$ と $(B^{r})_{s+1,s}$ とだけが非零の行列要素であること、つまり、行列 $B^{r}$ が対角要素が
零の 3 重対角行列であることが分かる。 $r=1$ の部分空間以外から、新たに粒子数状態を選び、
これを $r=2$ の $|\mathrm{n}^{r}\rangle$ と置いて、上の作業をすると $(P_{2}, B^{2})$ が求められる。 この操作は得られた
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部分空間の次元の和が状態空間の次元と等しくなるまで行うことができる。その結果 $(P_{r}, B^{r})$

$(r=1,2, \cdots, Nb)$ が求まる。 ここでブロックの総数を $N_{b}$ とした。以上から、対角或分が零の 3
重対角行列 $B^{r}(r=1,2, \cdots, Nb)$ が存在し $A|\Phi\rangle$ $= \sum_{r=1}^{N_{b}}\sum_{s=1}^{L_{r}}|\mathrm{n}^{r}(s)\rangle(B^{r}\Phi^{r})_{s}$ であることが示せ

た
$\text{。}$ ここで列ベクトノレ $\Phi^{r}=\{\langle \mathrm{n}^{r}(s)|\Phi\rangle, s=1, \cdots, L_{r}\}$ を用いた。

$\exp(xA)|\Phi\rangle$ の評価に戻ろう。上の議論から $\exp(xA)|\Phi\rangle=\sum_{r=1}^{N_{b}}\sum_{s=1}^{L_{r}}|\mathrm{n}^{r}(s)\rangle(\exp(B^{r})\Phi^{r})_{s}$ が

成立する。 よって各 $r$ の行列演算 $\exp(B^{r})\Phi^{r}(r=1, \cdots, N_{b})$ に帰着する。 これを以下のスキー

ムで評価する :(0) あらかじめ $B^{r}(r=1, \cdots, N_{b})$ の固有値を求めて記憶する。固有値を対角要
素とする対角行列を $D_{r}$ とする。そして $r=1,$ $\cdots,$ $Nb$ に対する $\exp(B^{r})\Phi^{r}$ は次のように評価す
る: (1) $B^{r}$ 対角化行列 $S^{r}$ を計算する。 (2) $D_{r}$ と $B^{r}$ とを用いて $\Phi^{r}:=S_{r}\Phi^{r_{\text{、}}}\Phi^{r}:=\exp(xD_{r})\Phi^{r_{\text{、}}}$

$\Phi^{r}:=S_{r}^{T}\Phi^{r}$ と評価する。 $B^{r}$ は 3 重対角行列だから、 (1) の対角化行列 $S^{r}$ の評価は、 $\sim L_{r}^{2}$ の乗

算回数で求められる。 (2) の行列演算に要する乗算回数は $\sim L_{r}^{2}$ の程度の量である。 よって (1) と

(2) に要する計算量は合計 $L_{r}^{2}$ 程度の乗算回数である。

以上でスキームが構或できた。各ブロックの評価を別々のプロセッサーで独立に処理すること
が可能だから、 ここで述べたスキームは並列化可能である。次に我々のスキームの効率を計算コ
ストと要する記憶容量の観点から調べる。

3.2 計算コスト

ここでは、前小節で述べた数値スキームの計算コスト (要する乗算回数) を調べる。
$A_{i}$ のブロック行列で大きさ $L_{b}$ のブロックの個数を $N_{i}(L_{b})$ とおくと、 $\mathrm{S}\mathrm{I}_{2}(x)|\Phi\rangle$ の評価に要する計

算コストは、 $\sim\sum_{i=1}^{M}\sum_{L_{b}=2}L_{b}^{2}N_{i}(L_{b})\equiv\sum_{L_{b}=2}L_{b}^{2}N(L_{b})$ である. ここで $N(L_{b})= \sum_{i=1}^{M}N_{i}(L_{b})$

とおいた。図 1 に $N(.Lb)$ の $L_{b}$ 依存性を示した。小さなブロックが多数で大きなブロックは小数

図 1: $N(L_{b})$ の $L_{b}$ 依存性

であることが分かる。 これより、計算コストが低く抑えられていることが分かる。
計算コスト (乗算回数) を粗く評価してみよう。 ブロックの大きさ $L_{b}$ の平均値 $\langle L_{b}\rangle$ を用いて、

計算コストは $(L/\langle Lb\rangle)\cross\langle L_{b}\rangle^{2}$ ど評価される。部分空間は $\mathrm{n}^{r}$ をとおる $\delta \mathrm{n}$ の方向の直線と同一視
できるのであったから (前小節参照) 、

$\langle L_{b}\rangle\sim L^{1/D}$ ( $D$ は系の自由度) である。 よって、計算
コストは $\sim L/L^{1/D}(L^{1/D})^{2}=L^{1+1/D}$ ( $D$ は系の自由度) 程度と評価される。

この評価から分かるように、本章の最初で説明した素朴なスキームよりも、 このスキームは効
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33 要する記憶容量

我々のスキームは、波動関数 $|\Phi\rangle$ とブロック行列の固有値とを記憶するのに記憶容量を必要と

する。 ここでは、 固有値の記憶に必要な記憶容量を考察する。
比例関係にないブロックの固有値だけを記憶すれぼ十分である。具体的には、 2 つのブロック

の間に (ブロック $1$ ) $=$ 定数 $\cross$ (ブロック 2) の関係が成立するとき、同じ同値類に属するとして分
類する。各同値類を代表する 1 つのブロックの固有値を (計算し\leftrightarrow 記憶する。 これに要する記

憶容量は $\sum N’(Lb)\cross Lb$ である。 ここで、 $L_{b}$次元のブロック行列の種類の個数を $N’(Lb)$ と置い

た。状態空間の大きさ $L$ と固有値の記憶に要する容量 (これは $L$依存する) は以下の表にまとめ
られる。

だだし、記憶容量は (ブロックの次元) $\geq 4$ について記憶するとして計算した。 (2, 3次元の 3
重対角行列の対角化は容易だから記憶しなくて良いから。) 膨大な数のブロック行列が少数の同
値類に分類できるおかげで、要する記憶容量が小さく抑えられていることが分かる。

34 収束性

我々のスキームが、ユニタリ性 $(\langle\Phi_{t}|\Phi t\rangle=1)$ を保つこと、十分に大きな状態空間で十分に小
さな時間刻みで評価することで、厳密な値に収束することを示す。 まず、 SI に基づくからユニタ
リー性を保存するスキームであることは明らかである。

E。$t$ を固定した場合に、 $\mathrm{n}$次スキームの $dt$ 収束性 $|\Phi_{T},$ $\mathrm{S}\mathrm{I}_{n}(dt)\rangle=|\Phi_{T},$ $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\rangle+O[dt^{n}]$ を満

たすことを数値的に確かめた。具体的には、比較的小規模の状態空間のハミルトニアンを対角化
することで時間発展を計算し、 これを $|\Phi_{T}$ , Exact) と定めた。 これと 2, 4, 6 次 SI の数値計算
結果を比較することで $\mathrm{n}$次収束性を確かめた。
さらに $dt$ を十分に小さくとったときの値 $|\Phi_{T},$ $\mathrm{S}\mathrm{I}_{n}(dtarrow 0)\rangle$が $E_{mt}$ の増大とともに $\exp(-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\cross$

E。�で正確な値に近づくことを確かめた。

4 数値実験
低エネルギー励起状態を記述するハミルトニアン (1) に前章の数値スキームを適用した。 3,

5, 7 自由度系に対して、摂動パラメタ $\lambda$ を様々に変化させて数値実験を行い、生存確率の時間
発展を求めた。対応する古典系について数値実験を行い、量子動力学と比較した。確率的に変動
する外場の影響下での量子動力学の数値実験を行い、系の外場への応答を調べた。
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4.1 古典動力学と $\frac{\equiv}{\cong}$子動力学との比較

量子系の生存確率 $P(t)$ は $P(t)=|\langle\Phi_{t=0}|\Phi_{t}\rangle|^{2}$ で定義される。初期状態を粒子数状態に設定した

|\Phi t=0 $\rangle$ =|n $\rangle$

。 この粒子数状態に対応する古典系の初期分布 $\rho_{t=0}^{cl}(\mathrm{I}, \phi)$ (I と $\phi$ とは作用と角変数)

として、 $\rho_{t=0}^{cl}(\mathrm{I}, \phi)=C\cross_{\mathrm{n}}(\mathrm{I})$ を採用した。 ここで、 $\Theta_{\mathrm{n}}(\mathrm{I})$ は I の量子化 $(\mathrm{I}_{\mathrm{n}}=\hslash(\mathrm{n}+\hslash/2))$

に対応し、 $\mathrm{I}_{\mathrm{n}}$ -7t/2<I<I。$+\hslash/2$ を満たす領域で 1、 それ以外では 0 で定義される関数であり、
$\iota C$ は $\int\rho_{t=0}^{cl}(\mathrm{I}, \phi)d\mathrm{I}d\phi=1$ となるように決められる規格化定数である。すると、生存確率の古典

対応物は $P^{cl}(t)= \int d\mathrm{I}d\phi\Theta_{\mathrm{n}}(\mathrm{I}, \phi)\cross e^{-i\mathcal{L}_{H}}{}^{t}P_{t=0}^{cl}$ となる。 この $\mathcal{L}_{H}$ は一 $i\mathcal{L}_{H}$ $P^{cl}=\{H, P^{cl}\}_{P.B}$ .
である。

量子古典対応の考察を容易にするためには、古典対応物が、 なるべく単純な振る舞いを示すこ

とが望ましい。そこで、古典動力学が混合的であるような状態を考察することにした。具体的に
は、 $\mathrm{n}$ を十分に大きくとり、古典の生存確率 $P^{d}(t)$ が、 図 2 にみられるように、指数的に減少し
て平衡状態に緩和するのを確認し、 このような初期状態に対する量子古典対応を考察した。

図 2: 7 自由度系における $P^{cl}$ の時間変化。上から $\lambda=1,2,4$ の数値結果。 $P^{cl}$ は、 すべての $\lambda$ で急激に減少してい
る。 3, 5 自由度系についても、数値実験し、 $P^{cl}$ が定性的に同じ変化を示すことを確かめた。

量子 3 自由度系の生存確率 $P(t)$ は、 大きな $\lambda$ でも量子振動を示し、緩和しない。 (図 3)。 この

$\fbox\mu\backslash \backslash 3:3$ 自由度量子系における $P(t)$ の時間変化。上から $\lambda=1,2,4$ の結果。

結果は、 2 自由度孤立系や、周期外場中の 1 自由度系で発見された dynamical localization $[6, 8]$

と整合する。ハミルトニアン (1) lよ全運動量を保存するので、正味の自由度は $3-1=2$ の孤立
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系と同じになる。このことから dynamical localization、 そして、量子振動を示すことが定性的に

理解できる。

量子動力学 5 自由度系の生存確率 $P(t)$ は、図 4 に示したように、 $\lambda$ を大きくすると量子振動か

らほぼ単調な減少を示すようになる。特に、 $\lambda$ の大きな領域ではべき的な緩和がみられた。我々
のモデルと異なったモデルでも、古典極限でカオスを示す 1 自由度量子開放系や $[5, 7]$ . ランダ
ムな振動数をもつ非線形振動子結合系で [12] 量子系のべき的な緩和が数値実験で発見されている
([12] ではスケーリング理論と数値実験との比較もある)

$\text{。}$ 残念ながら、 これらの他のモデルとの

関係はまだよく分かっていない。

図 4: 5 自由度量子系における $P(t)$ の時間変化。上から $\lambda=1,2,4$ の結果。 (左) ノーマルスケールでプロット。 (右)
両対数プロット。直線の傾きは -1。

量子動力学 7 自由度系の数値実験結果は図 5 に示した。 5 自由度系と比較して、 より急激な減
少がみられた。 (量子揺らぎがあるため、一定値に緩和することはないが長時間の平均値で定義
される) 平衡値が 5 自由度系よりも小さいことも読みとれる。

$\fbox^{\backslash }\grave{\mathrm{j}}\chi 5:7$ 自由度量子系における $P(t)$ の時間変化。上から $\lambda=1,2,4$ の結果。

42 多自由度量子系のノイズ外場への応答

確率的に変動する外場の影響下でのハミルトニアン (1) の動力学を調べる。外部のノイズを
モデル化するため相互作用項を確率的に変動させた : $W_{k_{1},k_{2},k_{3},k_{4}}^{(i)}$ を確率変数 $\overline{W}_{k_{1},k_{2},k_{3},k_{4}}^{(i)}(t)$ に置

き換えたモデルを考察した。具体的には、 $W(=W_{k_{1},k_{2},k_{3},k_{4}}^{(i)})$ を異なる $i_{\text{、}}(k_{1}, k_{2}, k_{3}, k_{4})$ の間で
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独立な、 $\overline{\overline{W}(t)}=W$ と $\overline{(\overline{W}(t)-W)(\overline{W}(t’)-W}$ ) $=\delta W^{2}\cross\delta(t-t’)$ とをみたす確率変数 $\overline{W}(=$

$\overline{W}_{k_{1},k_{2},k_{3},k_{4}}^{(i)}(t))$ に置き換え、 $\delta W/W\simeq$ 数% の範囲で変動させた。

このモデルの生存確率 $|\langle\Phi_{t=0}|U(t)|\Phi_{t=0}\rangle|^{2}$ を数値実験した。 3, 5, 7 自由度系すべてが図 6
と同様のノイズへの応答を示した。つまり、 $P(t)$ へのノイズの影響は少なく、定性的に変化しな

かった。

3 自由度系の $P(t)$ が量子振動を示したのは、 ノイズの強さが量子干渉を壊すのに十分な強さ

でなかったからだと考えられる。一方、 5, 7 自由度系の $P(t)$ がほとんど同じ緩和を示し、定性

的に変化しなかったことは、孤立系で見られた緩和 (図 $4_{\text{、}}$ 5) がノイズにも強い、数値誤差など

の原因による物ではない、量子性故の構造であることを示している。

図 6: ノイズ外場中の 7 自由度量子系の $P(t)$ の時間変化 : $+,\cross,$ $*$ は $\lambda=1,2,4$ の結果。 曲線は孤立系の

時間変化 : 上から $\lambda=1,2,4$ の結果。

5 まとめ

多自由度系の低エネルギー励起状態の動力学を記述するモデルとして多項式相互作用をもつハ
ミルトニアンを採用した。SI を用いて、 このハミルトニアンに適用可能な数値スキームを開発し
た $[26]_{\text{。}}$ 高次の SI 構或法、時間依存ハミルトニアンの SI構或法の概略も説明した。得られたス
キームの収束性を数値実験で調べた結果、理論から予想される収束性と一致した。
生存確率の量子古典対応を調べた。対応する古典動力学で混合的な振る舞いをする初期状態の
みを考察した。量子動力学は局在する傾向があり、非線形性のパラメタ $\lambda$ の大きさで定性的な変

化を示した [27] :3 自由度系の場合 $\lambda$ の値にかかわらず、量子振動を示した。 自由度が 5 以上の
系では $\lambda$ が大きくなると生存確率は減少することが観測された。特に、 5 自由度系では $\lambda$ の大き

な系では、べき的に減少することが分かった [28]。
ノイズの加えられた量子動力学と孤立系の量子動力学の比較実験を行った。両者の間には定性

的な変化が観測されなかった。これはノイズに強い構造が非平衡緩和過程に存在することを示唆
している [27]。
今後の課題として、状態空間内で存在確率が分配されていく様子を追跡することで、 より大域

的な観点から生存確率の時間依存性を考察することが必要になる。さらに、確率分布の時間変化

を定性的に記述するであろう (量子) 共鳴 [2] が、 どの程度の精度の記述を与えるかを調べ、動
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つ

まり、 両者の数値的なオーダーは大きく異なるにもかかわらず共通の変動傾向を持つ。 このことから
変動の原因は共通だろうと推察される . 古典の微少な変動は相空間の局所的な非一様性に原因があり、
量子性によるカオスの抑圧で、その構 $\dot{\#\backslash }-$が強調されることで共通の変動傾向を持つと考えられる。ノ
イズの加えられた系がノイズ耐性を持っていたのは、 この構造が微少な外場に対しては aeれないこと
を意味している。

[28] 我々のモデルでも短時間領域では $\tau=\lambda t$ でスケールされることが分かった [12]。 これは $\exp$ 減少を示
す 5, 7 自由度系では寿命� $\lambda$ となることを示している。 (cf. golden rule だと寿命 $\propto\lambda^{2}$ となる。)
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