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1 introduction

量子カオスとは、 カオスを呈する古典系に対応した量子系の挙動の事である。Bohr の
対応原理が正しいとすると、 $-\text{す}$なわち量子力学が $\hslasharrow 0$ の極限として古典力学を内包

するのであれば一古典力学系に於けるカオスの痕跡を対応する量子系に見出そうとする

のは、 極めて自然な発想である。

図 1: 量子-古典対応

可積分系に於ける量子-古典対応は Einstein-Brillouin-Keller 量子化条件によりトーラ
スと量子数との対応で理解される。

$\frac{1}{2\pi}\int_{C_{j}}p\cdot dq=\hslash(n_{j}+\frac{\nu_{j}}{4})$ (1)
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対して非可積分系、 則ちトーラスが崩壊した系に於ける量子-古典対応はあまり理解され

ていない。A. Einstein は量子力学の萌芽期に以下の様な問いかけをしている [6]。

「トーラスが壊れたら量子化条件はどうなるのだろうか ? 」

図 2: トーラス (左) とトーラスの崩壊 (右)

以上の事から明らかな様に『量子カオス』 は量子-古典対応という文脈では避けて通れな

い問題として横たわっている。

M. C. Gutzwiller は Feynman の経路積分を用い、古典カオス系に対応する量子系の準
位密度を半古典的に評価し、Gutzwiller の跡公式を導出した [7]。 この跡公式が言わんと

している事は、準位密度の振動部分 $d_{osc}(E)$ が対応する古典系のすべての周期軌道に関す

る和として漸近展開される、 ということである。 この公式は準位密度という量子力学の量

を周期軌道という古典力学の量で表していると言う意味で画期的なものである。

$d(E)=\langle d(E)\rangle+d_{osc}(E)$ (2)
( $d(E).\cdot$ 準位密度, $\langle d(E)\rangle$ : 平均部分, $d_{osc}(E)$ : 振動部分 )

$d_{osc}(E)=- \frac{1}{\pi}\propto s[\sum_{\kappa}\sum_{ppo}\frac{1}{i\hslash}\frac{T_{ppo}}{\sqrt{|\det(\tilde{M}_{ppo}^{\kappa}-I)|}}\exp\{\kappa(\frac{i}{\hslash}S_{ppo}(E)-\frac{\pi}{2}\sigma_{ppo})\}]$

(3)

$T_{ppo}.\cdot$ 周期, $S_{ppo}.\cdot$ 作用, $\tilde{M}_{ppo}.\cdot$ Monodromy 行列,
$\sigma_{ppo}$ : Masl$ov$ 指数, $ppo.\cdot$ 素な周期軌道の $index_{\backslash }$ $\kappa$ : 周期軌道の繰り返し数
ところが Gutzwiller の跡公式は絶対収束しない級数で、 収束させる方法が幾つか考え

られている [5],[16],[8]。更に周期軌道の膨大な数に比べて決定される準位が極めて少ない
という問題がある。又、 2 点準位相関関数や spectral form factor 等の数値計算から、非
対角項の寄与すなわち周期軌道間の相関が示唆されている [1]。従ってカオスを示す系で
の量子-古典対応を議論する際、周期軌道の相関は避けて通れない問題である。 それにも

かかわらず周期軌道の相関が如何なるものかは未だ明らかではない [15],[18],[4],[11]。
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ところで半古典論はカオスを示す系での量子-古典対応を議論する際の唯一の道具であ

る。 しかし、半古典論はプランク定数が小さいとしたときの量子力学の近似理論であり、

常に精度の問題が付きまとっている。半古典論の精度は見積り方によっては次元に依存し

てしまい、 3 次元では 2 次元と比べて精度は良くない、 という指摘はあるが [13]、 未だに

はっきりとした結論は出されていない。 そうした議論からも 3 次元で半古典論を議論する
という事は極めて重要である。

2 対象となる系

今回対象となる系は 3 次元 dispersing billiards というものである。

図 3: 3 次元 billiards

billiard (撞球) 問題とは本来、ある領域に閉じ込められた撞球の運動のエルゴード性

の問題の証明であり、Kelvin 卿が 1900 年に問題提起 [10] $\llcorner$て以来 100 年の歴史を持つ。
現在では境界が閉じない解放系も研究されている。撞球問題とは基本的には境界内を質点

が自由運動し境界上では弾性衝突をする、 というものである。

billiard 系で考える事のメリットは、簡単な問題設定で双曲系が構或でき、系の規則性

は境界の形に依存する。従って、境界をパラメタとして変化させて特定の値に依存しな

い性質を抽出できる。又、 ある種類の billiard 系では周期軌道を系統的に求める事がで

きる。

この撞球台の詳細を説明する。この 3 次元 billiards は正四面体の頂点を各々の中心と

する 4 つの球からなる billiard である。ただし 4 つの球は対称性を排除する為に各々異な
る半径を持つ。質点 (撞球) は境界内で自由運動するものとし、外場は考えない。境界上

では弾性衝突を行うものとする。
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この billiard 系は市 spersing billiards と呼ばれるものの 3 次元版である。dispersing

billiards とは、 内側に向かって凸な曲線からなる境界を持つ biffiards である [9]。 この種
の billiards では下記の通り、周期軌道が coding できるので周期軌道が系統的に求め易

い。 coding は周期軌道が衝突する曲線に対応した index によってなされる。下の図の場

合では、周期軌道は衝突した円 ”
$C_{0},$ $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3}$

” 各々の index ” $0,1,2,3$” で構或される

記号列で表す事ができる。

013 0123

図 4: 周期軌道の coding

なぜ 3 次元で計算を行うかと言うと、 3 次元の biffiard 系で周期軌道についてはあまり

解析がなされていないからである [14]。又、 3 次元は 2 次元に無い特異性があるのではな

いかと期待される。 さらに 2 次元と 3 次元とを比較する事により次元に依存しない性質
を抽出でき、 それにより 2 次元での結果の位置付けがより明らかになる。加えて先程言及

した半古典論の精度の問題があるので 3 次元での解析が是非とも必要である。
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3 計算した事 &結果

今回の数値計算では 3 次元 dispersing billiard 系に於いて衝突回数 16 までの周期軌
道を数値的に求めた。そこから長さに関するスペクトルの数密度・累積数密度が得られ、

topological entropy が決定された。 さらに短距離相関である長さスペクトルの最近接間

隔分布と spectral rigidity を計算した $\circ$

数値計算の具体的な方法は、軌道の長さが最小になるようなパラメタの値を二分法と

Newton-Raphson 法で求める、 というものである。頂点総てが記号列に対応する円弧上

にあるような多角形を考える。周期軌道の経路は多角形の長さが最小となるものである。

この事は、 質点の描く周期軌道を光りの反射の経路に見立てて考えれば、光学の Fermat
の原理と併せて理解は容易である。

こうして与えられた記号列総てに対し周期軌道の衝突点の座標が数値計算により求めら

れ、 これらを総合して長さスペクトルの数密度 &累積数密度が求められた。

これより、長さスペクトルの累積数密度から

$N(s)\propto\exp(h_{top}s)/h_{top^{S}}$ (6)
$h_{top}=1.0466$ (7)
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表 1: 衝突回数ごとの周期軌道の個数

図 5: 長さスペクトルの累積数密度 $N(s)$ (左) と $sN(s)$ (右)

衝突回数に於ける周期軌道の数から

$h_{top}= \lim_{narrow\infty}\frac{\ln N(n)}{n}\simeq\frac{\ln N(16)}{16}\simeq 1.098$ (8)

という形で topoligical entropy $h_{top}$ が各々決定された。特に衝突回数から計算された

$h_{top}$ は
$\ln 3\simeq 1.098$ (9)

と良い一致をしている。 これは与えられた記号列に対して周期軌道が必ず存在していると

いう事から当然の事と言える。

さらに周期軌道の長さに於ける短距離相関を見る。 その為に先ずアンフオールデイング

という操作を行う [3]。 アンフォールディングとは端的に言うと、 スペクトルの local な平

均間隔を 1 にする操作である。 なぜそのような操作が必要かと言うと、スペクトルの大域
的な振る舞いが系によって大きく異なるからである。従ってスペクトルの universality–

例えばスペクトルの大域的な振る舞いからの揺 $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{b}$

–を見い出そうとするとき、その系の特

殊性を取り除く為にこのような操作を行う必要がある。

$Narrow u$ (10)
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$\wedge\ovalbox{\tt\small REJECT}_{v}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathit{1}$ $\rho_{av}(E)dE\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ du $\ovalbox{\tt\small REJECT} u\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{v}(u)$ (11)

図 6: アンフォールディング

これよりスペクトルの最近接間隔分布と spectral $\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}\Delta_{3}(L)$ が求まった [3]。 spec-
tral rigidity はアンフォールディングされたスペクトルがどの程度直線に乗っているかを
示す量である。 rigidity のグラフが $L/15$ の直線に乗る程、スペクトルはランダムである

と言える [2]。

$\Delta_{3}(L)=\langle\Delta_{3}(\alpha;L)\rangle$ (12)

$\Delta_{3}(\alpha;L)=\frac{1}{L}\min_{A,B}$

。

$\alpha+L$

$[N(u)-Au-B]^{2}$ (13)
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図 7: 長さスペクトルの最近接間隔分布 $P(u)$ (左) と $\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}\Delta_{3}(L)$ (右)

最近接間隔分布は Poisson 分布を呈し、 rigidity は $L/15$ の直線に乗っている。 これら

の結果は 2 次元の結果 [9] と同様、 周期軌道の長さの相関はこの系ではあからさまには見
えてこない、 と言う事を示している。周期軌道の長さの統計性を見る限り、 周期軌道の相

関はこの系でも極めて微妙な問題だということが解る。
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4 まとめ &展望

本研究では 3 次元 biffiard 系に於ける周期軌道の数値計算の方法を開発し、周期軌道の
長さの統計性について調べた。 これまでの所周期軌道の長さに関する相関はあからさまに

は現れてはいないし、 2 次元と 3 次元との違いもそれ程見られない。
今後は周期軌道の長さ以外の性質についても調べてぃきたい。例えば長さにつぃて行っ
たものと同様の解析を Ljapunov 指数についても行う。 この他に周期軌道の作用の相関が
考えられる。 さらに二点準位相関関数や spectral form factor といった半古典論での計算
を行い、 これまでになされた計算との比較をしっつ周期軌道の相関を見てぃきたい。周期

軌道の相関についての解析はまだ始まったばかりで、何を見ればいいのかと言う事もあま
り理解されていないし、 ましてや解析の道具ともなると極めて未熟なのが現状である。例

えば長さスペクトルの長距離相関については数値計算の困難も去る事ながら、相関の取り
方については未知の部分も多い。従って周期軌道の相関を見るには新しい相関の見方の開
発まで視野に入れる必要がある。 また散乱問題という観点から計算を行い、量子力学と半
古典論とで比較をしたい。その際、半古典論の精度につぃても触れてみたい。
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