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1 はじめに

$H$ を Hilbert 空間とし, $C\subset H$ を空でない閉凸集合としたとき, $C$ 上の

写像 $T$ が非拡大であるとは, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して

$||Tx-Ty||\leq||x-y||$

が成り立つことを言う. Halpern [3] は, $\mathrm{T}$ の不動点を求めるために次のよ
うな点列的近似法を導入した.

$x_{1}=x\in C$, $x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})Tx_{n}$ , $n\in N$ .

ただし $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ である. 1992 年に, Wittmann[12] は Halpern の点
列的近似法において, $\{\alpha_{n}\}$ に

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<\infty$

の条件を加えると, $\{x_{n}\}$ が $T$の不動点に強収束することを証明した. また,
Solodov と Svaiter[9] は Hilbert 空間上の極大単調作用素の零点を求める
ために距離射影を用いた hybrid 法を導入したが, Nakajo と Takahashi[5]
はこの hybrid 法を改良し, 従来とは異なる非拡大写像の強収束定理を証
明した. 一方, Shimoji と Takahashi[7] は $\mathrm{n}$ 個の非拡大写像の共通不動点
を求めるために $\mathrm{n}$ 個の写像の凸結合からなる $W$-mapping という写像を導
入したが, この論文ではこの $W$-mapping と先の hybrid 法を用いて,

可算個の非拡大写像の共通不動点を求める強収束定理を証明している. ま
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た, 最後にこの定理から導かれる制約可能性問題と関係のある収束定理に
ついてもふれる.

2 準備

$H$ を Hilbert 空間とし, その内積は $(\cdot, \cdot)$ で表すこととする. $C$ を $H$ の

空でない閉凸部分集合とする. このとき, $C$ 上の写像 $T$ が非拡大である

とは, 任意の $C$ の元 $x,$ $y$ に対して $||Tx-Ty||\leq||x-y||$ が成り立つこと

を言う. 今, $T$ の不動点の全体を $F(T)$ で表すと $F(T)$ は閉凸集合となる.

Hilbert 空間 $H$ は Opial条件 [6] を満たすので, $x\neq y$ である $x,$ $y\in H$ に

対して $x_{n}arrow x$ ならば

ln\rightarrow 科科 fllxn--xll<ln\rightarrow 屋科 fllxn--yll
$narrow\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

が成り立つ. ただし, \rightarrow は弱収束をあらわすこととする. ノルム $||\cdot||$ が弱

下半連続性を持つことと, 任意の $\{x_{n}\}\subset H$ で $x_{n}arrow x$ であるものに対し

て $||x|| \leq\lim\inf_{narrow\infty}||x_{n}||$ が成り立つことは同値である. $H$ から $C$ の上へ

の距離射影を $Pc($ . $)$ と書くとすると, 任意の $C$ の元 $x$ に対して $z=Pc(x)$

であることと, $(z-y, x-z)\geq 0$ が $y\in C$ に対して成り立つことは同値

である.
$C$ を $H$ の凸集合, $T_{1},T_{2},$ $\ldots$ を $C$ 上の可算個の非拡大写像とする.

$\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots$ は $i=1,2,$ $\ldots$ に対して $0\leq\alpha:\leq 1$ となる実数とする. こ

のとき, Shimoji と Takahashi [7] は $n\in N$ に対して次のような $C$ 上の写

像 $W_{n}$ を定義した.

$U_{n,n+1}$ $=$ Iフ

$U_{n,n}$ $=$ $\alpha_{n}T_{n}U_{n,n+1}+(1-\alpha_{n})I$,

$U_{n,n-1}$ $=$ $\alpha_{n-1}T_{n-1}U_{n,n}+(1-\alpha_{n-1})I$,

.$\cdot$.
$U_{n,k}$ $=$ $\alpha_{k}T_{k}U_{n,k+1}+(1-\alpha_{k})I$ ,

$U_{n,k-1}$ $=$ $\alpha_{k-1}T_{k-1}U_{n,k}+(1-\alpha_{k-1})I$,...
$U_{n,2}$ $=$ $\alpha_{2}T_{2}U_{n,3}+(1-\alpha_{2})I$ ,

$W_{n}=U_{n,1}$ $=$ $\alpha_{1}T_{1}U_{n,2}+(1-\alpha_{1})I$ .

このような写像 $W_{n}$ は $T_{n},$ $T_{n-1},$
$\ldots,$

$T_{1}$ と $\alpha_{n},$ $\alpha_{n-1},$ $\ldots,$
$\alpha_{1}$ から生成され

る $W$-mapping と呼ばれる. また, Shimoji と Takahashi [7] によって次
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の 2 つの補助定理が証明されている.

補助定理 1 $C$ を狭義凸 Banach空間 $E$ の空でない閉凸集合, $T_{1},$ $T_{2},$
$\ldots$ を

$C$ 上の非拡大写像で口 i\infty$=1F(T_{i})$ は空でないものとする. また, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots$

は $i=1,2,$ $\ldots$ に対して $0<\alpha_{i}\leq b<1$ を満たす実数とする. このとき,
任意の $x\in C$ と $k\in \mathrm{N}$ に対して $\lim_{narrow\infty}U_{n,k}x$ が存在する.

この補助定理 1 により, 任意の $x\in C$ と $k\in \mathrm{N}$ に対して, $U_{\infty,k}$ と $C$ 上

の写像 $W$ を次のように定義することが出来る:

$U_{\infty,k}x= \lim_{narrow\infty}U_{n,k}x$ ,

$Wx= \lim_{narrow\infty}W_{n}x=\lim_{narrow\infty}U_{n,1^{X}}$ .
このように定義した $W$ は $T_{1},$ $T_{2},$

$\ldots$ , と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots$ から生成される W-
mapping と呼ばれる. 次の補助定理も主定理を証明するのに重要である.

補助定理 2 $C$ を狭義凸 Banach空間 $E$ の空でない閉凸集合, $T_{1},$ $T_{2},$
$\ldots$ を

$C$ 上の非拡大写像で寡 i\infty$=1F(T_{i})$ は空でないものとする. また, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots$

は $i=1,2,$ $\ldots$ に対して $0<\alpha_{i}\leq b<1$ を満たす実数とする. この時,
$F(W)= \bigcap_{i=1}^{\infty}F(T_{i})$ である.

3 主定理

この節では, Hilbert 空間において可算個の非拡大写像の共通不動点を
求める点列的近似法について議論する.

定理 1 $C$ を Hilben空間 $H$ の空でない閉凸集合とする. $T_{1},$ $T_{2},$
$\ldots$ を $C$

上の非拡大写像で口 i\infty$=1F(T_{i})$ は空でないとする. $0<a\leq b<1$ を満たす
実数 $a,$ $b$ [こ対して, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots$ は $i=1,2,$ $\ldots$ で $0<a\leq\alpha_{i}\leq b<1$ であ
るとする. $W_{n}(n=1,2, \ldots)$ を $T_{n},$ $T_{n-1},$

$\ldots,$
$T_{1}$ と $\alpha_{n},$ $\alpha_{n-1},$

$\ldots,$
$\alpha_{1}$ から

生成される $C$ 上の $W$ -mappings とし, 任意の $x\in C$ に対して, $C$ 上の
写像 $W$ を次のように定義する:

$Wx= \lim_{narrow\infty}W_{n}x=\lim_{narrow\infty}U_{n,1^{X}}$ .
また, $n=1,2,$ $\ldots$ に対して点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{1}$ $=$ $x\in C$ ,
$y_{n}$ $=$ $W_{n}x_{n}$ ,

$C_{n}$ $=$ $\{z\in C;||y_{n}-z||\leq||x_{n}-z||\}$ ,
$Q_{n}$ $=$ $\{z\in C;(x\text{、}-z, x_{1}-x_{n})\geq 0\}$ ,

$x_{n+1}$ $=$ $P_{C_{n}\cap Q_{n}}(x_{1}),$ $n\in N$
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で定義する. このとき, $F(W)= \bigcap_{i=1}^{\infty}F(T_{i})$ であり, $\{x_{n}\}$ は $P_{F(W)}(x_{1})$

に強収束する.

証明 1 $F(W)= \bigcap_{i=1}^{\infty}F(T_{i})$ であることは補助定理 2 による. $n=1,2,$ $\ldots$

に対して、 $Q_{n}$ が閉凸集合であることと $C_{n}$ が閉集合であることはあきら

かなので $C_{n}$ が凸集合であることを示す. $||y_{n}-z||\leq||x_{n}-z||$ であるこ

とは $||y_{n}-z||^{2}+2(y_{n}-x_{n}, x_{n}-z)\leq 0$ と同値である. 今, $z_{1},z_{2}\in C_{n}$ ,
$\alpha\in(0,1)$ とすると

$2(y_{n}-x_{n},x_{n}-(\alpha z_{1}+(1-\alpha)z_{2}))+||y_{n}-x_{n}||^{2}$

$=\alpha\{2(y_{n}-x_{n},x_{n}-z_{1})+||y_{n}-x_{n}||^{2}\}$

$+(1-\alpha)\{2(y_{n}-x_{n}, x_{n}-z_{2})+||y_{n}-x_{n}||^{2}\}$

く 0

であるから, $C_{n}\cap Q_{n}$ は $n=1,2,$ $\ldots$ で閉凸集合になる. 次に, $C_{n}\subset F(W)$

を示す. $u\in F(W)$ とする.

$||y_{n}-u||$ $=$ $||W_{n}x_{n}-u||$

$=$ $||W_{n}x_{n}-W_{n}u||$

$\leq$ $||x_{n}-u||$

となるので $n=1,2,$ $\ldots$ に対して $F(W)\subset C_{n}$ を得る. 次に, $\{x_{n}\}$ が

定義可能であることを示す. $n=1$ のとき, $F(W)\subset C_{1}$ であるのと

$F(W)\subset C=Q_{1}$ であることより $F(W)\subset C_{1}\cap Q_{1}$ となる. $C_{1}\cap Q_{1}$ は閉

凸集合であるから $x_{2C_{1}\cap Q_{1}}=P(x_{1})$ となる $x_{2}\in C_{1}\cap Q_{1}$ が存在する. し

たがって $z\in C_{1}\cap Q_{1}$ [こ対して $(x_{2}-z, x_{1}-x_{2})\geq 0$ が成り立つ. また,
$F(W)\subset C_{1}\cap Q_{1}$ であったので, $u\in F(W)$ に対しては $(x_{2}-u, x_{1}-x_{2})\geq 0$

が成り立つので $F(W)\subset C_{2}$を得る. よって $F(W)\subset C_{2}\cap Q_{2}$ である. こ

のようにしてあとは帰納的に $x\text{、}+\mathrm{l}=P_{C_{n}\cap Q_{n}}(x_{1})$ が定義出来る. $F(W)$

は $C$ の空でない閉凸集合なので, $z_{1}=P_{F(W)}(x_{1})$ となる $z_{1}\in F(W)$ が

存在する. xn+l=PC、\cap Q、$(x_{1})$ であることから, 任意の $z\in C_{n}\cap Q_{n}$ [こ

対して
$||x_{n+1}-x_{1}||\leq||z-x_{1}||$

を得る. したがって, $n=1,2,$ $\ldots$ に対して

$||x_{n+1}-x_{1}||\leq||z_{1}-x_{1}||$

が成り立つ. よって $\{x_{n}\}$ は有界である. $x_{n+1}\in Q_{n}$ であることと, Q、の

定義から $x_{nQ_{n}}=P(x_{1})$ なので, $n=1,2,$ $\ldots$ }こ対して

$||x_{1}-x_{n}||\leq||x_{1}-x_{n+1}||$
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を得る. よって $\{|\mathrm{D}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}.-x}\cdot||\}$ は $H$ の有界非減少点列になるので $||x_{n}-x.||$

の極限が存在する. 一方,

$||x_{n}-x_{1}||^{2}$

$=||x_{n}-x_{n+1}||^{2}+2(x_{n}-x_{n+1}, x_{n+1}-x_{1})+||x_{n+1}-x_{1}||^{2}$

$=||x_{n}-x_{n+1}||^{2}-2||x_{n}-x_{n+1}||^{2}$

$-2(x_{n}-x_{n+1}, x_{1}-x_{n})+||x_{n+1}-x_{1}||^{2}$

$\leq||x_{n}-x_{n+1}||^{2}-2||x_{n}-x_{n+1}||^{2}+||x_{n+1}-x_{1}||^{2}$

であるから, $n=1,2,$ $\ldots$ &こ対して

$||x_{n}-x_{n+1}||^{2}\leq||x_{n+1}-x_{1}||^{2}-||x_{n}-x_{1}||^{2}$

を得る. したがって

$\lim_{narrow\infty}$ llxn–xn刊 $||=0$

となる. また $x_{n+1}\in C_{n}$ であることを使うと

$||y_{n}-x_{n}||$ $\leq$ $||y_{n}-x_{n+1}||+||x_{n+1}-x_{n}||$

$\leq$ $||x_{n}-x_{n+1}||+||x_{n+1}-x_{n}||$

を得る. よって, $\lim_{narrow\infty}$ llyユー fi $=0$ となる. 今, $\{x_{n}\}$ は有界なので弱収
束する部分列 $\{x_{n_{j}}\}$ が存在する. その弱収束先を $w_{0}$ とする. $w_{0}\neq Ww_{0}$

と仮定すると, Opial条件と $W$ の定義から

$\lim_{jarrow}\inf_{\infty}||x_{n_{j}}-w0||$ $<$
$\lim_{jarrow}\inf_{\infty}||x_{n_{j}}-Ww0||$

$\leq$ lij\rightarrow O科 f $(||x_{n_{j}}-W_{n_{j}}x_{n_{j}}||$

$+||W_{n_{j}}x_{n_{j}}-W_{n_{j}}w_{0}||+||W_{n_{j}}w_{0}-Ww_{0}||)$

$\leq$
$1 \mathrm{i}\inf_{jarrow\infty}(||x_{n_{j}}-y_{n_{j}}||$

$+||x_{n_{j}}-w_{0}||+||W_{n_{j}}w_{0}-Ww_{0}||)$

$=$
$\lim_{jarrow}\inf_{\infty}||x_{n_{j}}-w_{0}||$

となるが, これは矛盾である. よって $w_{0}\in F(W)$ が得られた. 一方で,
$z_{1}=P_{F(W)}(x_{1}),$ $w_{0}\in F(W)$ であることとノルムの弱下半連続性から

$||x_{1}-z_{1}||$ $\leq$ $||x_{1}-w_{0}||$

$\leq$
$\lim_{jarrow}\inf_{\infty}||x_{1}-x_{n_{j}}||$

$\leq$ $\lim\sup||x_{1}-x_{n_{j}}||$
$jarrow\infty$

$\leq$ $||x_{1}-z_{1}||$
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を得る. よって

$\lim_{jarrow\infty}||x_{n_{j}}-x_{1}||=||x_{1}-z_{1}||=||x_{1}-w_{0}||$

となり $z_{1}=w_{0}$ を得る , また, $x_{n_{\mathrm{j}}}-x_{1}arrow w_{0}-x_{1}$ と上の式より

$x_{n_{j}}-x_{1}arrow w0-x_{1}$

を得る. したがって
$x_{n}arrow P_{F(W)}(x_{1})$

となる.

4 制約可能性問題

$H$ を Hilbert 空間とし, $D_{1},$ $D_{2},$
$\ldots$ を $D_{0}= \bigcap_{i=1}^{\infty}D_{I}$ は空でない $H$ の閉

凸集合とする. このとき, $H$ から $D_{i}$ への距離射影 $P_{i}(i=1,2, \ldots)$ のみを

用いて $D_{0}$ の元をもとめるという点列的近似法の問題は, $\{g_{1},g2, \ldots\}$ を

$H$ 上の実数値連続凸関数の可算個の族に対して

$D_{0}=\{x\in H : g_{\dot{l}}(x)\leq 0,i=1,2, \ldots\}$

となる $D_{0}$ の元を見つけるという制約可能性の問題と関係がある.

系 1 $D$ を Hilbed空間 $H$ の空でない閉凸集合とする. $D_{1},$ $D_{2},$
$\ldots$ を $D$

上の部分集合で寡 i\infty$=1D_{i}$ は空でないとする. $0<a\leq b<1$ を満たす実

数 $a,$ $b$ [こ対して, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots$ tま $i=1,2,$ $\ldots$ で $0<a\leq\alpha_{i}\leq b<1$ である

とする. $P_{i}$ を $D$ から $D_{i}$ の上への距離射影とする. $W_{n}(n=1,2, \ldots)$ を

$P_{n},$ $P_{n-1},$
$\ldots,$

$P_{1}$ と $\alpha_{n},$ $\alpha_{n-1},$ $\ldots,$
$\alpha_{1}$ 力ゝら生成される $D$ 上のW-mappings

とし, 任意の $x\in D$ に対して, $D$ 上の写像 $W$ を次のように定義する :

$Wx=W_{n}x= \lim_{nnarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow\infty}U_{n,1}x$ .
$narrow\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

このとき, $n=1,2,$ $\ldots$ &こ対して

$x_{1}$ $=$ $x\in D$ ,

$y_{n}$ $=$ $W_{n}x_{n}$ ,
$C_{n}$ $=$ $\{z\in D;||y_{n}-z||\leq||x_{n}-z||\}$ ,
$Q_{n}$ $=$ $\{z\in D;(x_{n}-z, x_{1}-x_{n})\geq 0\}$ ,

$x_{n+1}$ $=$ $P_{C_{n}\cap Q_{n}}(x_{1})$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $P_{F(W)}(x_{1})\in$ 寡二 1 $D_{i}$ に強収束する.
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