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Abstract
The coupled theory and the concept of gap solitons are reviewd. First, basic ideaof the gaps in the Schr\"odinger equaiton is briefly considered. Next, we show how theappearance of the nonlinearity in fiber grating leads the coupled mode theory and thegap soliton. Third section is devoted to an application to deep water waves.

1 Introduction
周期構造を持つ媒質中の波動において、 ギャップと呼ばれる振動数の禁制帯が現れるこ
とは、極めて一般的に成立する事実である。古くは、量子 7]学誕生直後のブロッホ波
動関数 [1] の発見がある。っまり、一体シュレディンガー方程式のポテンシャルが周期
性を持つ場合、単調波を拡張した型の解が存在し、対応する分散関係を調べると波数
$k=\pi/d$( $d$ は系の周期) でギャップがある。これは後の固体物理学におけるバンド理論の
基礎となる。

1980年代に入ると、光ファイバーに対して人工的に周期構造を与えて、光波に対する
禁制帯、つまりギャップが見いだされてぃる [2]。 これは、工学的にはビーム分離、、 ビー
ム圧縮、光回路素子など応用は幅広い。また、最近では光ファイバーに限らず、 iP導体
や $\mathfrak{F}$分子を用いた層状超格子や、 2 次元的構造を持っフォトニック結晶など様々な周期
構造が実現している。
光の波動が固体中の電子波と大きく異なるのは、非線形効果が存在することである。

Schr\"odinger方程式は線形であるが、Maxwell方程式では媒質にょっては光カー効果、ラ
マン散乱などによる非線形効果が出現する可能性がある。非線形効果の顕著な例と $\text{し}$ て

$\text{光}\backslash$ファイバーにおけるソリトン現象 [2] が知られてぃる。 これは、分散性と非線形性の
バランスにより実現される極めて安定的なパルスであり、 1984 年に実験検証されて以
来、 最近では数万キロの伝送も可能になってぃる。
それでは、周期構造のある系に対して非線形効果が加ゎったらなにが起こるのであ

ろうか ? そ $\text{の}$ –っの解析手段が、結合モード理論 (Coupled Mode Theory) である。 こ
$\text{れ}$は、後で詳しく述べるが、 ブラッグ反射しあう二っの逆方向の波の非線形結合と、ブ
ラッグ共鳴を同時に扱うもので、禁制帯振動数付近での光の振る舞いを調べるものであ
る。結合モード方程式のーっの解として、局在型のソリトン解がある。驚くべきことに
この解は、線形波動では許されないギャップ内振動数が許される。 これは、 ギャップソ
リト $\sqrt[\backslash ]{}$ と呼 $1\mathrm{f}$れ 1980年頃に理論的予想され $[3]1996$年になって実験的に証明された [4]。
ギャップソリトン現象は光に限ったことでなく、周期構造をもっ非線形波動系である

なら広い範囲で成立することが容易に想像できる。例えば、 質量が周期的に変化する非
線形格子、同じく非線形 $\mathrm{L}\mathrm{C}$電気回路がある。いづれの場合も、結合モード方程式ある
いはそ $\gamma_{\llcorner}$ らを拡張したモデルに帰着させることができる。代表的な非線形波動である深
水水面波を取り上げることが、本論文のーっの目的である。
本論文の構或は以下の通り。まず、 Schr\"odinger方程式をモデルとして、禁制帯ギャッ

プの出現するメカニズムを摂動論的に説明する。問題は 1 次元に限定してあるが、現実
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の固体である 3 次元でも議論の本質は変わらない。次に、光の波を記述する Maxwell方
程式から出発して、非線形効果奮とりいれた結合モード理論を reviewする。この際、特
殊解としてギャプソリトンを導出する。最後に、水回波を解析する。周期構造として、
固定水底の一次元的変動を取り上げる。水面波ほ光に比べ方程式が複雑Zこ絡んで $\mathrm{A}\mathrm{a}$ る

が、 最終的に結合型方程式を拡張した形の方程式が得られる。

2 周期系におけるギャップ
.

ギャプ現象は様々な波動系でみられるが、 ここでは最もよく知られて $\mathrm{A}\mathrm{a}$る量子力学系を
取り上げる。簡単めために 1 次元系の摂動論のみ取り上げるが、禁制帯出現のメカニズ
ムの本質を示すには十分であろう。出発となるのは以下に示す、 定常的 Schr\"odinger 方

程式である。これは Strum-Liouville型の固有値問題となって $\mathrm{A}\mathrm{a}$ る

$- \frac{d^{2}\phi(x)}{dx^{2}}+u(x)\phi(x)=\omega\phi(x)$ , (1)

$x$ は空間を示す独立変数であり、 $\phi(x)$ は定常状態電子の波動関数を表す。固有値 $\omega$ [よ電

子のエネルギー (に比例している量) であり、 ポテンシャル $u(x)$ によって離散的 Zこあ

るいは連続的に分布する。 ここでは、 $u(x)$ は周期的に変化して $\mathrm{A}\mathrm{a}$ると仮定する。

$u(x+d)=u(x)$ (2)

この場合、 Schr\"odinger方程式 ( $1\rangle$ はブロツホ波動関数とよぼれる 1-’{ラメター基本解

を持つことが知られている [5]。 このパラメター ( $k$ とする) は波数と呼ぼれて、次の関
$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{式を}\grave{\iota}\#- \text{す_{。}}$

$\phi_{k}(x+d)=\phi_{k}(x)e^{kd}.\cdot$ , (3、

ただし $i=\sqrt{-1}\text{。}$ これは、単調波 $e^{:kx}$ の一般型をなしている。エネルギー $\omega$ 1よ、波数 $k$

によって与えられてこの関係 $\omega=\omega(k)$ は分散関係と呼ぼれている。
まず、ポテンシャルがない自由空間 $u(x)\equiv 0$ においては、解は明らかに単調波 $\phi(x)=$

$e^{:kx}$ となり、直ちに分散関係 $\omega=$.
$k^{2}$ が導かれ、連続的な放物線となってる。さて、 こ

こで周期ポテンシャル $u(x)$ は十分小さいとして摂動論を展開する。 まず、 周期ポテン
シャルを Fourier展開しておく。

$u(x)= \sum_{n\neq 0}u_{n}e^{2\pi nx/d}|$

.
(4)

次に、波動関数 $u(x)$ については平面波からの最低次の補正を考え、以下のよう-に Fourier
展開する。

$\phi(x)=\phi_{k}(x)=\phi_{0}e^{\dot{l}kx}+\sum_{n\neq 0}\phi_{1},.e^{:(k+2\pi n/d)x}$
(5)

.こうしておくと、$\phi(x)$ はブロツホ波動関数の条件式 (3) を満たす。展開 (4),(5) を Schr\"odinger
方程式 (1戸こ代入して、 $u_{n}$ と $\phi_{n}$ の 1次の項のみを取り出すと、係数 $\phi_{n}$ が直ちに求まる。

$\phi_{n}=\frac{\phi_{0}u_{n}}{k^{2}-(k+2\pi n/d)^{2}}=\frac{\phi_{0}u_{n}}{4\langle k+n\pi/d)n\pi/d’}$ $(n\neq 0)$ (6)

24



こうして、最低次の近似解を求めることができたが、上の式で注意しなければならないこ
$\text{と}$ \phi ‘‘‘ある。本来なら $\phi_{n}$ は微小量なのであるが、「たまたま」 $k$ が $\pi/d$の整数倍 $k–m\pi/d$
に選ばれたと火たら、 ある $\phi_{-m}$ が発散してしまう。っまり摂動論が役に立たなくなる。
こ t\iota #f、 整数倍付近\sigma )値 $k\simeq\pi/d$ でも同様である。 とくに $m=1$ の場合 $k=\pi/d\equiv k_{B}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{h}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ラッグ波数と呼ばれ、物理的に重要である。ここでも $k\simeq k_{B}$ と $(m=1)$ 仮定する。
こうした場合の処方として、発散する Foureir或分 $\phi_{-1}e^{-ikx}$ も、摂動 0次の reference解
として取り込む。っまり、 (5) の代わりに、 $n=-1$ 或分を摂動部からはずし次のように
与える。

$\phi_{k}(x)=\phi_{0}e^{:kx}+\phi_{-1}e^{i(k-2\pi/d)x}+\sum_{n\neq 0,-1}\phi_{n}e^{i(k+2\pi n/d)x}$ ,
$\iota$

$=( \phi_{0}e^{ik_{B}x}+\phi_{-1}e^{-ik_{B}x}+\sum_{n\neq 0,-1}\phi_{n}e^{:(1+2n)k_{B}x},$ $)e^{:Kx}$ $\sim(7)$

$\phi_{0},$ $\phi_{-1}$ は定数である。 $arrow$ こで、 $k\simeq k_{B}=\pi/d$ なので、 $k=k_{B}+K$ (ただし $K$ は微小)
として、 2 $\mathfrak{F}$目の書き換えをした。 また、 固有値も微小量 $\Omega$ を導入して $\omega=k_{B}^{2}+\Omega$ と
する。 (7) をシュレディンガー方程式に代入して、微小量 $u_{n},$ $\phi_{n},$ $\Omega$ に関しての 低次の
みを考慮すると、以下の式が得られる。

$\phi_{n}=-\frac{u_{n}\phi_{0}+u_{n+1}\phi_{-1}}{4n(n+1)}$ , $(n\neq 0, -1)$
. (8)

$(+K^{2}+2k_{B}K-\Omega)\phi_{0}+u_{1}\phi_{-1}=0$ , (9)
$(-K^{2}-2k_{B}K-\Omega)\phi_{-1}+u_{-1}\phi_{0}=0$ , (10)

(8) は (6) に相当する式であるが、今の場合は発散する心配はない。 また、 (9),(10) から
は $\phi_{0},$ $\phi_{-1}$ の可解条 ($+$より、 ローカルな分散関係

$\Omega(K)=\pm\sqrt{(2k_{B}K+K^{2})^{2}+|u_{1}|^{2}}$ (11)
を得る。ただし $u_{-n}=u_{n}^{*}$ であることに注意。 $k$ が $k_{B}$ から離れる、っまり $K$ が十分大き
いとすると $\Omega\simeq K^{2}+2k_{B}K$ となり本来の放物線 $\omega=k^{2}$ に漸近してぃくことがゎかる。

ここで、 figurel からも明らかなように、分散式 (11) #よ $\Omega<|u_{1}|\equiv\kappa$ なる値を許さ
ない。つまり $k_{B}^{2}-|u_{1}|<\omega<k_{B}^{2}+|u_{1}|$ なる範囲は振動数 $\omega$ の禁制帯っまりギャップと
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なっている。同様なことが、 $k=\pm 2k_{B},$ $\pm 3k_{B},$ $\cdots$ 付近でも成立しており、全体として $\omega$

はバンド構造をなしている。
このギャップの出現は、以上の摂動論的解析 (7) からもわかる通り 2 つの波 $\phi_{0}e^{1k_{B}x}$

.

前進波と $\phi_{-1}e^{-:k_{B}x}$ 後退波が、周期構造のフーリエ或分 $u_{\pm 1}$ を通して相互作用を起こし
ていることに、起因している。これは、通常ブラツク共鳴と呼ぼれ、 $\mathrm{X}$解析でもち $\mathrm{A}\mathrm{a}$ る

ブラッグ散乱の特殊な場合といえる。Strum-Liouville型の方程式 (1戸よ、電磁気波、格
子系など広いクラスの物理系で見いだされており、ギャツプという概念は量子系に限ら
ず、 周期的な系の多くの場合に見いだされる概念だと考えられる。

3Coupled Mode Theory

3.1 モデル方程式

ここでは、 2 番目の物理系の例として非線形媒質における光を取り上げる。量子力学の
基本方程式はたまたま線形であったが、多くの古典波動系は非線形性を内在するので解
析が難解になる。 しかし、前セクションのでみてきたように前進波と後退波の共鳴とい
う立場で少なくとも方程式のモデル化ということはできる。これが、結合モード理論で
ある。特に optical grating と呼ばれる、周期性を持つ光ファイバーは多くの研究者が、
理論、実験、応用といった様々な立場で研究しているので、ここでも取り上げることに
する。系を支配する基礎方程式 Maxwell を多少簡単にすると以下が導かれる。

$\frac{\partial^{2}E}{\partial x^{2}}=\frac{1}{c^{2}}\frac{\partial^{2}}{\partial t^{2}}(\chi^{(1)}(x)E+\chi^{(3)}E^{3})$ , (12)

$\chi^{(1)}(x)=\sum_{n}\chi_{n}e^{\oplus x}.$, ($n\cdots$ integer $\chi_{-n}=\chi_{n}^{*}$ ) (13)

ここで $c$ は真空光速、 $\chi^{(3)}$ は非線形性を示す定数である。線形の誘電率 $\chi^{(1)}(x)$ は、 フ

ァイバー方向 $x$ に周期的に変化しているので、Fourier 展開の形に書いた。 (ただし周
期は $d$) ここで対象となるファイバー格子は、 レーザーの干渉パターンを照射 $\text{す}$ るこ

とにより作或できる $[2]_{\text{。}}$ 我々はここで、誘電率の周期的変動が十分小さいという現実
にも合致する仮定を設ける。つまり $\chi_{0}$ は $\chi^{(1)}(x)$ の平均値的な量と考えられるので、
$\langle\chi^{(1)}(z)\rangle\equiv\chi_{0}=1\gg\chi_{n}(n\neq 0)$ とする $\text{。}E=E(x, t)$ は進行方向 $x$ と垂直に向 $\mathrm{A}\backslash$ て\vee ゝる

電場を表している。 $E(x, t)$ は (7) を参考に、次のように展開する。

$E(x, t)=E_{+}(x, t)e^{:(k_{B}x-\mathrm{t}tt)}+E_{-}(x,t)e^{:\mathrm{t}-k_{B}x-\omega t)}+c.c.$, (14)

ここで $k_{B}\equiv\pi/d$ はブラッグ波数と呼ぼれる。 $\omega$ は周期構造がないときの振動数値つ
まり、 $\omega=ck_{B}$ で定義される。 $E_{+}(x,t),$ $E_{-}(x, t)$ はそれぞれ前進波 $e^{:(k_{B}x-\omega t)}$ と後退波

$\ovalbox{\tt\small REJECT}rightarrow_{B}x-\omega t)$ の包絡線を表しており、 $x$ と $t$ のゆつくり変化する未知関数である。 (7) でい
えぼ $\phi_{0}e^{:Kx},$ $\phi_{-1}e^{:Kx}$ にそれぞれ対応する。前セクションで扱った、他の高次のフーリ
或分は結局 (8) のように解けて [6] なおかつ、 Eよのダイナミツクスに影響を与えない

ので、 ここでは (14) から省いた。電場はもちろん実数なので複素共役量 $\mathrm{c}.\mathrm{c}$ が加えてあ
る。本来 $\chi^{(1)}E$ は時間の遅延効果をあらわす、積分形式で表される。 これが物質固有の
分散性を生み出すのであるが、 ここでは周期性による分散性の方が十分大きいとして遅
延効果は考えないことにした。仮に考慮したとしても以下の解析にはほとんど影響を与
えない。
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展開 (14) を方程式 (12) に代入して、包絡の高階微分を無視して $e^{i(\pm k_{B}x-\omega t)}$ の係数を
比較することによって、以下の 2 本の式が導かれる。

$\dot{\iota}(\frac{1}{v_{g}}\frac{\partial E_{+}}{\partial t}+\frac{\partial E_{+}}{\partial x})+\kappa E_{-}+a(|E_{+}|^{2}+2|E_{-}|^{2})E_{+}=0$, (15)

$\dot{\iota}(\frac{1}{v_{g}}\frac{\partial E_{-}}{\partial t}-\frac{\partial E_{-}}{\partial x})+\kappa E_{+}+a(|E_{-}|^{2}+2|E_{+}|^{2})E_{-}=0$ , (16)

ただし. $v_{g}=c,$ $\kappa=\chi_{1}k_{B}/4$ and $a=3\chi^{(3)}k_{B}/2$ と定義されている。 $\chi_{1}$ は一般性を失
わずに、実数と仮定した。 これは、前進波 $E_{+}$ と後進波 $E_{-}$ がブラッグ共鳴と非線形効
果という 2 つの方法で相互作用を行うことを示す式で、結合モード方程式と呼ぼれてお
り、 光 grating (格子) における標準モデルと考えられてぃる。
ここで、非線形性を無視して $E_{\pm}=\phi_{\pm}\exp i(Kx-\Omega v_{g}t)$ , と仮定してすると (11) と

同様の局所的な分散関係
\Omega =\pm$\sqrt$K2+\kappa 2フ (17)

が導かれ、 Figurel で示したような、ギャップが $|\Omega|<|\kappa|$ にできる。
結合モード方程式 (15),(16) は可積分のモデルではないので、逆散乱法や双線形法な

どの解析手段は存在しない。 しかし、以下の 3 っの積分 (不変量) を持っことが証明で
きる。

$N=-\infty+\infty Hdx=$ $-\infty+\infty(|E_{+}|^{2}+|E_{-}|^{2})dx,$
$\cdots\underline{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}}$

$P= \int_{-\infty}^{+\infty}\mathcal{P}dx=\int_{-\infty}^{+\infty}\frac{1}{i}(E+\frac{\partial E_{+}^{*}}{\partial x}+E_{-}\frac{\partial E_{-}^{*}}{\partial x})dx,$ $\cdots\underline{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{m}}$

$H=v_{g} \int_{-\infty}^{+\infty}[\frac{i}{2}(E_{+}\frac{\partial E_{+}^{*}}{\partial x}-E_{-}\frac{\partial E_{-}^{*}}{\partial x})+\kappa E_{+}^{*}E_{-}+a(\frac{|E_{-}|^{2}+|E_{+}[^{2}}{4}+|E_{+}E_{-}|^{2})]dx$

$= \int_{-\infty}^{+\infty}Hdx$ $\cdots$ Hamiltonian(totalenergy)

ハミルトニアン $H$ を用いることにより、結合モード方程式は正準形式にかける。

$\frac{\partial E_{\pm}}{\partial t}=\dot{\iota}\frac{\delta H}{\delta E_{\pm}^{*}}$ , $\frac{\partial E_{\pm}^{*}}{\partial t}=-i\frac{\delta H}{\delta E_{\pm}}$

また、 総パワー $N$ と総運動量 $P$ の保存則は以下のようにかける。

$\frac{\partial N}{\partial t}+\frac{\partial v_{g}(|E_{+}|^{2}-|E_{-}|^{2})}{\partial z}=0,$ (power flow)

$\frac{\partial P}{\partial t}+\frac{\partial \mathcal{H}}{\partial x}=0$ . (momentum flow)

(18)

3.2 Gap Soliton $\backslash$

次に、結合モード方程式 (15),(16) の局在した進行波解を求める $[3]_{\text{。}}$ そのためにまず、

$E_{\pm}(x, t)=\Delta^{\pm\frac{1}{2}}\sqrt{F(\zeta))}e^{:(\theta(\zeta)-v_{g}\Omega t)}\pm$ , (19)
$\zeta=x-Vt$ , (20)
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とおく。 $V$ は進行速度、 $\Omega$ は振動数を表す。これを、結合モード方程式にいれて、それ
ぞれの虚部、実部から計 4 つの式がでてくる。虚部の 2 つより、

$\Delta=\sqrt{\frac{v_{g}+V}{v_{g}-V}}$ (21)

でなけれぼならないことがわる。また、$\phi(\zeta)=\theta_{+}-\theta_{-}$ とす-るど、 $\phi$ と. $F$のみの方程式、

$\frac{d\phi}{d\zeta}$

.
$=2\gamma^{2}\Omega+2\gamma\kappa \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}.\phi+2\gamma(1+2\gamma^{2})F$, (22)

および、
$\frac{d}{d\zeta}(\theta_{+}+\theta_{-})=2\gamma^{2}\frac{V}{v_{g}}(\Omega+2\gamma F)$ , (24)

が得られる。ただし定数 $\gamma$ はローレンツ因子と呼ぼれ、

$\gamma\equiv(1-\frac{V}{v_{g}})^{-1/2}\geq 1$ (25)

で定義される。連立常微分方程式 (22),(23) は

$I(F, \phi)=2\gamma^{2}\Omega F+2\gamma\kappa F$coe $\phi+\gamma(1+2\gamma^{2})F^{2}$ , (26)

なる保 E量 $\mathrm{B}\backslash ^{\backslash }\backslash$ある $(dUd\Leftarrow 0)_{\text{。}}$ 特に局在解の場合は $F(\pm\infty)=0$ であるので、 $I=0$ と

してよい。すると、 (22) は $\phi$ のみの式

$\frac{d\phi}{d\zeta}=-2\gamma^{2}\Omega-2\gamma\kappa\cos\phi$ , (27)

に帰着することができる。 (22) は積分が実行可能で $\phi(\zeta)$ は厳密に表すことができる。
従って、 $F(\zeta)$ も $I(F, \phi)=0$ より求まり、 さらに (24) を組み合わせることにより $\theta_{\pm}(\zeta)$

が得られる。以上結果だけを示すと、

$F( \zeta)=\frac{2(\kappa^{2}-\gamma^{2}\Omega^{2})(1+2\gamma^{2})^{-1}}{\kappa\cosh(2\sqrt{(\kappa^{2}-\gamma^{2}\Omega^{2})\gamma\zeta})+\gamma\Omega}$,

$\theta_{\pm}(\zeta)=\frac{\gamma^{2}V\Omega}{v_{g}}\zeta-(\frac{4\gamma^{2}V}{(1+2\gamma^{2})v_{g}}\pm 1)\arctan(\sqrt{\frac{\kappa+\gamma\Omega}{\kappa-\gamma\Omega}}\tanh^{-1}(\sqrt{\kappa^{2}-\gamma^{2}\Omega^{2}}\gamma\zeta))$ .

となる。 ここで $\Delta$ は実数と仮定したので (21) より $|\Omega|<\kappa\gamma^{-1}$ でなけれぼならないこと
がわかる。 $\gamma>1$ であるので、 これは $\Omega$ が分散 (17) が示唆するギャツプ内に常に存在し
なけれぼならいない事実を表してる。.

28



Figure 2:

これが、 ギャプソリトンと呼ぼれる所以である。そもそも、線形の範囲では許され
なかった振動数が、非線形効果にょって実現されるのは非常に興味深い事実である。

4 Water Waves
4.1 基礎方程式と線形解析

イントロダクションでもの述べたが、結合モードの概念は光系以外にも多くの非線形周
期波動系で通用するものであると考えられる。 ここでは、 Figure3 で示された、底に周
期構造をもつ水面波系を例として結合モード方程式の拡張を試みる。

Figure 3:

まず、 基礎となる方程式を与える。
$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ potential $\Phi(x, y, t)$ :

(Incomperssible, Irrotatioanl, Lossless Fluid)

$\frac{\partial^{2}\Phi}{\partial x^{2}}+\frac{\partial^{2}\Phi}{\partial y^{2}}=0$ . (28)

oBoudary condition at the bottom:(y $=-h_{0}+h(x)$ )

$\frac{\partial\Phi}{\partial y}=\frac{\partial\Phi}{\partial x}\frac{dh(x)}{dx}$ , (at $y=-h_{0}+h(x)$ ). (29)

oFree boundary on the water surface:

$\frac{\partial\Phi}{\partial y}=\frac{\partial\eta}{\partial t}+\frac{\partial\Phi}{\partial x}\frac{\partial\eta}{\partial x’}$ (at $y=\eta(x,$ $t)$ ). (30)
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oEuler equation:

$\frac{\partial\Phi}{\partial \mathrm{t}}+\frac{1}{2}\{(\frac{\partial\Phi}{\partial x})^{2}+(\frac{\partial\Phi}{\partial y})^{2}\}+g\eta=0$, (at $y=\eta(x,$ $t)$ ). (31)

oPeriodic bottom:

$h(x+d)=h(x)=-h_{0} \sum_{j\neq 0}^{\infty}h_{j}e^{2\cdot k_{B}jx}.$ , $(h_{-j}=h_{j}^{*}, k_{B}= \frac{\pi}{d})$ (32)

ここで底の周期的変動は小さいと仮定する。 $1\gg h_{j}\sim O(\epsilon)$ : また、 $g$ は重力加速度で
ある。
以上が出発となる式の全てであるが、 まずは非線形性を無視して考える。底が平ら

な $h(x)=0$場合は、次のような平面波解と分散関係が知られている。

$\eta(x,t)=A\omega/g\cosh(kh_{0})\cos(kx-\omega t)$ , (33)
$\Phi(x,y,t)=-A\cosh(k(y+h_{0}))\sin(kx-\omega t)$ . (34)
$\omega^{2}=gk\tanh(kh_{0})$ (dispersion relation) (35)

次に、周期構造の影響を考えるわけだが、前セクションの (14) を参照に $\Phi(x, y, t)$ と

$\eta(x, t)$ を以下のように展開する。

$\Phi(x, y, t)=(\phi_{+}(x, y, t)e^{:(k_{B}x-\omega t)}+\phi_{-}(x, y,t)e^{:(-k_{B}x-\omega t)})+\mathrm{c}.\mathrm{c}.$ , (36)

$\eta(x, t)=(\eta_{+}(x,t)e^{:(k_{B}x-\omega t)}+\eta_{-}(x,t)e^{:(-k_{B}x-\omega t)})+\mathrm{c}.\mathrm{c}$ . (37)

ここで $\phi_{\pm}(x, t),$ $\eta_{\pm}(x, y, t)$ は包絡波を表している。 まず、 Euler方程式 (31) から

$g\eta_{\pm}=$ 劫 $\phi_{\pm}-$–$\partial\phi_{\pm}\partial t$ $(y=0)$ (38)

を得る。 これは \phi よがわかれば $\eta\pm$ も自動的に求まるという式である。 さらに $\Phi$ のラプ

ラス方程式 (28) と底での境界条件 (29) から、 \phi よの $y$ の依存性が次のように求まる。

$\phi_{\pm}(x, y, t)=A_{\pm}(x,t)\cosh k_{B}(h_{0}+y)+(\mp i\frac{\partial A_{\pm}}{\partial x}(y+h_{0})+k_{B}h_{\pm}A_{\mp})$ sinb $k_{B}(y+h_{0})$ .
(39)

未知関数 $A_{\pm}(x, t)$ は水面波の自由境界条件 (30) から、以下の式を満たすことがわかる。

.
$( \frac{1}{v_{g}}\frac{\partial}{\partial t}+\frac{\partial}{\partial x})A_{+}+\kappa_{+}A_{-}=0$ , (40)

.
$( \frac{1}{v_{g}}\frac{\partial}{\partial t}-\frac{\partial}{\partial x})A_{-}+\kappa_{-}A_{+}=0$ , (41)

$\kappa_{\pm}=-\frac{\omega k_{B}h_{0}h_{\pm 1}}{2v_{g}\cosh(k_{B}h_{0})\sinh(k_{B}h_{0})}$ . (42)

ただし、 $v_{g}$ は $k=k_{B}$ における、分散式 (35) の群速度必$/dk$ である。 (40),(41戸よ先に

もわかる。
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4.2 非線形解析

水面波場合の 2\acute ‘\lambda の非線形もあるので、 解析法も大きく異なる。Figure4 からゎかるよ
うに、複数の波が励起されることを考えて、速度ポテンシャル $\Phi$ を展開する。

Figure 4:

以下混乱がないと考えられるので $k_{B}arrow k$ と書き直す。

$\Phi=(\phi_{+}e^{ikz}+\phi_{-}e^{-:kz})e^{-i\omega t}+c.\mathrm{c}$ .
$+\phi^{(0,0)}+\phi^{(0,2)}e^{2ikz}+\phi^{(0,-2)}e^{-2ikz}+(\phi^{(2,0)}+\phi^{(2,2)}e^{2ikz}+\phi^{(2,-2)}e^{-2kz}|.)e^{-2i\omega t}+\mathrm{c}.\mathrm{c}$ .

こ $arrow$ で 2 行目の量非線形補正項で、 1 行目に比べ微小と仮定する。 $\eta(x, t)$ につぃても同
様に展開 $\text{す}$ る。 まず、 ラプラス方程式と底のでの境界条件より、 $\phi_{\pm}(x, y, t)$ に対しては
(39) と同じ式

$\phi_{\pm}(x, y, t)=A_{\pm}(x, t)\cosh k_{B}(h_{0}+y)+(\mp i\frac{\partial A_{\pm}}{\partial x}(y+h_{0})+k_{B}h_{\pm}A_{\mp})\sinh k_{B}(y+h_{0})$

が導かれる。 また、 $\phi^{(0,\pm 2)},$ $\phi^{(2,\pm 2)}$ に関しては

$\phi^{(l,\pm 2)}(x, y)=A^{(l,\pm 2)}(x, t)\cosh 2k(y+h_{0})$ , $l=0,2$

なる $y$ 依存性がわかる。 $\phi^{(2,0)}$ は \sim こ依存しない、 っまり $x$ と $t$ のみの関数であること
がわかり、最後に $\phi^{(0,0)}$ は

$\phi^{(0,0)}(x, y, t)=D(x, t)-\frac{1}{2}(y^{2}+2yh_{0})\frac{\partial^{2}D}{\partial x^{2}}$

となる。
次に非線形効果を考えるわけだが、 $y=\eta(x, t)$ での値は例えば

$\frac{\partial\Phi(x,\eta(x,t),t)}{\partial t}=\frac{\partial\Phi(x,0,t)}{\partial t}+\eta(x, t)\frac{\partial^{2}\Phi(x,0,t)}{\partial t\partial y}+\frac{1}{2}(\eta(x, t))^{2}\frac{\partial^{3}\Phi(x,0,t)}{\partial t\partial y^{2}}+\cdot\cdot(43)$
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のようなテイラー展開を採用する。
以上の準備で主に $A_{\pm},$ $A^{(l,m)}$ に焦点を当てて、 (30) と (31) を計算する。途中

$A^{(2,\pm 2)}\propto(A_{\pm})^{2}$ (second harmonics) (44)
$A^{(2,0)}\propto A_{+}A_{-}$ (45)
$A^{(0,\pm 2)}\propto A_{\pm}A_{\pm}^{*}$ (46)

といった関係式が得られるが、定常的な波に関する $D(x,t)$ は上のように Aよを用いて
あらわに表すことができない。結果的には、

.
$( \frac{1}{v}\frac{\partial}{\partial \mathrm{t}}\pm\frac{\partial}{\partial x})g$ A\pm +\kappa A。 $+ \{a|A_{\pm}|^{2}+b|A_{\mp}|^{2}+c\frac{\partial D}{\partial t}\}A_{\pm}=0$ , (47)

$( \frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}-\frac{1\partial^{2}}{v_{0}^{2}\partial \mathrm{t}^{2}})D+d\frac{\partial}{\partial x}(|A_{+}|^{2}+|A_{-}|^{2})=0$ . (48)

となり、進行波A+、後退波 $A_{-}$ とともに $D$ も独立な波動として登場する。 $a,$ $b,$ $c,$ $d$ は実
定数だがここでは明示することは割愛する。 $\phi^{(0,0)}$ は $\mathrm{D}\mathrm{C}$ 波 (直流波) と呼ばれて、 $\mathrm{D}\mathrm{C}$

波による影響を整流作用 (rectffication) と言う。 ここでは、 $D(x,t)$ についても $\mathrm{D}\mathrm{C}$波と

呼んで、差し支えないであろう。
前セクションと同様に定常進行波解を仮定する。

$A_{\pm}(x,t)=\Delta^{\pm_{2}}\sqrt{F(\zeta))}1e^{|\mathrm{t}^{g}\pm(\zeta)-v_{g}\Omega t)}.$ , (49)
$D(x,t)=D(\zeta)$ , (50)

$\zeta=x-Vt$ , (51)

すると (48) より直ちに

$\frac{dD}{d\zeta}=-\frac{v_{0}^{2}d}{(v_{0}^{2}-V^{2})}(\Delta+\frac{1}{\Delta})F(\zeta)$ (52)

となり、 いかは前セクションと同様にギャプソリトン解を導くことができる。
$\mathrm{D}\mathrm{C}$ 波と進行後退ブラッグ波の相互作用は、 2 次の非線形光学系のにおいても存在す

ることが知られており、似た形の方程式が得られている。 [7] これらの整流効果は、変調
不安定性、ソリトンの安定性を含めまだまだ課題多く、今後の今後の研究の期待される。
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