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\S 1 BUBBLES

W. Kuperberg (1973) は、 $\check{\mathrm{C}}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}$ homology を使って $n$-bubble の概念を導入した。 そ

れは、実際は P. S. Alexandroff (1932) による Cantor $n$-manifold のことである (ただし、

現在の意味とは少し異なる) 。ここでの目標は、 $\check{\mathrm{C}}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}$ cohomology を使ってこの bubble

を再定式化し、 いくつかの応用を与えることである。

Definition 1.1. Acompactum $X$ is called an $(n, G)$-bubble if the following conditions

are satisfied:

(1) $\check{H}^{n}(X;G)\neq 0$ , and
(2) $\check{H}^{n}(A;G)=\mathrm{O}$ for every proper closed subset $A$ of $X$ .

定義から直ちにわかるように $(n, G)$-bubble であれば、 $G$ 係数コホモロジー次元}よ $n$

であることに注意する。

Bubble に関していくつかの例を挙げよう。

Example 1.2.

(1) Aconnected dosed $n$-manifold is atypical example of an $(n, \mathbb{Z})- \mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ . We note

that aconnected non-Orientable $n$-manifold is not an $(n, \mathbb{Q})-\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ .

(2) The Warszawa circle is a $(1, \mathbb{Z})$ -bubble.
(3) An $n$-dimensional solenoid is an $(n, \mathbb{Z})$-bubble.
(4) Examples of Dranishnikov [6] and Dydak-Walsh [9] show the existence of an

infinite dimensional $(n, \mathbb{Z})$-bubble.

Example 1.3 [1]. Let $G$ be aPoincar\’e duality group of dimension $n\geq 2$ over a $\mathrm{P}\mathrm{I}\mathrm{D}R$

such that the image of its orientation character is finite. If $Z$ is a boundary of $G,$ then

$Z$ is an $(n-1, R)$-bubble, in fact, the space is ahomology $(n-1)$-sphere over $R$ .
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Example 1.4 [10]. Let $X$ be a Z-compactification of acontractible open yz-manifold
$M,$ $n\geq 2.$ Then $Z=X\backslash M$ is an $(n-1, G)- \mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e},$ where a $\mathcal{Z}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ of
$M$ means a compact $\mathrm{A}\mathrm{N}\mathrm{R}X$ containing $M$ ae an open subset and having the property
that $X\backslash M$ is a $Z$-set in $X$ .
上の例から群の境界は、 bubble となると思われるがもしれないが、 Dranishnikov にょ

り境界が Menger continuum となるコクセター群が構成されているので、 一般にそうな
るとは限らない。
次に、 既存の概念との関係について考察してみょう。児玉先生にょり次が定義された :

Cantor n-manifold with respect to an abelian group $G$ であるとは、次を満たすコンパ
クト距離空間のことをいう ;cohomological dimension $n$ with respect to $G$, and if $A$ is a
closed set of $X$ with $\mathrm{c}-\dim cA\leq n-2$ , then $X\backslash A$ is connected

Mayer-Vietoris exact sequnece を使うことにより、 $(n, G)$-bubble は Cantor n-manifold
with respect to $G$ となる。 Cantor $n$-manifold with respect to $G$ に関しては次の命題が
成り立つ :

$\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ . Let $X=X_{1}\cup X_{2}$ be a compactum such that each $X_{:}$ is a Cantor n-
manifold with respect to G. If $\mathrm{c}-\dim GX_{1}\cap X_{2}\geq n-1$ , then $X$ is also a Cantor
$n$ -manifold with respect to $G$ .
したがって、manifolds の連結和などはまだ依然として Cantor manifold となってぃる

が、 bubble ではなくなる。また、1に $n$-dimensional compactum が Cantor n-manifold
を含んでいるという事は、 よく知られた事実であるが、 bubble を常に含んでぃるとは限
らない。今のところ部分集合としての存在性について保証できる空間というのは、次の性
質をもつ空間である。

Theorem 1.5. Let $X$ be a compactum with $\mathrm{c}-\dim_{R}X\leq n$ and $\check{H}^{n}(X, R)\neq 0,$ where
$R$ is $p\sqrt.ncipal$ ideal domain. If there exists a map $f:Xarrow P$ to a polyhedron such
that the induced homomorphism $f^{*}:$ $\check{H}^{n}(P, R)arrow\check{H}^{n}(X, R)$ is an epimorphism, then $X$

contains an $(n, R)$ -bubble.

Corollary 1.6. Let $X$ be a compactum with $\mathrm{c}-\dim_{R}X\leq n$ and $\check{H}^{n}(X, R)\neq 0,$ where
$R$ is principal ideal domain. If $X$ is an $ANR$, then it contains an $(n, R)$ -bubble.

Bubble は次元論的立場からみると局所的にはとても強固なものに思えるが次のような
病的な例が存在する。

Example 1.7 (Pontryagin’s exmple in [11; p. 331]). For every prime $p$, there
exists a2-bubble $X_{p}$ such that $\dim X_{p}\mathrm{x}X_{q}\leq 3$ for $p\neq q$ .
また、 Dranishnikov の例を再構成することにより次を得る :
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Example 1.8. For every prime $p$ , there exists a4-bubble $N_{p}$ in a $4$-dimensional $\mathrm{A}\mathrm{N}\mathrm{R}$

such that $\dim N_{p}\cross N_{q}\leq 7$ for $p\neq q$ .

\S 2 BUBBLES AND HOMOGENEITY

ANR と homogeneity に関して次の Bing-Borsuk による予想はよく知られて $\mathrm{A}\mathrm{a}$る:

Conjecture [2]. An $n$ -dimensional homogeneous $ANR$ continuum is an n-manifold.

この予想について Bing-Borsuk は $n\leq 2$ について肯定的に示している。 また、 $n=3$

については Jakobsche により Bing-Borsuk 予想が正しいならば Poincare’予想 Gよ正し $\mathrm{A}\mathrm{a}$

ことを示している為、解決する道のりは険しいと思われる。 この予想に関して、次元論

的な立場からの研究が、 $\mathrm{L}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{o}_{\text{、}}$ Seidel. Krupski 等によりなされて $\mathrm{A}\mathrm{a}$ る。 以下 $X$ を n-

dimensional homogeneous ANR continuum とすると、 次の性質を持つこと力ゞ知られて

いる。

(1) Let $Z$ be aclosed set in X. Then $\dim Z=n$ if and only if Intx $Z\neq\emptyset$ .
(2) Let $U,$ $V$ be subsets of $X$ with $U\cong V$ . Then $U$ is open in $X$ if and only if $V$ is

open in $X$ .
(3) $X$ is an $n$-dimensional Cantor manifold.

(3) に関してこのような空間は、実はもつと強固な構造を持つことがわかる :

Theorem. A homogeneous $ANR$ continuum $X$ with $\mathrm{c}-\dim_{R}X=n$ and a non-trivial

$n$ -dimensional cohomology group in $R$ is an $(n, R)$ -bubble, where $R$ is a $PID$ and $n\geq 1$ .
In particular, in the‘ case $R=\mathbb{Z}$ , such a space is an n-bubble.

また、 Bing-Borsuk は次の問題も提出している :

Problem. Let $X$ be an $n$ -dimensional homogeneous $ANR$ continuum. Is it $tme$ that:

(1) $X$ is cyclic in dimension $n$ ,

(2) no compact subset of $X$ , acyclic in dimension $n-1$ , separates $X$ ?

この問題について上記の定理により次の部分解が得られる :

Corollary. Let $X$ be an $n$ -dimensional homogeneous $ANR$ continuum which is cyclic

in dimension $n$ . Then no compact subset of $X$ , acyclic in dimension $n-1$ , separates

$X$ .

最後に、W. Kuperberg によるとても素朴な問題を挙げておこう。

Problem. Let $X$ be an $(n+1)$ -dimensional compactum. Then does $X$ contain an

$n$ -bubble?
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