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1 はじめに

Peter Webb氏の仕事 [We 00] の globaUy-defined Mackey functors に関する部分を紹介
する. 本稿では群で有限群, $R$ で単位元を持つ可換環とする. 特に $k$ で体を表す.

2Mackey functors
まず, 通常のMa&ey functorsから思い出させていただきたい. Groen はMackey functors

ではなく $G$-functors という名で定義した [Gr 71].

(2.1) Defiriiti\’o$\mathrm{n}1$ (Green). $G$ を群とする. $G$ の $R$ 上の $G$ -functor $M$ は $G$ のすべ
ての部分群から左 R-加群の圏への対応

$M$ : {subgroups $\mathrm{o}\mathrm{f}G$ } $arrow R$-mod

と 3種類の R-準同型

$I_{K}^{H}$ : $M(K)arrow M(H)$ (induction)
$R_{K}^{H}$ : $M(H)arrow M(K)$ (restriction)

$c_{g}^{H}$ : $M(H)arrow M(^{g}H)$ (conjugation)

$(^{g}H:=gHg^{-1})$ で以下の条件を満たすものである. ただし, ここで $K\leq H$ は $G$ の部分
群, $g\in G$ とする.

(0) $I_{H}^{H},$ $R_{H}^{H},c_{h}^{H}$ : $M(H)arrow M(H)$ が $\forall H\leq G$ およひ $\forall h\in H$ に対して恒等写像である.

(1) $R_{L}^{K}R_{K}^{H}=R_{L}^{H},$$I_{K}^{H}.I_{L}^{K}=I_{L}^{H}-$ が $\forall.L\leq\forall K\leq H$ に対して成り立つ.

(2) $c_{g}^{h}c_{h}=c_{gh}HHH$ が $\forall H\leq G$ と $\forall g,\forall h\in G$ [こ対して成り立っ.

(3) $R\mathrm{H}\mathrm{H}c_{g}^{H}$ $=c_{gK’ K}^{KHHK}RI_{\mathit{9}}^{g}c_{g}=c_{g}^{H}I_{K}^{H}$
. が $\forall K\leq H$ と $\forall g\in G$ に対して成り立つ.

(4) $R_{L}^{H}I_{K}^{H}= \sum_{x\in[L\backslash H/K]}$ IE(PKcZ’\cap KRLKx、が $\forall L,\forall K\leq H$ に対して成り立っ.
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(2.2) 例. $H\leq G$ に対し, 以下のように $M(H)$ を定めると $G$ の Mackey functor $M$ を構
成することができる.

$M(H)=G_{0}(kG)$ を有限次元 $kG$-加群のGrothendie&group とする. 特に, char(k) $=0$

のときは $kH$-加群の指標の群, char(k) $=p>0$のときは $kH$-加群の Brauer指標の群とそ
れぞれ同一視できる.

$M(H)=A(H)$ を有限次元 $kH$-加群の Green $\mathrm{r}\dot{\mathfrak{W}}$ とする.
$M(H)=H^{n}(H, U),$ $M(H)=H_{n}(H, U)$ をそれぞれ, $\mathbb{Z}H$-module $U$ を係数にもっ $n$ 次
のコホモロジー, およひホモロジーとする.

$M(H)=B(H)$ を $H$ の Burnside白場とする.

Dreae は Groen の $G$-fimctor を含むより一般的な構造として Madcey functors を定義し
た [Dr 71]. 本稿では Greenの定義と同値になる圏に制限した場合の定義を述べる.

(2.3) Deflnition2(Dress). Mackey $fi\iota ndorM$ は有限 $G$-集合の圏 $G$-sets から R-mod
への共変関手 $M_{*}$ と反変関手 $M^{*}$ の対 $M:=(M_{*}, M^{*})$ で, すべての有限 $G$-集合 $X$ に対し
$M_{*}(X)=M^{*}(X)$ となり, 以下の 2つの条件を満たすものである:
(1) 任意の $G$-集合の pulbadc diagramに対して

$X$ $-^{\alpha}$ $\mathrm{Y}$ $M(X)$ $\underline{M.(\alpha)}$

$M(\mathrm{Y})$

$Z\downarrow\betaarrow\delta W\downarrow\gamma$

$\Rightarrow$

$M(Z)^{\underline{M(\delta)}}\downarrow M.(\beta)O.M(W)\downarrow M.,(\gamma)$

(2) 任意の有限 $G$-集合の対 $X,$ $\mathrm{Y}$ に対して ffi同型 $M(X\cup \mathrm{Y})\cong M(X)\oplus M(\mathrm{Y})$ が存在
する.

Dreae の定義と Groen の定義の同値性は tramiti� $G$-set $G/H$ に対して $M(G/H)=$
$M(H)$ とすれば良い.

任意の群 $Gf$群の Simple Madcey fimctors の分類定理は n6� naz と Webb により得ら
れている [$\mathrm{T}\mathrm{W}$ 匍].

(2.4) Theorem (Th\’evenaz-Webb). Let $H$ be a subgroup ofG. and $V$ an $R[N_{G}(H)/H]-$

module. Let $S_{H,V}=(\mathrm{h}\mathrm{f}_{N_{G}(H)/H}^{N_{G}(H)}S_{1,V})\uparrow_{N_{G}(H)}^{G}$ . Then tu $S_{H,V}$ constructed constitute $a$

complete set of representatives for the isomorphism classes of simple Mackey fimctors for
$G$.

3Globally-defined Mackey ffinctors
(3.1) Definition. 群 $K$は $G$の部分群 $H$からの全射 $Harrow K$が存在するとき, $G$の $sec\hslash.on$

と呼ぶ.

以下, 有限群のクラス (族)$x$, $\mathfrak{Y}$ として以下の条件を満たすものを考える.
(1) $G\in x$ で $K$ が $G$ の aection ならば, $K\in x$,
(2) $1arrow Aarrow Barrow Carrow 1$ が群の短完全列で, $A\in X,$ $C\in x$ ならば, $B\in x$ .
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(3.2) Definition. We say that aglobally-defined Mackey functor over $R$ , with respect
to Iand $\mathfrak{Y}$ , is astructure $M$ which specifies an $R$-module $M(G)$ for each finite group
$G$ , together with for each homomorphism $\alpha$ : $Garrow K$ with $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\alpha\in \mathfrak{Y}$ an ff-module
homomorphism $\alpha_{*}$ : $M(G)arrow M(K)$ and for each homomorphism $\beta$ : $Garrow K$ with
$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\beta\in x$ an $R$-module homomorphism $\beta^{*}$ : $M(K)arrow M(G)$ .

These morphism should satisfy the following relations:
(1) $(\alpha\gamma)_{*}=\alpha_{*}\gamma_{*}\mathrm{m}\mathrm{d}(\beta\delta)^{*}=\delta^{*}\beta^{*}$ always, whenever these are defined;

. (2) whenever $\alpha$ : $Garrow G$ is an inner automorphism then $\alpha_{*}=1=\alpha^{*}$ ;
(3) for every commutative diagram of groups

$G$ $-^{\beta}H$

$\beta^{-1}(K)\uparrow\gamma$ $arrow\delta K\uparrow\alpha$

in which $\alpha$ and 7are inclusions and $\beta$ and $\delta$ are surjections we have $\alpha^{*}\beta_{*}=\delta_{*}\gamma^{*}$ whenever
$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\beta\in \mathfrak{Y}$ , and $\beta^{*}\alpha_{*}=\gamma_{*}\delta^{*}$ whenever $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\beta\in x$ ;
(4) for every commutative diagram

$G$ $-^{\gamma}$
$H/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\alpha \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\beta$

$H\uparrow\betaarrow^{\alpha}$ $K\uparrow\delta$

in which $\alpha,$ $\beta,$
$\gamma$ and $\delta$ are au surjections, with $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\beta\in \mathfrak{Y}$ and $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\alpha\in x$ , we have

$\beta_{*}\alpha^{*}=\gamma^{*}\delta_{*}$ ;
(5) (Mackey axiom) for every pair of subgroups $J,$ $K\leq H$ of every group $H$ we have

(\iota KH)*(\iota HJ)*=h\epsilon [K\H/丙 (\iota KK\cap hJ)*ch. $($ \iota KJ $h_{\cap J})^{*}$ ,

where $\iota_{K}^{H}$ : $K\mathrm{e}arrow H$ and $\iota_{J}^{H}$ : $Jarrow+H$ etc. are the inclusion maps and $c_{h}$ : $K^{h}\cap Jarrow$

$K\cap^{h}J$ is the homomorphism $c_{h}(x)=hxh^{-1}$ .
Globaly defined Mackey functors の圏はアーベル圏となる.
もし, $\alpha$ : $Harrow K$ が同型ならば, 公理 (4) より $(\alpha^{-1})_{*}=\alpha^{*}$ およひ $(\alpha^{-1}.)^{*}=\alpha_{*}$ が成
り立つ. 任意の群 $G$ の自己同型写像が $M(G)$ に作用し, 内部自己同型が自明に作用する
ので, $M(G)$ は R[OutG]-加群となる.
クラス $x,$ $\mathfrak{Y}$ として単位群のみをとることはいつも可能である. また, 同じことである

が, $\alpha_{*}$ と \mbox{\boldmath $\alpha$}ゝは $\alpha$ が injective であるときに限り定義される. 類 $x,$ $\mathfrak{Y}$ としてもっと大きな
族をとることもある. 以下, 単位群のみからなる族を 1, すべての有限群の族を allで表す.

(3.3) 例. $M(G)=G_{0}(kG),$ $B(G):G_{0}(kG),$ $B(G)$ どちらの場合も $x,$ $\mathfrak{Y}$ ’としで aU をと
ることができる. $\alpha$ : $Garrow H$ を群の準同型とする. $H$ の表現およひ $H$-集合を $\dot{\alpha}$ を通し
てそれぞれ $G$ の表現, $G$-集合とみなすという対応で $\alpha^{*}$ が定まる. また, $U$ を RG-加群お
よひ $\Omega$ を $G$-集合とするとき $RH\otimes_{RG}U,$ $H\mathrm{x}_{G}\Omega$ を対応させることにより $\alpha_{*}$ を得る.
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(3.4) 例. $M(G)=H^{n}(G, R),$ $H_{n}(G, R)$ : 自明な加群を係数にもっ $n$次のコホモロジー,
ホモロジー (すべての群に対しての加群にならなければいけないので, 任意の加群では
Globally defined Mackey functor にならない). コホモロジーに対しては $X=\mathrm{a}11,$ $\mathfrak{Y}=1$

として良い. $\alpha$ : $Garrow H$ が全射ならば $\alpha^{*}$ は inflationである. しカル, $\alpha^{*}$ は同型以外に,
条件を満たすようには一般に定義できないことが次のようにわかる. Fixed point functor
$M(G)=H^{0}(G, R)$ と準同型の列 $1arrow^{l}G-^{\beta}1$ について考える. このとき, $\iota_{*}=|G|$ .id
と $\iota^{*}=\mathrm{i}\mathrm{d}$ がわかる. $\beta\iota=\mathrm{i}\mathrm{d}$ なので $\beta_{*}\iota_{*}=\mathrm{i}\mathrm{d}$ と $\iota^{*}\beta^{*}=\mathrm{i}\mathrm{d}$ を得る. 従って $\beta^{*}--\mathrm{i}\mathrm{d}$ と

$\mathrm{A}=|G|^{-1}\cdot \mathrm{i}\mathrm{d}$ が成り立つ. もし, $|G|^{-1}$ が $R$ に存在しないならば, A は定義されないこ
とがわかる. また, $|G|^{-1}\in R$ の場合も公理 (4) を可換図式

1 $arrow$ I

$G\uparrow\betaarrow\beta$ $\uparrow 1$

に適用させることにより $\beta_{*}\beta^{*}=\mathrm{i}\mathrm{d}$, つまり $|G|^{-1}=1$ が成り立っことがわかる. これは,
$G=1$ 以外には成り立たない.

(3.5) 例. r群 $G$ に対して $M(G)=\mathbb{Q}\otimes D(G):\mathrm{D}\mathrm{d}\mathrm{e}$ 群. $D(G)$ は正標数の体 $k$ に対して
endopermutation $kG$-加群の Dade 群とする $[\mathrm{B}\mathrm{T}\mathrm{N}]$ , [Da 78]. この場合すべての有限群の
族ではなく, すべての r群の族に制限して考えなければならない. $x,$ $\mathfrak{Y}$ はすべての i群
として良い.

(3.6) Bisets. 通常のMackey functorsの $G$-集合による定義 (2.3) と同様に gobffiy defined
Mackey functors でも別の定義が存在する. 群の対 $\dot{G},$ $H$ に対して有限 $(G, H)-b\dot{u}ets$ を
考える. 有限集合 $\Omega$ は左から $G$ が, 右から $H$ が作用して $g(\omega h)=(g\omega)h$ が $\forall g\in G$ ,
$\forall h\in H,$ $\forall\omega\in\Omega$ に対して成り立つとき $(G, H)$-跪 et と呼ぶ. Burnside ring の構成と同
様に $A^{x_{\mathfrak{Y}}},(G,H)$ で条件 「 $\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}_{G}(\omega)\in x$ と $\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}_{H}(\omega)\in \mathfrak{Y}$ が $\forall\omega\in\Omega$ が成り立っ」 を
満たすすべての $(G,H)$-bisets の圏の d利 oint tm.on に関する Grothen市 e& group とする.
$(G, H)$-biset $\Omega$ は $\omega\in\Omega$ に対してすべての $\Omega$ の元が $g\omega h(g\in G, h\in H)$ と表されると
き tmresitve であると呼ぶ. $A^{x_{\mathfrak{Y}}},(G, H)$ は transiti� $(G, H)$-bisets の同型類の自由可換群
である. $A_{R}^{\approx \mathfrak{Y}}(G,H)=R\otimes A^{x_{\mathfrak{Y}}},(G, H)$ と書く.

(3.7) Bisets の積. 群 $G,$ $H,$ $K$ に対して積

$A_{R}^{x,\mathfrak{Y}}(G,H)\mathrm{x}A_{R}^{x,\mathfrak{Y}}(H,K)arrow A_{R}^{\approx \mathfrak{Y}}(G,K)$

が基底の対応 $(\Omega, \Psi)\mapsto\Omega \mathrm{x}_{H}\Psi$ により定義される. ただし, $\Omega \mathrm{x}_{H}\Psi=\Omega \mathrm{x}\Psi/\{(\omega h,\psi)\sim$

.

$(\omega, h\psi)\}\omega\in\Omega,$ $\psi\in\dot{\Psi}$, $h\in H$ とする. この積は結合的であり, $A_{R}^{x_{\mathfrak{Y}}}’(G, G)$ に環の構造
を与える. $X=\mathrm{a}11$, $\mathfrak{Y}=1$ のとき $A_{R}^{X,\mathfrak{Y}}(G, G)$ は double Bumide ring として知られてい
る [Be 96], [Ma95].

(3.8) 圏 $C_{R}^{x_{\mathfrak{Y}}}’$ . 対象がすべでの群, 群 $H$ から $G$への射全体を $A_{R}^{x,\mathfrak{Y}}(G, H)$ として得られる
圏を $\mathrm{C}_{R}^{x_{\mathfrak{Y}}}$’ で表す. 合成は積 $\mathrm{x}$ により得られる. このとき, $R$-加法的関手 $M^{\cdot}:\mathrm{C}_{R}^{x_{\mathfrak{Y}}}’arrow$

R-mod’を gbbdly-&fined\ell \mbox{\boldmath $\nu$}請\ell y $fi\nu nctor$ (with ae町 ffct to $x$.and $\mathfrak{Y}$ ) と定め “る.
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4The computation of globally-defined Mackey func-
tors using simple functors

通常の Madcey functors と同様に globa垣 y-defined Mackey functors に対しても subfunc-
tor や kernel等の用語を用いる. Globally-defined simple Mackey functors の分類定理は
Bouc[Bo96], Webb[We93] により得られた.

(4.1) Theorem (Bouc, Webb). The simple globally-defined Mackey functors are in
bijection urith pairs $(H, U)$ where $H$ is a finite group and $U$ is a simple $R[\mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{t}H]$-module
(both taken up to isomorphism). The corresponding simple functor $S_{H,U}$ has the property
that $S_{H,U}(H)\cong U$ as $R[\mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{t}H]$-modules, and that if $G$ is a group for which $S_{H,U}(G)\neq 0$

then $H$ is a section of G. Provided $R$ is a field or a complete discrete valuation ring each
simple functor $S_{H,U}$ has $a$ pmjective cover $P_{H,U}$ , and these $foma$ complete list of the
indeconcposable pmjective tunctors.

Simple f皿 ctor の構造は $x,$ $\mathfrak{Y}$ の取り方によって変わるが, 上の分類は $x,$ $\mathfrak{Y}$ に依存し
ない. 特別な場合として $x=\mathfrak{Y}=1$ のとき, 以下に述べるように $S_{H,U}(G)$ の値の具体的

な表示が [We 93]$\cdot$で与えられている. $X=\mathrm{a}11$, $\mathfrak{Y}=1$ の場合, その表示は $S_{H,U}(G)$ の次元

を与えている. この次元は分類空間 $BG$ の stable decomposition に関連している. また,

その分解を計算するということと, その次元を計算することが同値であることも示されて
いる.

(4.2) Theorem. When $X=\mathfrak{Y}=1$ the simple globally-defined Mackey functors are given
eaplicitly by

$S_{H,U}(G)=\oplus \mathrm{t}\mathrm{r}_{L}^{N_{G}(L)}(^{\alpha}U)uptoG^{\frac{\infty}{- \mathrm{c}}}onjugaey\alpha HL\leq G$

where $H$ ranges over finite groups and $U$ ranges over simple $R[\mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{t}(H)]$ -modules.
ここで, 直和は $H$ から $G$ の部分群 $L$ への同型写像 $\alpha$ の $G$-軌道を動き, $\alpha U$ は $U$ を $\alpha$ を

通して $N_{G}(L)/L$加群とみなしたものとする. また, $\mathrm{t}\mathrm{r}_{L}^{N_{G}(L)}$ は $N_{G}(L)/L$ の代表系の和を
かけるという作用, つまり relative $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$を表す.

(4.3) $p$ 群のコホモロジー. $X=\mathfrak{Y}=1$ の場合の上の simple functors の直接的な表示は,

群のコホモロジーの場合に [We 93] や [Chin] で応用されてきた globally-defined Mackey
functorsの値の計算方法を与える. 素数 $p$に対して ptorsion subgroup $M(G)=H^{n}(G, R)_{p}$

を対応させる globally-defined Mackey functor を考える. この場合, $M$ の組成ffiJ.が存在す
る. それは, $M$ の subfunctors の列

$4\mathrm{t}$

$’\cdots\subset M_{\dot{\iota}-1}\subset M\dot{.}\subset M_{+1}\dot{.}\subset\cdots\subset M$

で寡M.$\cdot$ $=0,$ $\cup M_{*}$. $=M$ そして $M_{\dot{\iota}+1}/M.\cdot$ が simple functor Iこなるようなものである. 組成列
におげる simple functoxの重複度は列の取り方によらずに定まることが示される. さらに

通常の Mackey f皿 ctor と同様に, コホモロジーが r部分群の族に関して relative projective
であることから, 組成列に現れる simple globally-defined Mackey functors $S_{H,U}$ において
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$H$ として $p$群 $H$ をとることができることが示される. さらに組成因子の重複度は i群の
コホモロジーの情報から定まる. これらをすべて総合すると重複度や $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}},(G)$ を与える
$M(G)$ のサイズに関する公式を得ることができる. それは, $G$ の i部分群のコホモロジー
と $G$ の r元の共役類に関する言葉で表現される.

5Some naturally-Occurring globally-defined Mackey
functors

とても重要な自然に現れる globffiy-defined Ma&w fimctors は s石 $\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}$ functor や $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\succ$

jective Mackey functor になることを示す結果を挙げる. Dade 群に関する詳細は [Da 78],
$[\mathrm{B}\mathrm{T}\mathrm{t}\mathrm{X}1]$ を参照されたい. 以下の結果はとても自然であるが, 証明は圏論を駆使しとても
複雑である [Bo 96], $[\mathrm{B}\mathrm{T}\mathrm{m}]$ .
(5.1)Theorem (Bouc, Bouc-Th\‘evemz). Let $\mathrm{I}=\mathfrak{Y}=\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}$.

(i) The Burnside ring Mackey functor $\mathbb{Q}$ O$\mathrm{z}$

$B$ is the $\dot{\iota}n\ \omega m\mu sable$ prvjective $P_{1,\mathrm{Q}}$ .
(\"u) The functor $M(G)=\mathrm{Q}\ \mathrm{z}G_{0}(\mathbb{Q}G)$ which assigns the representation ring of $\mathbb{Q}G-$

modules, tensored with $\mathbb{Q}$ , is ffie simple functor $S_{1,\mathrm{Q}}$ .
(iii) Let $p$ be a prime. The kernel of the projective cover mop $P_{1,\mathrm{Q}}arrow S_{1,\mathrm{Q}}$ , regarded

as a functor only on $p$-grvups, is the functor $\mathbb{Q}\otimes D$, wheoe $D(P)$ is the Dade grvup of
endopermutation modules of the $p$-group P. This fisnctor is $\dot{\Re}mple:\mathbb{Q}(\ D\cong SC_{\mathrm{p}}\mathrm{x}C_{\mathrm{p}},\mathrm{Q}\cdot$
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