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1 はじめに

Gr\"obner 基底とは、簡単にいえばイデアルの “よい” 生成系のことである。例
えば多項式環 $k[x, y]$ において

$I=\langle x^{2}, x^{3}+.y\rangle$

を考えたとする。剰余環 $k[x, y]/I\backslash$ の元 $x^{4}+I$ の “よ $\mathrm{A}\mathrm{a}$
” 表記を得るため [こ簡

略化を試みる。
$x^{4}+I=x^{2}\cdot x^{2}+I=I$

$x^{4}+I=-xy+x(x^{3}+y)+I=-xy+I$

と二通りの簡略化が考えられる。 この二つの元が等しいことを見る {ごは、 –

度次数を大きくして考えなければならない。 またこの程度なら}f容易である
が、 一般に $f+I=g+I$ かどうかを判定することは簡単ではな $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\text{。}}$ もし $I$

の生成系が
$I=\langle x^{2}, y\rangle$

で与えられるならば、 $k[x, .y]/I$ の任意の元は一意的に

$ax+b+I$ $(a, b\in k)$

の形に表されることはすぐ}こ分かるであろう。 $\{x^{2}, y\}$ はイデアノレ $I$ の Gr\"obner

基底であり、多項式環の任意のイデアルに対して Gr\"obner 基底は存在する。

更に与えられた生成系から Gr\"obner 基底を求めるアルゴリズムカ
$\grave{\grave{1}}$ある。 これ

を利用すればイデアルに関する多くの問題が原理的に解ける。 ここで多項式

環が Noether 環であるため、イデアルは有限生成であることが重要である。
ここではよく知られている多項式環の Gr\"obner 基底の理論を紹介した後、

path algebra の Gr\"obner 基底の理論を説明し、それを利用して加群\emptyset 射影分

解 (Anick-Green 分解) を構成する方法を説明する。証 Hflはほとんどしな $\text{い}$

ので、興味のある方は参考文献を見て頂きたい。今回の話は多項式環の場合
については [1], $[2]_{\text{、}}$ path algebra の場合は [3] の一部の解説である $\circ$
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2 多項式環の Gr\"obner 基底

この節では多項式環の Gr\"obner 基底について解説する。 $k$ を体とし $k[x]=$
$k[x_{1}, \cdots,x_{n}]$ を $n$ 変数多項式環とする。 $k[x]$ は Noether 環なので任意のイ
デアノレは有限生成である。 また $\mathrm{N}=\{n\in \mathbb{Z}|n\geq 0\}_{-}$ とする。

2.1 項順序

$\mathrm{T}=\{x_{1}^{\alpha_{1}}x_{2}^{\alpha_{2}}\cdots x_{n}^{\alpha_{\mathrm{B}}}|\alpha:\in \mathrm{N}\}$

を考える。 $\alpha=(\alpha_{1}, \alpha_{2}, \cdots, \alpha_{n})$ として $x^{\alpha}=x_{1}^{\alpha_{1}}x_{2}^{\alpha_{2}}\cdots x_{n}^{\alpha_{n}}$ と略記する。

定義 2.1. $\mathrm{T}$ の全順序 $<$ が項順序であるとは、次の条件を満たすこととする。

(1) $1<\theta$ for aU $1\neq x^{\beta}\in$

.
T.

(2) If $x^{\alpha}<x^{\beta}$ , then $x^{\alpha}x^{\gamma}<\theta x^{\gamma}$ for all $x^{\gamma}\in \mathrm{T}$.
$x^{\alpha}|x^{\beta}$ をある $x^{\gamma}\in \mathrm{T}$ があって $x^{\beta}=x^{\alpha}x^{\gamma}$ となることで定義する。

命題 2.2. $x^{\alpha}|x^{\beta}$ ならば任意の項順序 $”<$” について $x^{\alpha}\leq x^{\beta}$ である。

命題 23. 項順序は整列順序である。

Proof. $x^{\alpha_{1}}>x^{\alpha_{2}}>\cdots$ とすると $\langle x^{\alpha_{1}}\rangle\subsetarrow\langle x^{\alpha_{1}}, x^{\alpha_{2}}\rangle\subseteq\cdots$ となり $k[x]$ が

Noether 環であることに反する。 口

ここでいくつかの重要な項順序の例をあげておく。項順序は

$\{\alpha=(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{n})|\alpha:\in \mathrm{N}\}$

の順序と同一視できるので、 これを断り無しに同一 aeする。以 Tの例はどれ
も項順序である。

例 2.4 (辞書式順序). $\alpha=(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{n})<\sqrt$.
$=(\beta_{1}, \cdots,\beta_{n})$ を、 ある $N$ が

あって $\alpha:--\beta.\cdot$ for $i<N,$ $\alpha_{N}<\beta_{N}$ となることで定める。

例 2.5 (次数辞書式順序). $\alpha<\beta$ を、 $\sum_{=1}^{n}\dot{.}\alpha_{i}<\sum_{=1}^{n}\dot{.}\sqrt\dot{.}$ または $\sum_{i=1}^{n}\alpha:=$

$\sum_{=1}^{n}\dot{.}\beta\dot{.}$ であって辞書式で $\alpha<\beta$ となることで定める。

例 26(次数逆辞書式順序). $\alpha<\beta$ を、 $\sum_{i=1}^{n}\alpha_{i}<\sum_{i=1}^{n}\beta_{i}$ または $\sum_{i=1}^{n}$ 果 $=$

で
$.\dot{\text{定}^{}-1}n-$めるであってある $N$ に対して $\alpha_{i}=\beta.\cdot$ for $i<N,$ $\alpha_{N}>\beta_{N}$ となること

後で説明する Gr\"obner 基底は項順序によって異なるものとなる。 どの項
順序を採用するのが好ましいかは、 その用途によって変わり、一概には言え

92



2.2 Gr\"obner 基底

ここでは Gr\"obner 基底の定義を述べる。 そのために次の記号を用意する。 $\mathbb{T}$

には項順序が入っているとする。また多項式の同類項はまとめられて $|_{\sqrt}\mathrm{a}$るも

のとする。 $f\in k[x]$ {こ対して

$1\mathrm{t}(f)$ $=$ $f$ の最高次の項
$1\mathrm{c}(f)$ $=1\mathrm{t}(f)$ の係数

$1\mathrm{p}(f)$ $=$ $1\mathrm{t}(f)/1\mathrm{c}(f)$

とおく。

定義 2.7 (Gr\"obner 基底). $I$ を $k[x]$ のイデアルとする。 $I$ の有限部分集 $\bigwedge_{\Pi}$

$G$ が $I$ の Gr\"obner 基底であるとは任意の $f\in I$ に対して、 ある $g\in G$ 力\leq

あって $1\mathrm{p}(g)|1\mathrm{p}(f)$ となることである。

定理 28. $k[x]$ の任意\rho イデアル $I$ こ対して Gr\"obner 基底は存在する。 また

Gr\"obner 基底はイデアル $I$ の生成系である。

定理の証明はしないが $G$ が有限に取れること以外は自明である。有限性
は $k[x]$ が Noether 環であること}こよる。

$f,$ $g\in k[x]$ [こ対して $f$ の項 $ax^{\alpha}$ が $1\mathrm{t}(g)$ で割り切れるとする。 このとき

$r=f- \frac{ax^{\alpha}}{1\mathrm{t}(g)}g$

を考える。 このとき $f$ の項 $ax^{\alpha}$ は打ち消されて、 より次数の低い項で置き
換わっている。 これを $farrow_{g}r$ とかき $f$ の $g$ {こよる簡約化と $\mathrm{A}\mathrm{a}$ う。

$k[x]\ni f,$ $g_{1},$ $\cdots,$ $g_{s}$ に対して以下の操作を考える。

(1) $1\mathrm{t}(f)$ がある $1\mathrm{t}(g_{i})$ で割り切れるならば $farrow_{g}\dot{.}f’$ と簡約化し、 この $f’$

を $f$ と見て操作を続ける。

(2) $1\mathrm{t}(f)$ がどの $1\mathrm{t}(g_{i})$ でも割り切れないならば $f$ の次に大きい項に対 bて

同様の操作を繰り返す。 このとき、 割り切れずに残された項は以後の
操作で変わらないことに注意する。

(3) 以上を何も出来なくなるまでけのすべての項がどの $1\mathrm{t}(g_{i})$ でも割り切

れなくなるまで) 繰り返す。 .
$

-’
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この操作を $f$ の $\{g_{1}, \ovalbox{\tt\small REJECT}\cdot\rangle g_{\mathrm{s}}\}$ による簡約化という。
$G$ を $I$ の $\mathrm{G}\mathrm{r}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{b}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}$ 基底とする。 $\mathrm{L}\mathrm{P}(I)\ovalbox{\tt\small REJECT}\{1\mathrm{p}(f)|farrow I\}$ とし、

nonLP(I)=T-LP(I)

とする。任意の多項式は $G$ の元による簡約化にょって nonLP(I) \emptyset --*結合
に書くことが出来る。 またこの記述が一 $.\mathrm{g}$的であることもすぐに分かる。

Gr\"obner 基底の定義からすぐに分かるように、 Gr\"obner 基底を含む $I$ の
有限部分集合はまた Gr\"obner 基底である。 したがって次のような概念が考え
られる。

定義 29. $I$ の Gr\"obner 基底 $G$ が minimal Gr\"obner 基底であるとは、
$G$ の任意の真部分集合が Gr\"obner 基底ではないこととする。 また而 nimal
Gr\"obner 基底 $G$ が reduced Gr\"obner 基底であるとは、 $g\in G$ の任意の
項が $t\in G-\{g\}$ に対して $1\mathrm{p}(g’)$ で割り切れず、更に $1\mathrm{c}(g)=1$ が任意の
$g\in G$ について成り立つこととする。

定理 2.10. $k[x]$ の任意のイデアル月こ対して reduced Gr\"obner 基底}a--
的に存在する。 (項順序には依存する。 )

2.3 Buchberger アルゴリズム
前節で Gr\"obner 基底の存在と性質につぃて述べた。 Gr\"obner 基底の理論の
よいところは、単に存在するだけではなく、それを具体的に計算できること
にある。

$\alpha=(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{n}),$ $\beta=(\beta_{1}, \cdots, \beta_{n})$ に対して

$\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{m}(\alpha$ ,\beta$)$ =(m\epsilon \sim )【(\mbox{\boldmath $\alpha$}b $\beta_{1}$ ), $\cdots$ , m\epsilon \sim )((\mbox{\boldmath $\alpha$}、’\beta 、))

とし、
$1\mathrm{c}\mathrm{m}(x^{\alpha}, x^{\beta})=x^{1\mathrm{m}(\alpha\beta)}$

とする。
$f,$ $g\in k[x]$ [こ対して $L=1\mathrm{c}\mathrm{m}(1\mathrm{p}(f), 1\mathrm{p}(g))$ とする。 このとき

$S(f,g)= \frac{L}{1\mathrm{t}(f)}f-\frac{L}{1\mathrm{t}(g)}g$

を $f$ と $g$ の S-多項式という。

定理 2.11 (Buchberger アルゴリズム). $G=\{g_{1}, \cdots, g_{r}\},$ $I=\langle G\rangle$ とす
る。 以下の操作を行う。
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(1) $S(g_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}, \ovalbox{\tt\small REJECT})$ を $G$ で簡約化したものを $r$ とする。 (簡約化は一意ではない
が構わない。 ) $r\neq 0$ ならば $G\mathrm{U}\{r\}$ を新たに $G$ とする。

(2) すべての $S$-多項式が 0 に簡約化されるようになるまで繰り返す。

この操作は有限回で止まり、得られた $G$ は $I$ の Gr\"obner 基底である。

Proof. 操作が止まらないとすると無限列 $g_{1},$ $g_{2},$ $\cdots$ が得られる。十分大きい
$n$ に対して $1\mathrm{p}(g_{n})$ は $1\mathrm{p}(g_{i})(i<n)$ では割り切れないのでイデアルの昇鎖
$\langle 1\mathrm{p}(g_{1})\rangle\subsetarrow$

.
$\langle 1\mathrm{p}(g_{1}), 1\mathrm{p}(g_{2})\rangle\subseteq\cdots$ が得られ $k[x]$ の Noether 性 [こ反する。 口

Buchberger アルゴリズムによって Gr\"obner 基底を具体的に求めることが
出来る。 $1\mathrm{p}(g)$ が他の $1\mathrm{p}(g’)$ で割れるものを省けば minimal Gr\"obner 基底が
得られる。 更に $g\in G$ を $G-\{g\}$ で簡約化し、 最高次係数を 1 にしてやれ
ば reduced Gr\"obner 基底が得られる。

2.4 計算例

$k[x, y]\supset I=\langle x^{2}, x^{3}+y\rangle$ の Gr\"obner 基底を求める。

$S(x^{2}, x^{3}+y)=x^{3}-(x^{3}+y)=-y$

で一 $y$ は簡約化できな 1‘ので $G=\{x^{2}, x^{3}+y, -y\}$ とする。

$S(x^{2}, -y)=x^{2}y-x^{2}y=0$

$S(x^{3}+y, -y)=y(x^{3}+y)-x^{3}y=y^{2}arrow_{-y}0$

より $G$ は Gr\"obner 基底である。 $1\mathrm{p}(x^{2})|1\mathrm{p}(x^{3}+y)$ より、
$\dot{\mathrm{i}}$

$\{x^{2}, -y\}$
が minimal

であり、 $\{x^{2}, y\}$ が reduced である。

3Path algebra の Gr\"obner 基底

ここでは path mlgebra の Gr\"obner 基底の理論を紹介する。 [3] に合わせるた
めに、 これまでと同じ意味のことに違う用語や記号を使う場合がある。

$\Gamma$ を finite quiver とする。 すなわち $\Gamma$ は有限個の vertex と有限個の
arrow からなる図形であり、multiple arrow (同じ始点と同じ終点をもつ複数
の arrow) や loop (始点と終点が同じ arrow) も許す。例えば以下のようなも
のである。
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$\Gamma:a\mathrm{C}\bullet^{u_{\vec{\mathrm{C}}}^{arrow}}\bullet^{v}b$

いくつかの arrow をっないだものを path という。 path [こは自然に長さ
が考えられる。 vertex は長さ 0 の path であり、 arrow は長さ 1 の path で
あると考える。 path の全体の集合を $B$ で表す。 $B\cup\{0\}$ には path の結合で
自然に積が定義でき、半群の構造が入る。 (path $a$ の終点と path $b$ の始点が
異なるときは $ab=0$ とする。 ) $B$ を基底とする体 $k$ 上のベクトル空間にこ
の積で積を定義すれば $k$-mlgerba となる。. これを $\Gamma$ の $k$ 上の path algebra
といい $k\Gamma$ と書く。
ここでは path mlgebra のイデアノレの Gr\"obner 基底を考えるが、 path al-

gebra は一般に Noether 環ではないので、イデアルに次の仮定をする。

定義 3.1. path algebra $k\Gamma$ を考える。正の長さをもっ path で張られる部分
空間は $k\Gamma$ のイデアノレである。 これを $J$ と表すことにする。 $k\Gamma$ のイデア $J\mathrm{s}$

$I$ が admissible であるとは、 ある $N$ があって $J^{2}\supseteq I\supseteq J^{N}$ となることと
する。

以下、 常 [こ $I$ を $k\Gamma$ の admissible ideal とし、 $\mathrm{A}=k\Gamma/I$ とする。 $J^{2}\supseteq I$

であることは $\Lambda$ の $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}$ . quiver が $\Gamma$ であることを意味し、 $I\supseteq J^{N}$ は A が
有限次元になることを意味している。

$B$ に項順序に相当するものを定義する。

定義 32. $B$ の全順序 $”\leq$
” が a市 .ssible ordering であるとは、次の条件

を満たすこととする。

(1) $a,$ $b,$ $u,v\in B,$ $a=ubv$ ならば $a\leq b$

(2) $a,$ $b,$ $u,v\in B,$ $a\leq b$ ならば $uav\leq ubv$ (ただし $uav\neq 0,$ $ubv\neq 0$ の

とき。 )

定義 3.3 (Length-lexicographic ordering). vertex と arrow に任意に全
順序を定める。 $B$ に長さ優先の辞書式順序を定めると、それは mlmissible
ordering である。 これを length-lexicographic ordering という。

arrow に重みを定義して同様に graded ordering を定義しても mlmissible
$\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}arrow\sim$

[こなる。 以下 $B$ [こは admissible ordering が定義されてぃるものと
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$f\in k\Gamma$ に対して tip(f) を $f$ の最高次の項の係数を除いた $\not\in$

)のとする。

また $S\subset k\Gamma$ [こ対して tips(S) $=$ {tip(f) $|f\in S$ } とする。 イデアノレ $I$ (こ対

して

nonTips $(I)=B$ -tips(I)

とする。 このとき次が成り立つ。

命題 3.4. $\Lambda=k\Gamma/I$ は $\{f+I|f\in \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{T}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{s}(I)\}$ を基底}こもつ。

定義 3.5. $a,$ $b\in B$ とする。 $a$ が $b$ を割り切るとは、 ある $u,$ $v\in B$ があって

$b=uav$ となることとする。 またこのとき $a|b$ と書く。

定義 36. $f\in k\Gamma$ が uniform であるとは、 ある vertices $u,$ $v$ があって

$f=ufv$ となることである。すなわち $f$ は $u$ から $v$ への pa.th たちの二次
結合であるということである。

$f$ がイデア $J\triangleright I$ の元ならば

$f=1 \cdot f\cdot 1=(_{u:}\sum_{\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{x}}u)f(_{u:}\sum_{\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{x}}v)=\sum_{u,v:\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{x}}ufv$

と uniform な元の和で書くことができ、 更 $l_{-}’$. $ufv\in I$ である。 したがって
イデアルの生成元は tlniform であると仮定することができる。

定義 37(Gr\"obner 基底). イデアル $I$ の un\‘iform かつ $\mathrm{m}\mathrm{o}\dot{\mathrm{n}}$ic な元の部分
集合 $G$ が $I$ の Gr\"obner 基底であるとは、任意の $f\in I$ こ対して、 ある

$g\in G$ があって tip(g) $|$ tip(f) となることである。

Gr\"obner 基底を有限に取ることができることは admissible ideal の定義か
ら明らかである。

命題 38. $G$ が $I$ の Gr\"obner 基底であるならば $I=\langle G\rangle$ である。

定義 39(Overlap difference). $f,$ $g$ を $I$ の uniform, monic な元とする。
長さ正の $x,$ $y,$ $z\in B$ 力ゝあって tip(f)=xy, tip(g) $=yz$ と書 $\#\mathrm{e}$るとき

$S_{y}(f, g)=fz-xg$

とおいて、 これを $f$ と $g$ の $y$ [こよる overlap difference という。

定義 3.10(Minimal Gr\"obner 基底). $I$ の uniform かつ monic な元の部
分集合 $G$ が次の条件を満たすとき $G$ を $I$ の minimal Gr\"obner 基底と
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(1) $I=\langle G\rangle$

(2) $f,$ $g\in G,$ tip(f) $|$ tip(g) ならば $f=g$

(3) $f,$ $g\in I$ の任意の。verlap difference は $G$ によって 0 に簡約化される。

命題 3.11. 而.mal Gr\"obner 基底は Gr\"obner 基底である。

この命題から path algebra についても Buchberger アルゴリズムが適
用できることが分かる。

定義 3.12. $G$ を $I$ の ninimal Gr\"obner 基底とする。 各 $g\in G$ を $G-\{g\}$
で簡約化して得られるものを $\mathrm{n}\dot{\mathrm{u}}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{s}(I)$ と書く。 (reduoed Gr\"obner 基底
に相当する。 )minSharps(I) はイデアル月こ対して一意的に定まる。 また
ninTips(I)= {tip(f) $|f\in \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{s}(I)$} とする。

4 加群の Anick-Green 分解
ここでは Gr\"obner基底の理論の応用として、加群の射影分解を計算する。考
える mlgebra は常に $\mathrm{A}=k\Gamma/I$ ($I$ は mlmissible ideal) として与えられてぃ
るものとする。

4.1 Anick-Green 分解
$\gamma\in B$ に対して、 その始点を o(\gamma )、 終点を $\tau(\gamma)$ で表す。

定義 4.1 (Overlap sets). $\Gamma_{0}$ は vertex 全体の集合、 $\Gamma_{1}-$

.
は arrow 全体の集

合とする。 $\Gamma_{n}\subset B$ を以下のように帰納的に定義する。 $\gamma\in\Gamma_{n}$ であるとは以
下の条件を満たすことである。

(1) ある $\gamma_{1}\in\Gamma_{n-1}$ と $\gamma_{2}\in \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{T}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{s}(I)$ , Length $(\gamma_{2})>0$ があって $\gamma=\gamma_{1}\gamma_{2}$

(2) $\gamma=\gamma_{1}\gamma_{2},$ $\gamma_{1}\in\Gamma_{n-1}$ , \gamma 1=\beta 1[ら, $\beta_{1}\in\Gamma_{n-2}$ ならば $\beta_{2}\gamma_{2}\in \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{s}(\mathrm{I})$

(3) $\gamma$ の left proper factor は (1), (2) を満たさない。

$\Gamma_{n}$ を overlap set という。
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vertex $v$ に対して $v\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は射影的 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$-加群である。 $v\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を射影被覆とする
単純 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$-加群を $k_{v}$ と書いて vertex simple module という。 $\oplus_{vcEr_{0}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}k\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の

Anick-Green 分解は次で与えられる。

. . . $arrow\oplus_{\gamma\in\Gamma_{n}}\tau(\gamma)\Lambdaarrow\oplus_{\gamma\in\Gamma_{n-1}}d_{n}\tau(\gamma)\Lambda-\cdots$

$-\oplus_{a\in\Gamma_{1}}\tau(a)\Lambda\oplus_{v\in\Gamma_{0}}v\Lambda\underline{\epsilon}\oplus_{v\in\Gamma_{0}}\underline{d_{1}}k_{v}arrow 0$

これが完全夕 1こなるよう {こ $\epsilon$ と $d_{n}$ を定める。 したがって Anick-Green 分解
は射影分解である。 $\epsilon$ は Length(a) $>0$ [こ対して $\epsilon(va)=0$ で定めればよい。
$d_{1}$ は

$d_{1}(\tau(a)\lambda)=o(a)a\lambda$

で定める。
次に $s_{0}$ : ${\rm Im}(d_{1})arrow\oplus_{a\in\Gamma_{1}}\tau(a)\Lambda$ を以下のよう [こ定める。 $x\in{\rm Im}(d_{1})$ は

$x=ay,$ $a\in\Gamma_{1},$ $y\in \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{T}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{s}(I)$ と一意的 [こ分解できる。 これを用いて

$s_{0}(x)=\tau(a)y$

とする。 このとき $d_{1}s_{0}=\mathrm{i}\mathrm{d}_{{\rm Im}(d_{1})}$ が成り立つ。
$d_{2}$ を $s_{0}$ を用いて定義する。 $\gamma\in\Gamma_{2}$ &こ対して $\gamma=ay,$ $a\in\Gamma_{1},$ $y\in$

nonTips (I) となる分解は一意的である。 このとき

$d_{2}(\tau(\gamma))=\tau(a)y-s_{0}d_{1}(\tau(a).y)$

とする。 このとき $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(d_{1})={\rm Im}(d_{2})$ が成り立つ。すなわちここで完全性が成
り立つ。
次に $s_{1}$ : $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(d_{1})arrow\oplus_{\gamma\in\Gamma_{2}}\tau(\gamma)\Lambda$ を定める。 このために $\oplus_{\gamma\in\Gamma_{n}}\tau(\gamma)\Lambda$ に

項順序を定める。 $\oplus_{\gamma\in\Gamma_{n}}\tau(\gamma)\Lambda$ は

$B_{n}=\{\tau(\gamma)\lambda|\gamma\in\Gamma_{n}, \lambda\in \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{T}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{s}(I), \tau(\gamma)\lambda\neq 0\}$

を基底にもつ。 $B_{n}arrow B$ を $\tau(\gamma)\lambda\mapsto\gamma\lambda$ で定めれば、 これは単射になるので
$B$ の順序で $B_{n}$ に順序を定める。 この順序で $\oplus_{\gamma\in\Gamma_{n}}\tau(\gamma)\Lambda$ の元 $\phi$ に対して

tip(\phi ) を定める。 さて $s_{1}$ を定義しよう。 $\phi\in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(d_{1})$ に対して

(1) $\phi=0$ ならば $s_{1}(\phi)=0$
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(2) tip(\phi ) $=\tau(a)y,$ $a\in\Gamma_{1},$ $y\in \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{T}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{s}(I)$ と一意的 [こ書ける。 $c$ を $\phi$ {こ
おける $\tau(a)y$ の係数とする。 $ay=\gamma z,$ $\gamma\in\Gamma_{2},$ $z\in \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{T}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{s}(I)$ と一意
的に書ける。

$s_{1}(\phi)=c\tau(\gamma)z+s_{1}(\phi-d_{2}(c\tau(\gamma)z))$

と定める。

ここで $s_{1}$ の定義に $s_{1}$ が含まれているが、 $B$ が整列順序集合なので、この計
算は止まり $d_{2}s_{1}=\mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{k}\alpha(d_{1})}$ が成り立っ。
以上を用いて $d_{n},$ $s_{n}$ を帰納的に定義する。 $n\geq 3$ とする。 $\gamma\in\Gamma_{n}$ は

$\gamma=\gamma_{1}\gamma_{2},$ $\gamma_{1}\in\Gamma_{n-1},$ $\gamma_{2}\in \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{T}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{s}(I)$ と一 的に分解する。 これを用 $\mathrm{V}$ ‘て

(l、(\gamma ) $=\tau(\gamma_{1})\gamma_{2}-s_{n-2}d_{n-1}(\tau(\gamma_{1})\gamma_{2})$

とする。
次に $s_{n-1}$ : $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(d_{n-1})arrow\oplus_{\gamma\in\Gamma_{n}}\tau(\gamma)\Lambda$ を定める。 $\phi\in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(d_{n-1})$ に対して

(1) $\phi=0$ ならば $s_{1}(\phi)=0$

(2) tip(\phi ) $=\tau(\gamma_{1})y,$ $\gamma_{1}\in\Gamma_{n-1},$ $y\in \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{T}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{s}(I)$ と一意的に書ける。 $c$ を $\phi$

[こおける $\tau(\gamma_{1})y$ の係数とする。 $\gamma_{1}y=\gamma z,$ $\gamma\in\Gamma_{n},$ $z\in \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{T}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{s}(I)$ と
一意的に書ける。

$s_{n-1}(\phi)=c\tau(\gamma)z+s_{n-1}(\phi-d_{n}(c\tau(\gamma)z))$

と定める。

以上の構成で Anick-Green 分解が定義できて、射影分解であることが確
認できる。現時点では一つの加群の分解を求めたにすぎず、またこれ $1\mathrm{h}$–

に極小分解ではな $\mathrm{V}^{\mathrm{a}_{\text{。}}}$

4.2 Vertex simple module の分解
前節では $\oplus_{v\in\Gamma_{0}}k_{v}$ の射影分解を求めたが、 -っの vertex simple module の
分解は、 これから簡単に求めることができる。

$\Gamma_{n}^{w}=\{\gamma\in\Gamma_{n}|o(\gamma)=v\}$

$P_{n}^{v}=\oplus\tau(\gamma)\Lambda\gamma\in\Gamma_{n}^{v}$

とする。 このとき $\oplus_{v\in\Gamma_{0}}k_{v}$ の分解の制限《: $P_{n}^{v}arrow P_{n-1}^{v}$ が丸の射影分解
$-\wedge \mathrm{b}$ プ
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4.3 任意の module の分解

ここでは任意の加群の分解を求める。 そのためには加群を明確な形で与えな
ければならない。加群 $M$ は完全列

$\oplus_{j\in J}v_{j}\Lambda^{F}arrow\oplus_{i\in \mathrm{I}}v_{i}\Lambda^{\Phi}arrow Marrow 0$

で与えられるものとする。
新たに mlgebra $\Lambda^{*}$ を構成する。

$\Lambda^{*}=\{(\begin{array}{ll}\lambda m0 f\end{array})|\lambda\in k,$ $m\in M,$ $f\in\Lambda\}$

とし、和と積は通常の行列演算で定める。 自然に $\Lambda$ を \Lambda ゞに埋め込むこと力 $\grave{\grave{\backslash }}$

できるので $\Lambda^{*}$-加群は $\Lambda$-加群と見ることができる。 $v^{*}=(\begin{array}{ll}1 00 0\end{array})$ とおくと

$v^{*}$ は $\Lambda^{*}$ の primitive idempotent で、 対応する既約加群 $k_{v}*$ は 1 次元であ
る. 更に $\Lambda$-加群として $\Omega(k_{v}*)\cong M$ 力\leq 成り立つ ( $\Omega$ tま Heller operator)。

Quiver $\Gamma$ !こ対して vertex $v^{*}$ と $i\in \mathrm{I}$ [こ対して arrow $a_{i}^{*}:$ $v^{*}arrow v_{i}$ を付#ナカ

えて、新たに $\Gamma^{*}$ を構成する。 $k\Gamma^{*}$ のイデアル $I^{*}$ を $I$ と { $\sum_{i\in \mathrm{I}}$ ai*ん $|i\in J$}
で生成されるイデアルとする。 ここで $f_{ij}$

.
ま nonTips(I) の一次結合で

$F(v_{j})= \sum_{i}v_{i}f_{ij}v_{j}$
, $f_{ij}=v_{i}f_{ij}v_{j}$

で一意的に定まるものである。 このとき \Lambda *\cong k\Gamma */I*’’が成り立つ。
更に $k\Gamma^{*}$ に新しい項順序を定義する。 $\Gamma^{*}$ の path は、 元からある点 $v$ , 新

たに付け加えた点 $v^{*}$ , 元からある path $\gamma$ , 新たな path $a_{i}^{*}\gamma$ がある。 これに

$v<v^{*}<\gamma<a_{i}^{*}\gamma$

で順序を定める。 ただしここで $\{a_{i}^{*}\}$ には全順序が定められているものとし
$a_{i}^{*}\gamma<a_{j}^{*}\gamma’$ は $a_{i}^{*}<a_{j}^{*}$ であるか、 または $a_{i}^{*}=a_{j}^{*}$ かつ $\gamma<\gamma’$ v\not\in 義する。
$\overline{\pi}$の順 ffが admissible ならば、 この順序も ad面 ssible になる。 (四の順序が
length-lex7あっても、

$J$

この順序は length-lex ではない。 )

定理 4.2. $k_{v}*$ の Anick-Green 分解を

. . . $arrow P_{n}^{v^{*}}$� Iフ-*l\rightarrow . . . $arrow P_{10^{v^{*\xi}}}^{v^{*d_{1}}}arrow Parrow k_{v^{*}}arrow 0$
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とする。 このとき

. . . \rightarrow〆 \rightarrow〆 $1arrow\cdotsarrow P_{2}^{v^{*d_{2}}}arrow\oplus_{:\in \mathrm{I}}v:\Lambda^{\Phi}arrow Marrow 0$

は $M$ の射影分解である。 ここで $P_{n}^{v}$

.
には $v\Lambda^{*}\cong v\Lambda$ ($v$ は $\Gamma$ の vertex) $\text{し}$

か現れないことに注意しておく。

4.4 極小分解を得るために

極小分解を得るためには加群を与える表現 $P_{2}arrow P_{1}arrow Marrow 0$ から余分な
項を取り除く方法があればよい。

命題 4.3. 完全列

$\oplus_{j\in J}v_{j}\Lambda^{F}arrow\oplus_{:\in \mathrm{I}}v:\Lambda^{\Phi}arrow Marrow 0$

において $F$ は行列 $(f_{j}\dot{.})$ で与えられているとする。すなわち $F(v_{j})= \sum_{:}v_{i}f_{j}.\cdot\ovalbox{\tt\small REJECT}$

である。第二項が余分な項を含むことは ${\rm Im}(F)$ が $\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}(\oplus_{:\in \mathrm{I}}v.\cdot\Lambda)$ に含まれな
いことと同値である。 このときある $i_{0}\in \mathrm{I},$ $j_{0}\in J,$ $g\in \mathrm{A}$ があって $v_{j_{0}}=v_{\dot{\infty}}$ ,
vも gvj0 $=g$ , 几$j_{0}g=gf_{\dot{\eta}j_{0}}=v_{\dot{\infty}}$ である。

$\mathrm{I}’=\mathrm{I}-\{i_{0}\},$ $J’=J-\{j_{0}\}$ とおいて

$f_{j}’.\cdot=f_{j}\dot{.}-f_{\mathrm{j}_{0}}gf_{\dot{\infty}j}$

とする。 $F’=(f_{j}’\dot{.})$ とすれば

$\oplus_{j\in J’}v_{j}\Lambda$ $f\text{二}\oplus_{:\in \mathrm{I}^{\prime v}}:^{\Lambda^{\Phi}arrow M}arrow 0$

はまた完全列である。

4.5 具体例

講演では二面体群 $Q_{3}$ の自明な加群の分解を計算したが、その内容は [3, \S 3.7]
と同じなのでここでは省略する。
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