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\S 1 序

本研究では, 有限生成な無限 Coxeter group の cohomolo訂を調べることを
目的としている。 Coxeter group は以下のように定義される。
集合 $S$ と写像 $m:S\cross Sarrow \mathrm{N}\cup\{\infty\}$ で次の条件をみたすものを考える。

(1) すべての $s,$ $t\in S$ について $m(s,t)=m(t, s)$ ,

(2) すべての $s\in S$ について $m(s, s)=1$ ,

(3) 相異なるすべての $s,$ $t\in S$ について $m(s, t)\geq 2$ .
このような $S$ と $m$ によって

$W=\langle$ $S|(st)^{m(\iota,t)}=1$ for $s,t\in S\rangle$

と表現される群 $W$ を Oxeter gmup とよぶ。そして $(W, S)$ の組みを Oxeter
system とよぶ o

Coxeter group の歴史は古く, その由来は, 鏡映にょって生成される有限
群 (有限鏡映群) が上記のような表現をもっ有限群として特徴付けられるこ
とを $\mathrm{H}$ . S. M. Coxeter が証明したことによる。現在では有限無限を間ゎず,
上記のような表現をもつ群は Coxeter group とよばれる。有限な Coxeter
group については [B] にみられるように, 完全に分類が与えられるなど, あ
る程度のことがわかっているのだが, 無限な場合についてはまだほとんど分
かっていない状況にある。本研究では, 直接扱うことの難しい無限の Coxeter
group に対して, Coxeter system から定義される幾何的な対象を扱うことに
よって, Coxeter group の cohomolo訂に関する情報を得ることを目的とし
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ている。特にここでは, M. W. Davis によって [D3] の中で与えられた有限

生成な無限 Coxeter group の cohomology に関する公式を改良し, Coxeter
group の cohomology について考察する。

\S 2 Coxeter system から定義される空間

群と空間の cohomology に関しては次の同型が知られている。

Proposition 1([Br, Proposition VIII.7.5]). $\Gamma \text{を}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l},$ $X\text{を}$ free Y-complex
とする。 もし $X/\Gamma$ が compact ならば, 次の同型が成り立つ:

$H^{*}(\Gamma, \mathrm{Z}\Gamma)\cong H_{c}^{*}(X)$ ,

ただし $H_{c}^{*}(X)$ は $X$ の compact suppod の cohomology である 0

Coxeter group $W\#\mathrm{h}$ , $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}’$. finite index $f\mathrm{X}$ torsion-free subgroup $\Gamma \text{を}$

持つことが知られている。以下で, この $\Gamma$ が free, cocompact に作用する

contractible $\mathrm{C}\mathrm{W}$ complex を定義する o

まず, parabolic subgroup の定義を与える o

Definition. Coxeter system $(W, S)$ と $T\subset S$ に対して, $W_{T}$ を $T$ によっ

て生成される $W$ の部分群と定義し, parabolic subgroup と呼ぶ。

このとき pair $(W_{T}, T)$ はまた Coxeter system となることが知られてい

る ([B])。 もし $T$ が空集合ならば $W_{T}$ は trivial group である.

次に Coxeter system からある simplicial complex を構成する o

Deflnition. Coxeter system $(W, S)$ に対して, simplicial complex $L(W, S)$

を次で定義する :

(1) $L(W, S)$ の vertex set を $S$ とする o

(2) $S$ の空でない部分集合 $T$ は, $W_{T}$ が有限のときに限り $L(W, S)$ の sim-
plex を張るとする。
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このとき, $S$ の部分集合 $S’$ について, $L(W_{S’}, S’)$ は $L(W, S)$ の subcom-
plex となっていることに注意する。

Remark. いま $(W_{1}, S_{1})$ と $(W_{2}, S_{2})$ を Coxeter system とする $\text{。}$ このとき

$(W_{1}\mathrm{x}W_{2}, S_{1}\cup S_{2})$ と $(W_{1}*W_{2}, S_{1}\cup S_{2})$ は Coxeter system となる。

実際, 各 $i=1,2$ について

$W.\cdot=\langle$ $S_{1}$. $|(st)^{m(\epsilon,t)}‘=1$ for $s,t\in S_{1}.\rangle$

と表せているとき, $m,m’$ : $S_{1}\cup S_{2}arrow \mathrm{N}\cup\{\infty\}$ を

$m(s,t):=\{$
$m_{1}(s,t)$ if $s,t\in S_{1}$

$m_{2}(s,t)$ if $s,t\in S_{2}$

2otherwise

$m’(s, t):=\{$

$m_{1}(s, t)$ if $s,$ $t\in S_{1}$

$m_{2}(s, t)$ if $s,$ $t\in S_{2}$

oo otherwise
と定義すると

$W_{1}\cross W_{2}=\langle$ $S_{1}\cup S_{2}|(st)^{m(\epsilon,t)}=1$ for $s,t\in S_{1}\cup S_{2}\rangle$

$W_{1}*W_{2}=\langle S_{1}\cup S_{2}|(st)^{m’(\epsilon,t)}=1$ for $s,t\in S_{1}\cup S_{2}$ )

と表すことができる。

また, simplicial complex $L(W, S)$ については

$L(W_{1}\cross W_{2}, S_{1}\cup S_{2})=L(W_{1}, S_{1})*L(W_{2}, S_{2})$ (simplicial join)

$L(W_{1}*W_{2}, S_{1}\cup S_{2})=L(W_{1}, S_{1})\cup L(W_{2}, S_{2}.)$ (disjoint union)

が成り立つ。

本稿では, Coxeter system $(W, S)$ について, $S$ は常に有限集合であるも

のとする。

最後に Coxeter system からある contractible space を定義する。

Definition. $(W, S)$ を Coxeter system とする $\text{。}$ このとき, 離散位相

を入れた $W$ と $L(W, S)$ の cone $CL(W, S)$ の基底空間 $|CL(W, S)|$ の積

$W\mathrm{x}|CL(W, S)|$ 上の同値関係 $\sim$ を次で定める: $(w_{1}, x_{1}),$ $(w_{2}, x_{2})\in.W\cross$

$|CL(\dot{W}, S)|$ について

$(w_{1}, x_{1})\sim(w_{2}, x_{2})\Leftrightarrow x_{1}=x_{2}$ and $w_{1}^{-1}w_{2}\in W_{\dot{V}(x_{1})},\cdot$
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ただし $V(x)=\{s\in S|x\in \mathrm{S}\mathrm{t} (s, \mathrm{s}\mathrm{d}L(W, S))\}$. ここで, St $(s, \mathrm{s}\mathrm{d}L(W, S))$

は $L(W, S)$ の重心細分 $\mathrm{s}\mathrm{d}L(W, S)$ における $s$ の closed star をあらわす。 こ

のとき,
$\Sigma(W, S):=(W\cross|CL(W, S)|)/\sim$

と定義する。

ここで

$w\cdot[u, x]=[wu, x]$

$(w\in W, [u, x]\in\Sigma(W, S))$ によって $W$ は $\Sigma(W, S)$ に自然に作用する。

また, $\Sigma(W, S)$ は contractible となり ([D1]), 1-skeleton が $W$ の $S$ [こ関

する Cayley graph となるような $\mathrm{C}\mathrm{W}$-complex とみなすことができる $([\mathrm{D}2])\dot{\prec}$

ことが知られている。

Coxeter group $W\mathit{0}0$ finite index $\text{な}$ torsion-free subgroup $\Gamma\#\mathrm{h},$ $\Sigma(W, S)$

.

に free, cocompact に作用する $\text{。}$ よって Proposition 1 より

$H^{*}(\Gamma, \mathrm{Z}\Gamma)\cong H_{c}^{*}.(\Sigma(W, S))$

が成り立つ。実際は更に

$H^{*}(W, \mathrm{Z}W)\cong H^{*}(\Gamma, \mathrm{Z}\Gamma)\cong H_{c}^{*}(\Sigma(W, S))$

が成り立つことが知られている ([D3])。

\S 3.Davis の定理

M. W. Davis によって与えられた Coxeter group $W$ の $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}!\mathrm{o}\mathrm{y}$

$H^{*}(W, \mathrm{Z}W)$ の公式を紹介する。

まず, いくつか定義を与える。

Definition. Coxeter system $(W, S)$ について

$S^{f}(W, S):=$ {$T\subset S|W_{T}$ is finite} ’

と定める。 ここで, 空集合は常に $S^{f}(W, S)$ に属することに注意する。
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Deflnition. $(W, S)\epsilon$ Coxeter system $\epsilon\tau o_{0}$

各 $w\in W$ について

$S(w):=\{s\in S|\ell(ws)<\ell(w)\}$

と定める。 ただし $\ell(w)$ は $w$ の $S$ に関する length である。
更に, 各 $T\subset S$ に対して

$W^{T}:=\{w\in W|S(w)=T\}$

と定める。

Davis は $H_{\mathrm{c}}^{*}(\Sigma(W, S))$ を調べることにより, 次の定理を証明した。

Theorem 2(Davis [D3]). Coxeter system $(W, S)$ に対して次の同型が成
り立つ

$H^{*}(W, \mathrm{Z}W)\cong\bigoplus_{T\in \mathrm{S}^{f}(WS)},(\mathrm{Z}(W^{T})\otimes\tilde{H}^{\mathrm{s}-1}(L(W_{S\backslash T}, S\backslash T)))$ ,

ただし $\mathrm{Z}(W^{T})$ は ffee abehan group on $W^{T}$ を表し, $\tilde{H}^{*}\mathfrak{l}\mathrm{h}$ reduced cohO-
mology を表す。

この公式からわかるように, $H^{:}(W, \mathrm{Z}W)$ が (アーベル群として) 無限生
成となる必要十分条件は, ある $T\in S^{f}(W, S)$ で, $W^{T}$ が無限集合となり,
$\tilde{H}^{1-1}.(L(W_{S\backslash T}, S\backslash T))\neq 0$ となるものが存在することである。
このように, $W^{T}$ の元の個数は, $\dot{H}(W, \mathrm{Z}W)$ が有限生成となるか無限生

成となるかに関わる係数であるのだが, 定義からもわかるように, 実際に
直接求めることは困難である。次の section では, $\tilde{H}.(L(W_{\mathrm{S}\backslash T}, S\backslash T))$ が自
明でない場合に $W^{T}$ の元の個数がどのようになるのかを調べ, 上で述べた
Davis の定理をより単純にすることを考える。

\S 4 $W^{T}$ について

まず補題を用意する。
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Lemma 3(cf. [D3, Lemma 1.10]). $(W, S)$ @Coxeter system, $T\in$

$S^{f}(W, S)$ とする。 このとき, 次は同値

(1) $W^{T}$ は一点集合

(2) $W=W_{S\backslash T}\cross W_{T}$

(3) 各 $s\in S\backslash T,$ $t\in T$ に対して $st=ts$ .

群の cohomology に関して, 次の F. T. Farrell の結果がある。

Theorem 4(Farrell [F]). $\Gamma$ を type $FP$の finitely presentedな群とし,

$n= \min\{i|H^{1}.(\Gamma, \mathrm{Z}\Gamma)\neq 0\}$

とする。 このとき $H^{n}(\Gamma, \mathrm{Z}\Gamma)$ が有限生成なアーベル群ならば, $\Gamma$ は n-
dimensional Poincar\’e duality group となる $\text{。}$ すなわち

$H^{i}(\Gamma, \mathrm{Z}\Gamma)\cong\{$

$\mathrm{Z}$ , $i=n$
0, $i\neq n$

をみたす。

$W^{T}$ の元の個数 $|W^{T}|$ に関して次の補題を示すことに成功した。

Lemma 5. $(W, S)$ を Coxeter system, $T\in S^{f}(W, S)$ とする. もし $2\leq$

$|W^{T}|<\infty$ ならば, $L(Ws\backslash \tau, S\backslash T)$ は contmctible となる。

Idea. $2\leq|W^{T}|<\infty$ と仮定すると, Lemma 3 より, $s_{0}\in S\backslash T,$ $t_{0}\in T$ で

$m(s_{0}, t_{0})\neq 2$ となるものが存在する。 このとき, Theorem 4 を用いて

$L(Ws\backslash \tau, S\backslash T)=s_{0}*L(W_{S\backslash (\{\epsilon 0\}\cup T)}, S\backslash (\{s_{0}\}\cup T))$

を示すことによりこの補題を証明した。

Definition. $W=W_{T}\cross W_{S\backslash T}$ と分解しないとき, Coxeter system $(W, S)$

は irreducibleであると $\mathrm{A}$ ) う。

いま Coxeter 系 $(W, S)$ に対して一意的に定まる $S$ の部分集合 $\tilde{S}$ の定義を
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Definition. Coxeter system $(W, S)$ に対して, まず既約分解

$W=W_{S_{1}}\mathrm{x}\ldots \mathrm{x}W_{S_{r}}$

を考え (すなわち各 $(Ws.\cdot,$ $S_{1}.)$ は irreducible),

$\tilde{S}:=\cup${ $S_{1}$. $|Ws.\cdot$ is infinite}

と定義する。

ここで, 定義から

$W=W_{\tilde{S}}\cross W_{S\backslash \tilde{S}}$

が成り立ち, $S\backslash \tilde{S}\in S^{f}(W, S)$ となることに注意する。

Lemma 5 から更に議論を重ねることにより, $|W|$ に関して次の補題を
得ることができる。

Lemma 6. $(W, S)$ を Cbxeter 司 stem, $T\in S^{f}(W, S)$ とする。 もし
$L(W_{S\backslash T}, S\backslash T)$ が contractible でないならば,

$|W^{T}|=\{$
1, if $T=S\backslash \tilde{S}$

$\infty$ , othemrise

が成り立つ。

\S 5 Coxeter group の cohomology について

Lemma 6 を用いることにより, Theorem 2 は次のように書き換えることが
できる。

Theorem 7. $(W, S)$ を Oxeter system とするとき, 次の同型が成り立つ

$H^{*}(W, \mathrm{Z}W)\cong.\tilde{H}^{*-1}(L(W_{\tilde{S}},\tilde{S}))\oplus(\bigoplus_{s\backslash \tilde{s}\neq\tau\in \mathrm{S}^{f}(WS)},\bigoplus_{\mathrm{z}}\tilde{H}^{\mathrm{s}-1}(L(W_{S\backslash T}, S\backslash T)))$ .

この Theorem 7 により, 次の系を得ることができる。
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Corollary 8. Coxeter system $(W, S)$ に対して, 次は同値

(1) $H^{i}(W, \mathrm{Z}W)$ は有限生成

(2) $H^{i}(W, \mathrm{Z}W)\cong\tilde{H}^{i-1}(L(W_{\tilde{S}},\tilde{S}))$

(3) 各 $T\in S^{f}(W, S)\backslash \{S\backslash \tilde{S}\}$ について $\tilde{H}^{i-1}(L(W_{S\backslash T}, S\backslash T))=0$ .

Corollary 9. Coxeter systems $(W_{1}, S_{1}),$ $(W_{2}, S_{2})$ [こ対して, もし $W_{1}$ と

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が自明でないならば, $n\geq 2$ について

$H^{n}(W_{1}*W_{2}, \mathrm{Z}(W_{1}*W_{2}))\cong\oplus_{\mathrm{Z}}(H^{n}(W_{1}, \mathrm{Z}W_{1})\oplus H^{n}(W_{2}, \mathrm{Z}W_{2}))$

が成り立ち , また $n=1$ については

$H^{1}(W_{1}*W_{2}, \mathrm{Z}(W_{1}*W_{2}))\cong\{$

$\mathrm{Z}$ , if $W_{1}*W_{2}\cong \mathrm{Z}_{2}*\mathrm{Z}_{2}$

$\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}\oplus\cdots$ , othemise

が成り立つ。

Proof. まず $n\geq 2$ の場合を考える。 いま $(W_{1}*W_{2}, S_{1}\cup S_{2})$ は irreducible
なので, $S:=S_{1}\cup S_{2}$ とすると

$\tilde{S}=S_{1}\cup S_{2}$

である。 また,

$L(W_{1}*W_{2}, S_{1}\cup S_{2})--L(W_{1}, S_{1})\cup L(W_{2}, S_{2})$

より,

$\tilde{H}^{n-1}(L(W_{1}*W_{2}, S_{1}\cup S_{2}))\cong\tilde{H}^{n-1}(L(W_{1}, S_{1}))\oplus\tilde{H}^{n-1}(L(W_{2}, S_{2}))$

が成り立つ。 同様に,

$S^{f}(W_{1}*W_{2}, S_{1}\cup S_{2})=S^{f}(W_{1}, S_{1})\cup S^{f}(W_{2}, S_{2})$

より, 各 $T\in S^{f}(W_{1}*W_{2}, S_{1}\cup S_{2})$ について

$\tilde{H}^{n-1}(L(W_{1}*W_{2}, S_{1}\cup S_{2}))$

$\cong\{\begin{array}{l}\tilde{H}^{n-1}(L((W_{1})_{S_{1}\backslash T},S_{1}\backslash T))\oplus\tilde{H}^{n-1}(L(W_{2},S_{2}))\tilde{H}^{n-1}(L(W_{1},S_{1}))\oplus\tilde{H}^{n-1}(L((W_{2})_{S_{2}\backslash T},S_{2}\backslash T))\end{array}$ $\mathrm{i}\mathrm{f}T\in S^{f}(W_{1},S_{1})\mathrm{i}\mathrm{f}T\in S^{f}(W_{2},S_{2})$
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が成り立っ。以上のことから, Theorem 7 を適用することにょり以下の同
型を得る $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$H^{n}(W_{1}*W_{2}, \mathrm{Z}(W_{1}*W_{2}))$

$\cong\tilde{H}^{n-1}(L(W_{1}, S_{1}))\oplus\tilde{H}^{n-1}(L(W_{2}, S_{2}))$

$\oplus(\bigoplus_{\emptyset\neq T_{1}\in \mathrm{S}^{f}(W_{1\prime}S_{1})}\bigoplus_{\mathrm{z}}($ $\tilde{H}^{n-1}(L((W_{1})_{S_{1}\backslash T_{1}}, S_{1}\backslash T_{1}))\oplus\tilde{H}^{n-1}(L(W_{2}, S_{2}))))$

$\oplus(\bigoplus_{\emptyset\neq T_{2}\in \mathrm{S}^{f}(W_{2\prime}S_{2})}\bigoplus_{\mathrm{z}}($ $\tilde{H}^{\mathrm{n}-1}(L(W_{1}, S_{1}))\oplus\tilde{H}^{n-1}(L((W_{2})_{S_{2}\backslash T_{2}}, S_{2}\backslash T_{2}))))$

$\cong\bigoplus_{\mathrm{Z}}(\bigoplus_{T_{1}\in S^{f}(W_{1\prime}S_{1})}\tilde{H}^{n-1}(L((W_{1})_{S_{1}\backslash T_{1}}, S_{1}\backslash T_{1}))$

$\oplus\bigoplus_{T_{2}\in \mathrm{S}^{f}(W_{2},S_{2})}\tilde{H}^{n-1}(L((W_{2})\mathrm{a}\backslash \tau_{2}, S_{2}\backslash T_{2})))$

$\cong\bigoplus_{\mathrm{Z}}(H^{n}(W_{1}, \mathrm{Z}W_{1})\otimes H^{n}(W_{2}, \mathrm{Z}W_{2}))$ .

最後に $n=1$ の場合を考える。 いま $\tilde{H}^{*}$ は reduced cohomology なので,

$\tilde{H}^{0}(L(W_{1}*W_{2}, S_{1}\cup S_{2}))\oplus \mathrm{Z}\cong H^{0}(L(W_{1}*W_{2}, S_{1}\cup S_{2}))$

$\cong H^{0}(L(W_{1}, S_{1}))\oplus H^{0}(L(W_{2}, S_{2}))$

$\cong\tilde{H}^{0}(L(W_{1}, S_{1}))\oplus\tilde{H}^{0}(L(W_{2}, S_{2}))\oplus \mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}$

となる。 このことを踏まえて $n\geq 2$ の場合と同様の議論を行うことにょり

$H^{1}(W_{1}*W_{2}, \mathrm{Z}(W_{1}*W_{2}))\cong\{$

$\mathrm{Z}$ , if $W_{1}*W_{2}\cong \mathrm{Z}_{2}*\mathrm{Z}_{2}$

$\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}\oplus\cdots$ , otherwise
を得る。 $\bullet$
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