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1 Introduction
elementary abelian 2-group $V_{n}$ の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2$ cohomology は多項式環 F2 $[X_{1}, \ldots, X_{n}]$

[こなる。 これ [ま空間の cohomology であるので、 Steenrod square $Sq^{i}$ が自然

に作用し、 Steenrod algebra $A$ 上の module とみなすことができる。 この

module の構造は Steenrod algebra の作用を記述するのは簡単であるという
点では完全にわか $\vee\supset$ているのであるが、その生成元の極小な集合をもとめよ
という単純な問いに答えることはきわめて難しい。 一方で、 $V$ を $X_{1},$

$\ldots$ ,
$X_{n}$ を basis とする $\mathrm{F}_{2}$ 上のベクトル空間とすると、多項式環 $\mathrm{F}_{2}[X_{1}, \ldots, X_{n}]$

は次数つきのベクトル空間として

$S^{*}(V)=\oplus S^{d}(V)d\geq 0$ ’
$(S^{d}(V)=V^{\otimes d}/\Sigma_{d})$

と同一視できるので、 $V$ への $GL(V)$ の自然な作用により、 $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]-$

module として構造が入る。 この作用は上の Steenrod square の作用と可換
である。 この $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]$ -module 構造を同時に考えることにより上の問いに
ついて考えてみようというのが今回の話の出発点である。
任意の simple $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]$-module $M$ にたいして、 ある $d$ が存在して、

$S^{d}(V)$ (ま $M$ を composition factor として含む。 この意味で、 $S^{d}(V)$ {ま

simple $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]$-module を考えるうえで興味深いものであるが、 与えられ
た simple $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]$ -module にたいしてどのようにこの $d$ を見つければよ
いか{まわか $’\supset$ていない。 simple $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]$ -module について [ま、 その分類が

終わっている (全部で $2^{n-1}$ 個あることがわかつている) という意味ではわ
れわれ [まそれを理解しているということもできる。 また simple F2 $[GL(V)]-$

module の構成方法についても Weyl module を用いた方法などがある。 しか
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し simple $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]$-module の次元などの基本的な不変量についてすらわ
かっていないという意味ではわれわれの simple $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]$ -module につぃて
の理解は不十分である。 これらの simple $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]$-module の次元につぃて
上の Steenrod algebra 上の module としての生成元の話と関係があるがもし
れないということを示唆するのが今回の話の目標である。

2The Steenrod algebra and $QS^{d}(V)$

まず、 Steenrod algebra につ $\mathrm{A}$
$\mathrm{a}$て復習する。 Steenrod algebra は $\mathrm{F}_{2}$ 上の

graded algebra で $Sq^{1},$ $Sq^{2},$ $Sq^{3},$
$\ldots$ で生成される。ただし、っぎの関係式

(Adem relation) が成り立つ。

$Sq^{a}Sq^{b}$ $= \sum_{0\leq c\leq a/2}(b-1-ca-2c)Sq^{a+b-c}Sq^{c}$

ただし、 $Sq^{0}=1$ とする。 このように定義することもできるが、 じっ[まっぎ
の Steenrod square の多項式環への作用の式から上の関係式は導かれる。

$\{$

$Sq^{a}X\dot{.}$ $=X^{2}.\cdot$ if $a=1$
$Sq^{a}X$ $=0$ if $a>1$

$Sq^{a}(xy)$
$= \sum_{a’+a’’=a}(Sq^{a’}x)(Sq^{a’’}y)$

ここでは Milnor [6] による Steenrod algebra の定義についても紹介してお
く。 $A_{*}=\mathrm{F}_{2}[\xi_{0}, \xi_{1}, \xi_{2}, \ldots,]/(\xi_{0}-1)$ とおく。 ここで $\deg\xi.\cdot=2:-1$ とする。
ここで coproduct $\psi$ を

$\psi\xi$: $=$ $\sum_{k=0}^{i}\xi_{-k}^{2^{k}}.\cdot\otimes\xi_{k}$

と定義すると $A_{*}$ は Hopf algebra になり、 この双対を

$A= \bigoplus_{d\geq 0}A^{d}$

$(A^{d}=\mathrm{H}om(A_{d}, \mathrm{F}_{2}))$ として、 Stoenrod algebra を定義できる。 ここで $I=$

$(i_{1}, i_{2}, \ldots, i_{r})$ [こた 1 して monomial $\xi_{I}$ を $\xi \mathrm{i}^{1}\xi_{2^{2}}.\cdot\cdots\xi_{r}^{i_{r}}$ とかく。この monomial
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basis $\{\xi_{7}\}$ に関しての $\xi_{7}$ の dual を $\xi\ovalbox{\tt\small REJECT}$ とかくことにすると、 $\xi\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の多項式環
$\mathrm{F}_{2}[X_{\mathrm{i},\ovalbox{\tt\small REJECT}}. , X_{n}]$ への作用は

$\{$

$\xi_{I}^{*}X_{i}$ $=$ $X_{i}^{2^{g}}$ $I=(0, \cdots, 0,1)$ ($j$ 番目の数字だけ 1) の場合
$\xi_{I}^{*}X_{i}$ $=$ 0 その他の場合

と

$\xi_{I}^{*}xy=$
$\sum_{I’+I’’=I}\langle\xi_{I}^{*},x)(\xi_{I’}^{*},y)$

で与えられる。 この作用の仕方から、 $I=(i_{1}, \ldots, i_{\mathrm{r}})$ のとき、 $\xi_{I}^{*}$ の excess
を $i_{1}+\cdots+i_{\mathrm{r}}$ と定義すると、 $\xi_{I}^{*}$ の excess が $x\in S^{d}(V)$ の次数 $d$ より大き
ければ $\xi_{I}^{*}x=0$ となるなどのことがすぐいえて便利である。
さて、 ここで、 Steenrod algebra の次数が正の元による像全体を $\mathrm{I}mA$ と

かくことにし、

$QS^{d}(V)$ $=$ $S^{d}(V)/(\mathrm{I}mA\cap S^{d}(V))$

と定義する。 このベクトル空間の basis は $S^{*}(V)$ の $A$ 上の module としての
極小な生成元の集合と一致する。また、 Steenrod algebra の作用と $GL(V)$ の

作用 {ま可換なので $QS^{d}(V)$ には自然に $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]$-module の構造が {まいる。

Probelm 2.1 $QS^{d}(V)$ の次元を求めよ。また、$QS^{d}(V)$ の $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]$ -module
としての構造を調べよ。

この問題に対する解答は $\dim V\leq 3$ の場合には与えられている。 ([1], [2],
[5] $)$ また、 $\dim V=4$ の場合の $\dim QS^{d}(V)$ [ま計算できている。
さらに $\acute{\text{、}}$ simple $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]$-module に関してはつぎの命題が知られて

いる。

Proposition 2.2. $M$ を simple $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]$ -module とする。 $M$ を composi-
tio $n$ factor として含む $S^{d}(V)$ で $d$ が最小のものを考える。このとき、 $QS^{d}(V)$

も $M$ を composition factor として含む。
ここで $\alpha(m)$ を $m$ の 2進展開における 1 の個数とする。上の $QS^{d}(V)$ に

関してつぎの定理が成り立つ。

Theorem 23(Wood [7]) $\alpha(d+n)>n$ ならば $\mathrm{d}i\mathrm{m}QS^{d}(V)=0$ .

Theorem 24(Kameko [5]) $\alpha(d+n)=n$ ならば $QS^{d}(V)$ と $QS^{2d+n}(V)$

(ま F2 $[GL(V)]$ -module として同型である。

33



Theorem 2.5 (Crabb, Hubbuck [4]) $d=(2.\cdot 1-1)+(2^{2}.\cdot-1)+\cdots+(2^{i_{n}}-1)$

で、 $i_{1}-i_{2}\geq 2,$
$\ldots,$

$i_{n-1}-i_{n}\geq n$ ならば、 $\dim QS^{d}(V)=.\cdot\prod_{=1}(2:-1)$ で

ある。

Theorem 26(Carlisle, Wood [3]) $V$ の次元にのみ依存する数 $\delta(V)$ が
あって、

$\sup_{d\geq 0}\dim QS^{d}(V)<\delta(V)$

が成り立つ。

3Weight Vectors and $E_{w}QS^{d}(V)$

monomial $x=X_{1}^{e_{1}}\cdots X_{n^{n}}^{e}$ にたいして指数 $e$: の 2進展開

$e$: $=a_{i,0}+a:,12+a\dot{.},22^{2}+\cdots$

をとり、

$w_{j}(x)$ $=$ $\sum_{i=1}^{n}a:,j$

とおき、 $w(x)=(w_{0}(x), w_{1}(x),$ $w_{2}(x),$ $\ldots)$ とする。この $w(x)$ は weight vector
と呼ばれている。 この weight vector には左からの辞書式順序を入れる。 こ

の $w(x)$ を用いて $QS^{d}(V)$ に ffltration をいれる。

Proposition 3.1 $g\in GL(V)$ と monomial $x$ に対し、 $gx=\Sigma c_{\alpha}x_{\alpha}c_{\alpha}\in$

$\mathrm{F}_{2}^{\mathrm{x}}$ , x。は monomial とする。 このとき、 $w(x_{\alpha})\leq w(x)$ .
$w=(w_{0}, w_{1}, \ldots)$ に対して $F_{w}S^{d}(V)$ を $w(x)\leq w$ となる monomial $x$ 全体で
生成される $S^{d}(V)$ の部分空間、 $F_{w}’S^{d}(V)$ を $w(x)<w$ となる monomial $x$ 全
体で生成される $S^{d}(V)$ の部分空間とし、 $F_{w}QS^{d}(V),$ $F_{w}’QS^{d}(V)$ で $F_{w}S^{d}(V)$ ,
$F_{w}’S^{d}(V)$ の $S^{d}(V)$ から $QS^{d}(V)$ への射影による像をあらわし、

$E_{w}QS^{d}(V)$ $=$ $F_{w}QS^{d}(V)/F_{w}’QS^{d}(V)$

とおく。 ベクトル空間としては

$QS^{d}(V)$
$= \bigoplus_{w}E_{w}QS^{d}(V)$

34



が成り立つ。また、上の命題より、 $F_{w}QS^{d}(V),$ $E_{w}QS^{d}(V)$ (ま自然に $\mathrm{F}_{2}$ $[GL(V)]-$

module になる。
実際に (ま多くの $w$ に対して $E_{w}QS^{d}(V)$ (ま自明である。 たとえば TheO-

rem 25 の場合、 非自明な $w$ はただひとつで

$QS^{d}(V)=E_{(n,\ldots,n,n-1,\ldots,n-1,\ldots,2,1,\ldots,1)}QS^{d}(V)$

である。 ここで $w$ は単調減少列で $n,$ $n-1,$ $\ldots,$
$1$ ?まそれぞれ $i_{n},$ $i_{n-1}-i_{n}$ ,

. .. , $i_{1}-i_{2}$ 個含まれて $\mathrm{a}$ る。

Proposition 32 $M$ を simple F2 $[GL(V)]$ -module とする。 $M$ を composi-
tion factor として含む $S^{d}(V)$ のなかで、 $d$ が最 $/$」$\mathrm{a}\#$こなるものを考える。 こ

のとき、 ある $w=(w_{0}, w_{1}, \ldots)$ で $n>w_{0}\geq w_{1}\geq\cdots$ となるものがあって、
$E_{w}QS^{d}(V)$ も $M$ を composition factor として含む。

いくつかの計算例と問いをあげてこの話を締めくくる。

Example 33 $n=2$ の場合、 $E_{w}QS^{d}(V)$ {ま $w=(2, \ldots, 2, 1, \ldots, 1)$ 以外 [ま

0 であり、 1 の長さが 0 のときは 1,1 のときは 22 以上のときは 3 にな
る。 これ以外の $w$ にたいして [ま $E_{w}QS^{d}(V)=\{0\}$ である。

Example 3.4 $n=3$ の場合、 $w_{0}\geq w_{1}\geq w_{2}\geq\cdots$ でない $w$ に対して (ま

$E_{w}QS^{d}(V)=\{0\}$ である。 さらに、 $E_{\phi}QS^{0}(V),$ $E_{(1)}QS^{1}(V),$ $E_{(2)}QS^{2}(V)$ ,
$E_{(2,1)}QS^{4}(V)$ の次元 [ま 1, 3, 3, 8 で互いに同型でない simple $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]-$

module である。

Example 35 $n=4$ の場合、 $\dim E(1,3)QS^{7}(V)=1,$ $\dim E(2,3)QS^{8}(V)=$

$\dim E_{(2,3,2)}QS^{16}(V)=4$ である。また、 $E_{\phi}QS^{0}(V),$ $E_{(1)}QS^{1}(V),$ $E_{(2)}QS^{2}(V)$ ,
$E_{(3)}QS^{3}(V),$ $E_{(2,1)}QS^{4}(V),$ $E_{(3,1)}QS^{5}(V),$ $E_{(3,2)}QS^{7}(V)_{f}E_{(3,2,1)}QS^{11}(V)$ の

次元は 1, 4, 6; 4, 20, 15, 20, 64 で互いに同型でない simple $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]-$

module である。

Probelm 36 $E_{w}QS^{d}(V)$ {ま $w=(w_{0}, w_{1}, \ldots)$ が $n>w_{0}>w_{1}>\ldots$ のと

き、 互い (こ同型でない simple $\mathrm{F}_{2}[GL(V)]$ -module か ?
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