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1. はじめに
ファイナンス理論の下で研究されてきたボートフオリオ選択問題では、取引される証券 (資産) の

価格は時々刻々に変化する情報を織込んで市場において形成される。完全で効率的な資産市場を前提
とするポートフォリオ理論では、取引される証 $\mathrm{a}\mathrm{e}$.の価格は常にスポット市場で観察可能である。 しか
し、すべての有価証券や資産がそのような公開の市場で何時でもその価格を知ることが出来、その価
格で売買される訳ではない。特に、実物資産や流動性の低い有価証券は、相対取 $\xi|$が主流であること
が希でない。 また、 リアル・オプションのように完全かつ効率的な公開市場で取引されない資産も数
多く存在する。
本論文では、上述のような資産価格について完全な情報が利用できない資産の選択問題を考察す

る。 すなわち、 資産価格の真の価格を直接に知ることは出来ないが、真の資産価格と確率的な関係
(依存) を有する価格情報が利用可能な場合の資 $\text{産_{}1}^{}\text{、}\mathrm{g}$択問題を制御理論の枠組の下で分析する。金融
経済学の想定する公開市場は存在しないが、過去に取引されたデータや相対取引による個別に提示
された価格は利用可能であるような資産取引の下での資産選択$\dot{5\mathrm{r}}7$題は、 この枠組によって考察できる
ことになる。

2. 資産価格と資産配分の問題
取引時刻を $t$ とし取引期間を有界閉区間 [0,利で表す。 $t\in[0$ ,\eta 。資産市場では $n$ 種類の危険資産

と 1 種類の無危険資産が取引され、時刻 $t$ でのそれぞれの価格を $X:(t),$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$ , 及ひ $X_{0}(t)$ と
する。 無危険資産の価格 $X_{0}(t)$ は、 常微分方程式

$dX_{0}(t)=X_{0}(t)r(t)dt$ (1)

で与えられる。すなわち、

ぇ0(t) $=e^{\int_{0}^{1}r(\iota)dl}$ (1)’

ただし、 $X_{0}(0)=1$ とする。
確率空間を $(\Omega, \mathcal{F}, \mathcal{P})$ で定義し、 この確率空間の上で 2つのウィナー過程 $\{Z_{1}(t), t>0\}$ と $\{Z_{2}(t),t>$

$0\}$ を考える。 $Z_{1}$ $()$ と $Z_{2}(\cdot)$ によって生成される増カ $\mathrm{U}$

$\sigma$-subfield を $\mathcal{F}_{t}=\sigma(Z_{1}(s\overline{),}Z_{2}(s);0<s<\overline{t)}$

とする。 危険資産 $i$ の価格について 2 つの確率過程を想定し、 それぞれ $X:(t)$ 及ひ $\mathrm{Y}_{i}(t)$ とし確率空
間 $(\Omega,\mathcal{F}_{t}, \mathcal{P};t\geq 0)$ の上で定義する。 $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$ . 危険資産の価格 $X:(t)$ は確率微分方程式

$dX_{i}(t)=X:(t)[\mu.\cdot(t)dt+\sigma:(t)dZ_{1}(t)]$ , $:=1,2,$ $\cdots,$ $n$ , (2)

によって与えられるが、投資家は各時刻でこの資産価格 $X_{:}(t)$ を直接に観測することは不可能である
と仮定する。 しかし、投資家は、 $X_{i}(t)$ を直接に観測することができない代わりに、 $X_{:}(t)$ と確率的
な関係を有する確率過程 $\mathrm{Y}_{1}.(t)$ を観測することが可能である。 $\mathrm{Y}(t)=(\mathrm{Y}_{1}(t), \cdots, \mathrm{Y}_{n}(t))$ とし、 投資
家は各時刻で $\mathrm{Y}(t)$ が生成する情報構造 $y_{t}=\sigma(\mathrm{Y}(s);0\leq s\leq t)$ に従って資産配分に関する意思決定
を行なう。すなわち、 $t$ までに観測可能な $\mathrm{Y}(t)$ の標本パスによって生成される $\sigma$-subfield に依拠し
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て資産選択に関する決定を行なうのである。危険資産の真の価格 $X_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(t)$ についての完全情報を得るこ
こができないので、投資家は $X_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(t)$ と確率的な依存関係を有する観測可能な確率変数 $\ovalbox{\tt\small REJECT}(t)$ を観測す
る。 各 $\ovalbox{\tt\small REJECT}(t)$ のダイナミックスは次の確率微分方程式で与えられるものとする。

$\frac{d\mathrm{Y}_{j}(t)}{\mathrm{Y}_{i}(t)}=a_{i}(t)\frac{dX_{i}(t)}{X_{j}(t)}+b_{i}(t)dZ_{2}(t)$ , $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$ . (3)

投資家は、情報構造によって与えられる $\mathrm{Y}(t)=(\mathrm{Y}_{1}(t), \cdots, \mathrm{Y}_{n}(t))$ についての過去及ひ現在の全ての
データを有している。 時 $A*| \int$ $t$ での資産 $i$ への投資額を $\pi j(t)$ とすれば、 $\pi(t)=(\pi_{1}(t), \cdots, \pi_{n}(t))$ は時
刻 $t$ での資産配分 (ポートフオリオ) である。 $W(t)$ を時刻 $t$ での投資家の富とし、 $W(\mathrm{O})=w$ は所

$\text{与と}-t\text{る_{。}}\pi 0(t)\mathrm{f}\text{を^{}\mathrm{f}\mathrm{l}}’.\backslash \backslash 1r\mathrm{L}\Re \text{資産_{}\ovalbox{\tt\small REJECT}\hat{\mathrm{g}}}\text{の}\mathrm{a}\mathrm{e}\text{資}\mathrm{a}\mathrm{e}\text{とすれ}[] \mathrm{f}_{\text{、}}\pi_{0}(t)=W(t)-\sum.n.\pi_{i}(t)\text{である}C(t)\text{を}t\text{までの}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\grave{|}\mathrm{g}\mathrm{f}\mathrm{f}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{と}1_{\vee}t\text{の}\mathrm{E}l\mathrm{I}-\mathrm{C}\text{ある_{。}}\mathrm{b}\text{し_{、}}X_{j}(t)\mathrm{B}\grave{\grave{\mathrm{l}}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\hslash^{1}\mathrm{J}^{\mathrm{I}1}\urcorner\not\in \mathrm{g}rx\text{ら}|\overline{\overline{\mathrm{f}}}_{\backslash }^{1}\mathrm{a}\mathrm{e}\text{資}\mathrm{a}\mathrm{e}a)\mathrm{g}_{\text{の}\mathrm{a}\mathrm{e}\emptyset[]\mathrm{h}\text{次式}^{。}}$

で与えられる。

$dW(t)$ $=$ $\sum_{=j1}^{n}\pi_{j}(t)\frac{dX_{i}(t)}{X_{i}(t)}+(W(t)-\sum_{=j1}^{n}\pi_{i}(t))\frac{dX_{0}(t)}{X_{0}(t)}-dC(t)$

$=$ $\dot{.}\sum_{=1}^{n}\pi j(t)[(\mu j(t)-r(t)dt+\sigma j(t)dZ_{1}(t)]+W(t)r(t)dt-dC$ (4)

投資家が観測できる危険資産のシグナル (データ) $\mathrm{Y}.\cdot(t)$ に従うならば、投資家の富の変動は次式の
ようになる。

$d\hat{W}(t)$ $=$ $. \cdot\sum_{=1}^{n}\pi:(t)\frac{d\mathrm{Y}_{i}(t)}{\mathrm{Y}\cdot(t)}.+(\hat{W}(t)-\dot{.}\sum_{=1}^{n}\pi_{i}(t))\frac{dX_{0}(t)}{X_{0}(t)}-dC(t)$

$=$ $\sum_{i=1}^{n}\pi.\cdot(t)[a:(t)^{dX(t)}\mathrm{i}X_{j}(t)+b_{:}dZ_{2}(t)]+(\hat{W}(t)r(t)dt-\sum.\cdot\pi:(t)r(t)dt)-dC(t)$

$\equiv$ $r(t) \hat{W}(t)dt+\sum_{=j1}^{n}\pi_{i}(t)[(Aj(t)-r(t))dt+\sigma jdZ_{1}(t)+b_{i}dZ_{2}(t)]-dC(t)$ (5)

ただし、 $A:(t)=a:(t)\mu:(t)$ である。 ここで $\mu\dot{.}(t)-r(t)/\sigma:\equiv\alpha_{i}(t)$ とおく。 $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$ . 確率測度
$\mathcal{P}$ に対して「ラドン. ニコディムの定理」 から得られる $(\Omega, \mathcal{F})$ の下での確率測度 $\mathcal{P}^{0}$ を

$\frac{d\mathcal{P}^{0}(w)}{d\mathcal{P}(w)}=\exp\{-\int_{0}.\cdot\sum_{=1}^{T^{n}}\alpha_{j}(t)dZ_{1}(t)-\frac{1}{2}\int_{0}^{T}\dot{.}\sum_{=1}^{n}\alpha_{j}^{2}(t)dt\}$ (6)

とすれば、「ギルサノフの定理」 によって $\mathcal{P}^{0}$ もまた確率測度となり、確率過程 $\{Z_{1}^{0}(t), t\geq 0\}=$

$\{Z_{1}^{0}(t)=Z_{1}(t)-\int_{0}^{t}\sum_{i=1}^{t}\alpha j(s)ds;0\leq t\leq T\}$ は新しい確率空間 $(\Omega, \mathcal{F},\mathcal{P}^{0}; \mathcal{F}t)$ のうえでウイナー過
$\text{程と}rx\text{る_{。}}$

$\mathrm{g}\text{の}F,f\text{ナ}\overline{\underline{\backslash }}$ ツクス (4) の $\text{下^{}-}\mathrm{C}\text{の資産}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}_{J}’*\text{と}\grave{|}\mathrm{g}\mathrm{g}\text{の_{}\mathrm{J}}^{\backslash }\S \mathrm{R}\mathrm{P}.7\mathrm{F}\dagger\mathrm{h}_{\text{、}}\Re’k\mathfrak{B}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}$

$\mathrm{E}^{0}[\int_{0}^{T}u_{1}(t, C(t))dt+u_{2}(W(T))|W(\mathrm{O})=w]$ (7)

を最大にする資産配分 $\{\pi(t);0\leq t\leq T\}$ と消費計画 $\{C(t);0\leq t\leq T\}$ を求めることである。すな
わち、

$V(w)$ $=$ $\sup \mathrm{E}^{0}[\int_{0}^{T}u_{1}(t, C(t))dt+u_{2}(W(T))|W(\mathrm{O})=w]$ (8)

$(\pi, C)$
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3. 推定と分離原理
この節では、直接に観測不可能な資産価格の推定の問題と (8) で定式化した最適制御問題を観測

可能な状態変数の上で定式化する問題への変換を議論する。
dZPO) $\ovalbox{\tt\small REJECT} dZ,Q$) $+ \sum\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}\alpha\ovalbox{\tt\small REJECT}(t)dt$ とおけば、 資産価格とシグナルの確率過程は、 それぞれ

$dX_{i}(t)$ $=$ $X_{:}(t)[r(t)dt+\sigma:(t)dZ_{1}^{0}(t)]$

$d\mathrm{Y}_{}(t)$ $=$ $\mathrm{Y}_{}(t)[a:(t)\frac{dX_{}(t)}{X_{}(t)}+b:(t)dZ_{2}(t)]$ (9)

となる。
時刻 $t$ までの観測値 $\mathcal{Y}(t)=\{\mathrm{Y}(s)=(\mathrm{Y}_{1}(s), \cdots, \mathrm{Y}_{n}(s));0\leq s\leq t\}$ が所与の下で $t$ での $X_{1}.(t)$ の最小
2乗推定量を

$\hat{X}.\cdot(t)=\mathrm{E}^{0}[\mathrm{x}_{:}(t)|\mathcal{F}(t)]$ (10)

とする。 このとき確率過程

$v:(t)= \frac{\mathrm{Y}_{i}(t)-a_{1}(t)\hat{X}_{}(t)dt}{b_{}(t)}$

.
(11)

を inno� tion 過程と呼ひ、確率空間 $(\Omega,\mathcal{F}, \mathcal{P}^{0}; \mathcal{Y}(t))$ の下でのウィナー過程である。

定理 1(Davis, M. H. A. and Varaiya, P. P. [6])
条件付分布関数 $\mathcal{P}^{0}\{X:(t)\leq x|\mathcal{Y}(t)\}$ は正規分布であり、その平均と分散はそれぞれ次式で与えられ
る。 平均 $\hat{X}-(t)=\mathrm{E}^{0}(X_{1}.(t)|\mathcal{Y}(t))$ は確率微分方程式

$d \hat{X}_{}(t)=r(t)\hat{X}_{}(t)dt+\frac{a_{}(t)\hat{\sigma}(t)}{b_{}(t)\sigma_{}(t)}dv:(t)$ (12)

の解であり、分散

$\hat{\sigma}_{}^{2}(t)=\mathrm{E}^{0}[(X_{1}.(t)-\hat{X}_{}(t))^{2}|\mathcal{Y}(t)]$ (13)

は Riccati 方程式

$d\hat{\sigma}_{*}.(t)$ $=$ $(2r(t)\hat{\sigma}_{}(t)+\sigma:(t)-a_{}^{2}(t)\hat{\sigma}_{}^{2}(t))dt$ (14)
$\sigma_{i}(0)$ $=$ 0 (15)

の解である。

[注] 上記の定理 1 において次の点に留意しよう。
$(\mathrm{i})$ 最小 2乗推定量の平均 $\hat{X}-(t)$ は、分散 $\hat{\sigma}_{i}^{2}(t)$ に依存し、一方分散 $\hat{\sigma}_{-}^{2}(t)$ は平均のパラメー

タに 依存する。 また、分散は確定的なパラメータにのみ依存するが、平均は確率変数
$dv_{i}(t)$ に依 存する。

$(\mathrm{i}\mathrm{i})$ 特に平均 $\hat{X}_{1}.(t)$ は、 $\mathcal{Y}(t)$ から独立という意味で $X_{1}.(t)$ の推定値に対して十分統計量の役
割を果 たしている。

資産価格 $\mathrm{x}_{:}(t)$ が幾何プラウン運動するとき、富の確率過程に対して関数

$f(w,t|w( \tau)=w_{0})=\frac{1}{w\sqrt{2\pi(t-\tau)}}\exp\{-\frac{(\log w-w_{0})^{2}}{(t-\tau)}\}$ (16)

を定義する。

$\hat{u}_{1}(t, C(t))=\int_{0}^{\infty}f(w,t|W(0)=w_{0})u_{1}(t,C(t))dw$ (17)
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$\hat{u}_{2}(W(T))=\int_{0}^{\infty}f(w, T|W(0)=w_{0})u_{2}(w(T))dw$ (18)

とおけば、

$\mathrm{E}^{0}[\int_{0}^{T}\mathrm{E}^{0}[u_{1}(t, C(t))|\mathcal{F}(t)]dt+\mathrm{E}^{0}[u_{2}(W(T))|F(T)]]$

$= \mathrm{E}^{0}[\int_{0}^{T}\hat{u}_{1}(t,\hat{C}(t))dt+\hat{u}_{2}(\hat{W}(T))]$ (19)

を得る。 ここで、 $\hat{C}(t)$ と $\hat{W}(T)$ は、 危険資産価格の推定量 $\hat{X}_{-}(t)$ に対応する gの変動 $\text{式}$ (5) におけ
る $C(t)$ と $W(T)$ の推定量である。従って、観測不可能な資産価格の下での最適化問題力 $*1$観測可能な

最適化問題に変換される。すなわち原問題は、資産価格の推定量を求める問題と推定値 $\hat{X}\dot{.}(t)$ に基づ

く最適化問題に分離されたことになる。これが、 いわゆる Davis, M. H. $\mathrm{A}$ . and Varaiya, $\mathrm{P}$ . $\mathrm{P}$. [6] の

分離原理と呼ばれるものである。

4. 最適な資産配分と消費の問題

$V(w,t)$ を次のように定義する。

$V(w,t)$ $=$ $\sup$ $\mathrm{E}^{0}[\int_{t}^{T}\hat{u}_{1}(\tau\hat{C}(\tau))d\tau+u_{2}(\hat{W}(T))|\hat{W}(t)=w]$

$C(\tau),$ $\pi(\tau)$

$t\leq\tau\leq T$ (20)

「伊藤の定理」 と動的計画法の最適性の原理より次式を得る。

$0= \sup\{\hat{u}_{1}(t, C(t))+V_{t}+V_{w}[.\sum_{1=1}^{n}\pi_{j}(t)(A_{i}(t)-r(t))+r(t)w-C(t)]+\frac{1}{2}\dot{.}\sum_{=1}^{n}\sum_{j=1}^{n}\pi_{i}(t)\pi_{j}(t)\rho\sigma_{i}b_{j}V_{ww}\}(21)$

ただし、 $\rho=\mathrm{E}[dZ_{1}(t)\cdot dZ_{2}(t)]V_{w}=\frac{\partial V}{\partial w},$ $V_{ww}= \frac{\partial^{2}V}{\partial w^{2}}$ , である。最適性の 1 階の条件より、最適な消
費と資産配分は次式を満足する。

$\frac{\partial\hat{u}_{1}}{\partial C^{*}}=V_{w}$ (22)

$V_{w}(A_{j}(t)-r(t))+ \sum_{j=1}^{n}\pi_{j}^{*}(t)\rho\sigma_{1}.b_{j}V_{ww}$ $=$ 0 (23)

$i$ $=$ 1, 2, $\cdots,$ $n$

$V_{w},$ $V_{ww}$ を所与として $()$ を解けば、

$\pi_{i}^{*}(t)=-\frac{V_{w}}{V_{ww}}\sum_{j=1}^{n}\sigma_{jj}^{-1}(t)(A_{j}(t)-r(t))$ (24)

を得る。 ここで $\sigma_{ij}^{-1}$ は共分散 $\rho\sigma\dot{.}b_{j}$ が作る分散共分散行列の逆行列の要素 ( $i$ ,力である。無危険資産
への最適な資産配分 $\pi_{0}^{*}$ は、

$\pi_{0}^{*}(t)=\hat{W}-\sum_{i=1}^{n}\pi_{i}^{*}(t)=\hat{W}+\frac{V_{\hat{w}}}{V_{\dot{w}w}}\sum_{ii}\sigma_{i\mathrm{j}}^{-1}(A_{j}(t)-r(t))$
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5. おわりに

本論文では、資産価格を引用することができる公開市場が存在しない場合の資産と消費の最適政
策を考察する問題を取り扱っている。資産の真の価格が利用できないとき。取引データから得られる
部分情報に基づき資産価格を推定する問題とその推定値に基づいて最適な資産配分と消費を決定す
る問題に分割する方法を提唱した。 このようにして変換された最適制御問題においても従来のモデ
ルと類似の結論が得られることを示した。
採用した接近法は連続時間の下での動的計画法であり、観測データに基づいて資産価格の最小 2乗
推定値が与えられるならば、通常の偏微分方程式を解く問題に帰結する。閉じた型の最適な資産配分
と消費計画ならひに評価関数が求められるか否かは、効用関数の具体的な型に依存する。 この点に関
しても従来のポートフォリオ選択問題と同様の問題を抱えている。
本論文では、不完備市場でのポートフォ )$1$ オ選択問題の 1 っの場合を提案し、それに対する接近法
を試みた。 不完備市場における裁定機会の無存在や資本市場が完備であるための条件などを考察す
る問題は、今後の興味深いテーマである。
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