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1 はじめに

二者択一の定理と呼ばれる定理には、多くの形のものが知られてぃる ([6], pp.63-118)。その中
で、 Farkas の補題 [4] と呼ばれるものは、最も古典的で最もよく知られたものであろう。 これは以
下のように述べられる。 いま、 A を m $\cross$ n一行列とし、 $\mathrm{R}^{m}$ (resp. $\mathrm{R}^{n}$ ) を $m$ 次元 (oesp. $n$ 次
元) 列ベクトルの全体とする。 このとき、任意の $\mathrm{b}\in \mathrm{R}^{m}$ に対して次のいずれ力\vdash 方の集合のみ必
ず空となる :

$X$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$ { $\mathrm{x}\in \mathrm{R}^{n}|$ Ax $=\mathrm{b},$ $\mathrm{x}\geqq 0$ },

$\mathcal{Y}$

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{\mathrm{y}\in \mathrm{R}^{m}|\mathrm{A}^{\mathrm{T}}\mathrm{y}\geqq 0, \mathrm{b}^{\mathrm{T}}y<0\}$ .

一方、 Gale[5] は、 次のいずれか一方の集合のみ必ず空集合となるという形で、 二者択一の定理を
述べている :

$\mathcal{X}$

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$ { $\mathrm{x}\in \mathbb{R}^{n}|$ Ax $\leqq \mathrm{b},$ $\mathrm{x}\geqq 0$ },
$\mathcal{Y}$

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{\mathrm{y}\in \mathrm{R}^{m}|\mathrm{A}^{\mathrm{T}}\mathrm{y}\geqq 0, \mathrm{y}\geqq 0, \mathrm{b}^{\mathrm{T}}\mathrm{y}<0\}$ .

二者択一の定理は、線形計画法の双対定理と密接に結ひついている ([3], [5], [6])。例えば、標準型、
或いは基準型と呼ばれる線形計画問題の主問題と双対問題は

Maximize $\mathrm{c}^{\mathrm{T}}\mathrm{x}$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\{$

$\mathrm{A}\mathrm{x}=\mathrm{b}$ ;
$\mathrm{x}\geqq 0$ .

およひ

Minimize $\mathrm{b}^{\mathrm{T}}\mathrm{y}$
$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\mathrm{A}^{\mathrm{T}}\mathrm{x}\geqq \mathrm{c}$ .

のように表現される。 これは、 Farkas の補題と結ひついてぃる。一方、 双対型と呼ばれる線形計
画問題の主問題と双対問題は

Maximize $\mathrm{c}^{\mathrm{T}}\mathrm{x}$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\{$

$\mathrm{A}\mathrm{x}\leqq \mathrm{b}$ ;
$\mathrm{x}\geqq 0$ ,
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Minimiz$\mathrm{e}$

$\mathrm{b}^{\mathrm{T}}\mathrm{y}$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\{$

$\mathrm{A}^{\mathrm{T}}\mathrm{x}\geqq \mathrm{c}$ ;
$\mathrm{y}-0\underline{>}$ .

で表現される。 これは Gale の形の二者択一定理と結びついていることが読みとれるであろう。 こ

の論文の目的は、 $\mathrm{F}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{s}_{\text{、}}$ Gale およびその他既知の幾つかを含む二者択一の定理を示し、 それを

用いて線形計画問題とその双対問題の関係を明確にして、更に双対定理を直接証明することにあ

る。 線形計画法の教科書では通常、単体法 (シンプレクス法) などのアルゴリズ $\Delta$が先に与えら

れ、 それに基づいて双対定理 (基本定理、弱双対定理、 強双対定理および相補スラツク条件) が証

明される。共著者の一人 (並木) は、 線形計画問題の基本的性質がアルゴリズムに基づいて導か
れるのは不自然であるとの観点から、既に線形代数の初等的知識だけを仮定して、 二者択一定理

を経由して双対定理を導く方法を開発した ([7])。この方法の利点は、 その証明が新たなアルゴリ

ズムの可能性を提案しているところにあり、 この方向での発展が期待される。 もう一方の共著者

(塚田) は、 函数解析学の立場でその証明を眺めたとき、 行列の成分をいじる証明は、 内積の基本

的性質だけを用いる見通しのよい証明に変形できるのではと考えた。更に、 その証明は自然に非

線形計画問題の双対定理となっている。 ここで得られた結果は、 更にそのまま局所凸線形位相空

間へ拡張することは容易い ([2])。しかしながら、敢えて Hilbert 空閘の文脈で記述することが重

要であると考えている。その理由の 1 つは、 その証明がそのまま有限次元空間でのごく自然な証
明になってることが重要と考えるからである。 [1] では有限次元 Euclid 空間で、 ここで得られた結

果に近いものを導いている。 しかし、 多面錐を一般の凸錐 (スムースな境界面を持つ錐など) に

置き換えた場合、 有限次元であることの利点はあまり重要ではなくなる。 これは有限次元の場合

ですら、 一般の閉凸錐の線形写像による像が閉でなくなること、 また 2 つの閉凸錐の和が閉でな
くなることなどによるものである。 もう 1 つの理由は、 Hilbert 空間として Hilbert-Schmitt クラ

スや再生核 Hilbert 空間を考えたとき、応用上有用な結果が得られるのではないかと考えているこ
とにある。 実際、 Hilbert-Schmitt クラスを考えるという方向性は、 有限次元では半定値計画問題
(semi-dffinite programming) として、 現在活発に研究されている分野である ([8]) 。

2 閉凸錐と双対錐

$H$ を実 Hilbert 空間とし、 内積は $\langle\cdot|\cdot\rangle$ で表すことにする。 $H$ の部分集合 $C$ が

$\alpha,$ $\beta>0,$ $x,$ $y\in C\Rightarrow\alpha x+\beta y\in C$

を満たすとき、 $C$ は凸錐であるという。 $H$ の閉凸錐の任意の族の共通部分は閉凸錐であるので、 $H$

の任意の部分集合 $X$ に対して、 $X$ を含む最小の閉凸錐が存在する。その閉凸錐を、 $X$ が生成する

閉凸錐と呼び $\hat{X}$ で表すことにする。任意の $x\in H$ に対して、 $\langle x\rangle^{+}$ および $\langle x\rangle^{-}$ はそれぞれ $\overline{\{x\}}$

および $\overline{\{-x\}}$ のこととする。
$H$ の任意の部分集合 $X$ に対して、

$X^{*}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$ { $y\in H[\langle x|y\rangle\geqq 0$ for all $x\in X$ }

と定義して、 $X$ の正の双対錐 (或いは、 単に双対錐) と呼ぶ。 負の双対錐一 $X^{*}$ はしばしば $X$ の

極錐と呼ばれる。任意の $X\subseteq H$ に対して、 $\hat{X}^{*}=X^{*}$ である。 また、 $X$ が $H$ の線形部分空間であ

るときは $X^{*}$ は $X$ の直交補空間 $X^{[perp]}$ に等しい。以下に挙げる補題はすべて、 よく知られた結果で
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補題 1 $H$ の任意の部分集合 $X$ に対して、 $X^{**}=\hat{X}$ が成立する。

この補題は、 いわゆる分離定理から証明される。分離定理は Hahn-Banach 定理の幾何的表現と
呼ばれることもあり、 選択公理 (或いはそれと同値な Zorn の補題) がクリティカルに関わってく
る。 しかしながら、 Hilbert 空間で論ずる限りは Hahn-Banach 定理を持ち出すまでもなく、最短
距離定理から容易に証明される。

補題 2 $H$ の任意の閉凸錐 $X$ に対して、 $X^{\mathrm{s}\mathrm{s}}=X$ が成立する。

$K$ が $H$ の閉部分空間であるならば、 上の系は $K\text{��}=K$ でることを主張している。 $H$ の任意の
凸錐 $C_{1}$ およひ $C_{2}$ に対して、 $C_{1}+C_{2}$ を

$C_{1}+C_{2}=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\{x_{1}+x_{2}|x_{1}\in C_{1}, x_{2}\in C_{2}\}$

と定義する。

補題 3 $\overline{C_{1}+C_{2}}=(C_{1}\cup C_{2})^{\wedge}$ .

補題 4 $(C_{1}+C_{2})^{*}=C_{1}^{\cdot}\cap C_{2}^{\mathrm{s}}$ .

補題 5 $(C_{1}\cap C_{2})^{*}=\overline{C_{1}^{*}+C_{2}^{\mathrm{s}}}$ .

$H_{1}$ およひ $H_{2}$ をそれぞれ Hilbert 空間とし、任意の $C\subseteq H_{1}$ およひ $D\subseteq H_{2}$ に対して直和
$C\oplus D\subseteq H_{1}\oplus H_{2}$ を

$C\oplus D=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\{\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}|x\in C,$ $y\in D\}$

により定義する。

補題 6 $(C\oplus D)^{*}=C^{*}\oplus D^{*}$ .

3 二者択一の定理

以下では、 Hilbert 空間 $H_{1}$ およひ $H_{2}$ と、 $H_{1}$ 上で定義され $H_{2}$ に値をとる任意の有界線形写像
$A$ を固定して考える。 $A^{*}$ は $H_{2}$ 上で定義され $H_{1}$ に値をとる $A$ の共役線形写像を表す。即ち、 任
意の $x\in H_{1}$ およひ $y\in H_{2}$ に対して

$\langle Ax|y\rangle=\langle x|A^{*}y\rangle$

を満たす。

任意の凸錐 $C\subseteq H_{1}$ に対して

$A[C]=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\{Ax|x\in C\}$ and $(A^{*})^{-1}[C^{*}]=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\{y\in H|A^{*}y\in C^{\cdot}\}$

と定義する。 $A[C]$ およひ $(A^{*})^{-1}[C^{*}]$ はいずれも $H_{2}$ の凸錐であり、特に後者は閉凸錐となる。

補題 7 $A[C]^{*}=(A^{*})^{-1}[C^{*}]$ .
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$v\in A[C]^{*}$ $\Leftrightarrow$ $\langle y|v\rangle\geqq \mathrm{O}$ for all $y\in A[C]$

$\Leftrightarrow$ $\langle Ax|v\rangle\geqq \mathrm{O}$ for all $x\in C$

$\Leftrightarrow$ $\langle x|A^{*}v\rangle\geqq \mathrm{O}$ for all $x\in C$

$\Leftrightarrow$ $A^{*}v\in C^{*}$

$\Leftrightarrow$ v\in (A勺-1 $[C^{*}]$ .

系 1 $\overline{A[C]}=(A^{*})^{-1}[C^{*}]^{*}$ .

上の補題と系の特別な場合として、基本的な関係式 Range $(\mathrm{A})^{[perp]}=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{l}(A^{*})$および $\overline{\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(A)}=$

Kernel $(A^{*})^{[perp]}$ が得られる。

定理 1 $C\subseteq H_{1}$ を凸錐とし $A[C]$ が閉であるとする。 このとき、 任意の $b\in H_{2}$ に対して、 次に 2
つの集合のうちいずれか一方のみが必ず空集合となる。

$X$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{x\in H_{1}|Ax=b, x\in C\}$ ,

$Y$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{y\in H_{2}|A^{*}y\in C^{*}, \langle b|y\rangle<0\}$ .

証明 証明すべき命題は

$X\neq\emptyset\Leftrightarrow Y=\emptyset$

と言い換えてもよい。 この同値関係の左辺は $b\in A[C]$ と同値である。 一方 ‘

$Y=\emptyset$ $\Leftrightarrow$ $\forall y\in H_{2},$ $A^{*}y\not\in C^{*}$ or $\langle b|y\rangle\geqq 0$

$\Leftrightarrow$ $\forall y\in H_{2},$ $A^{*}y\in C^{*}$ implies $\langle b|y\rangle\geqq 0$

$\Leftrightarrow$ $\forall y\in H_{2},$ $y\in(A^{*})^{-1}[C^{*}]$ implies $\langle b|y\rangle\geqq 0$

$\Leftrightarrow$ $b\in(A^{*})^{-1}[C^{*}]^{*}$

である。 従って、 証明すべき命題は

$b\in A[C]\Leftrightarrow b\in(A^{*})^{-1}[C^{*}]^{*}$

即ち、 $A[C]=(A”)^{-1}[C^{*}]^{*}$ であるが、 これは $A[C]$ が閉であることから系 1 で示されている。

上の定理において、 $H_{1}$ および $H_{2}$ が有限次元であり、 $C$ が多面錐、 即ち

$C=\{x\in H_{1}|\langle b_{1}|x\rangle\geqq 0, \ldots, \langle b_{n}|x\rangle\geqq 0\}$ .

という形をしているならば、その $A$ による像 $\dot{A}[C]$ も多面錐であり、 $A[C]$ が閉という条件は自動

的に満たされる。 しかしながら、一般には $A[C]$ が閉という条件は $C$ が閉という条件置き換えるこ

とはできない。 $H_{1}=H_{2}=\mathrm{R}^{3}$ として、 行列

$A=\{\begin{array}{lll}0 0 00 1 00 0 1\end{array}\}$
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で表現される線形写像を考える。 また、

$C^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}$ { $[x,$ $y,$ $z]^{T}\in \mathrm{R}^{3}|x\geqq \mathrm{O}$ and $y\geqq \mathrm{O}$ and $z^{2}\leqq xy$ }.
と定義すると、 $C$ は閉凸錐であるが

$A[C]=(\{0\}\mathrm{x}(0, \infty)\cross \mathrm{R})\cup\{[0,0,0]^{\mathrm{T}}\}$

は凸錐であるが閉集合とはならない。

ここで $b=[0,0,1]^{T}$ とおくと $b\not\in A[C]$ であり、 従って定理 1 における集合 $X$ は空集合である。–

方、 $A^{*}=A$ およひ $C^{*}=C$ であることから、 $A^{*}[x, y, z]^{T}\in C^{*}$ であるならば $z=0$ であるので、

$[0, 0, 1][x, y, z]^{T}=0$

が言える。 よって、 定理 1 における集合 $Y$ も空集合である。即ち、 二者択一は成立しない。

もし定理 1 における $A[C]$ の条件を取り除くならば、定理 1 は次のような漸近的な形に修正しな
けらばならない。

定理 2 $C\subseteq H_{1}$ を凸錐とし、 $b\in H_{2}$ とする。 このとき、 次の命題のいずれが一方のみ必ず真と
なる。

(I) $\exists\{x_{n}\}_{n=1}^{\infty}\subseteq C$ : $||b-Ax_{n}||arrow 0$ $(narrow\infty)$ ,

(II) $\exists y\in H_{2}$ : $A^{*}y\in C^{*}$ and $\langle b|y\rangle<0$ .

証明 (I) は $b\in\overline{A[C]}$ と同値であり、一方、 (II) の否定命題は $b\in((A^{*})^{-1}[C^{*}])^{*}$ と同値であった

ので、 $\overline{A[C]}=((A^{\cdot})^{-1}[C^{*}])^{*}$ であることより証明される。

$E^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}\{[1,0, \ldots, 0]^{\mathrm{T}}, \ldots, [0, \ldots, 0,1]^{\mathrm{T}}\}$

として、 $P^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}\hat{E}$ と定義する。 このとき

$P=\{[x_{1}, \ldots, x_{n}]^{\mathrm{T}}\in \mathbb{R}^{n}|x_{1}\geqq 0, \ldots, x_{n}\geqq 0\}$

であるので $P$ は閉多面錐であり、 しかも $P^{*}=P$ を満たす。 $x\geqq y$ (或いは同じ意味で $y\leqq x$ ) で
あることを $x-y\in P$ であることと定義する。
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系 2 $K\subseteq \mathbb{R}^{n}$ を線形部分空間とし、 $b\in \mathbb{R}^{m}$ とする。 このとき以下の (1) $-(4)$ において $X$ および

$Y$ いずれか一方のみ空集合となる。

(1) Matsui &Namiki:

$X$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{x\in]\mathrm{R}^{n}|Ax=b, x\in P\cap K\})$

$Y$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{y\in \mathbb{R}^{m}|A^{*}y\in P+K^{[perp]}, \langle b|y\rangle<0\}$

(2) Matsui &Namiki:

$X$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{x\in \mathbb{R}^{n}|Ax=b, x\in P+K^{[perp]}\}$ ,

$Y$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{y\in \mathbb{R}^{m}|A^{*}y\in P\cap K, \langle b|y\rangle<0\}$

(3) Farkas:

$X$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{x\in \mathbb{R}^{n}|Ax=b, x\geqq 0\}$ ,

$Y$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{y\in \mathbb{R}^{m}|A^{*}y\geqq 0, \langle b|y\rangle<0\}$ .

(4) Gale:

$X$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{x\in \mathbb{R}^{n}|Ax=b\}$ ,

$Y$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{y\in \mathbb{R}^{m}|A^{*}y\geqq 0, \langle b|y\rangle\neq 0\}$ .

定理 3 $K\subseteq H$ を閉線形部分空間とし、 $C\subseteq H$ を凸錐で $C$ の $K$ 上への直交射影は閉集合となる

ものとし、 $b\in K$ とする。 このとき、 次の集合のいずれか一方のみ必ず空集合となる。

$X$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{x\in K^{[perp]}|x+b\in c\}$ ,

$Y$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{y\in K|y\in C^{*}, \langle b|y\rangle<0\}$ .

証明 定理 1 において $H_{1}=H_{2}=H$ とし、 $A$ を Il’上への直交射影とする。

$X’$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{x\in H|-A_{X-}-b, x\in c\}$ ,

$Y’$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{y\in H|A^{*}y\in C^{*}, \langle b|y\rangle<0\}$

とおくと、 $X’$ と $Y’$ のいずれか一方のみ必ず空集合となる。 このとき

$X’$ $=$ $\{x+b|x\in I\dot{\acute{\backslash }}^{1}, x+b\in c\}$ ,

$Y’$ $=$ $\{y\in I\acute{\mathrm{i}}|y\in C^{*}, \langle b|y\rangle<0\}$ .

と表現でき、 $X’$ が空であることと $X$ が空であることは同値であり、 また $Y’=Y$ である。従って、

定理の主張を得る。

定理 4 $K\subseteq H$ を閉線形部分空間とし、 $C\subseteq H$ を凸錐、 $b\in K$ とする。 このとき、 次の命題のい

ずれか一方のみ必ず真となる。

(I) $\exists\{x_{n}\}_{n=1}^{\infty}\subseteq I\acute{\mathrm{i}}^{[perp]}:$ $d(x_{n}+b, C)arrow 0$ $(narrow\infty)$ ,

(II) $\exists y\in K\cap C^{*}$ : $\langle b|y\rangle<0$
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定理 5 $c\subseteqq H_{1}$ および $D\subseteqq H_{2}$ を凸錐とし $A[C]-D$ が閉であるとする。 このとき $b\in H_{2}$ に対し
て、 次の集合のいずれか一方のみ必ず空集合となる。

$X$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{x\in H_{1}|Ax-b\in D, x\in C\}$ ,

$Y$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{y\in H_{2}|A^{*}y\in C^{*}, -y\in D^{*}, \langle b|y\rangle<0\}$ .

.証明 直和 Hilbert 空間 $H_{1}\oplus H_{2}$ を

$H_{1}\oplus H_{2}=\{\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}|x\in H_{1},$ $y\in H_{2}\}$ .

のように考える。 このとき、 以下のような同値関係が成立する。

$X\neq\emptyset$ $\Leftrightarrow$ $\exists x\in H_{1},$ $\exists y\in H_{2}$ , $Ax- b=y,$ $y\in D,$ $x\in C$

$\Leftrightarrow$ $\{\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}|$ $Ax- b=y,$ $y\in D,$ $x\in C\}\neq\emptyset$

$\Leftrightarrow$ $\{\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}|$ $Ax- b=y,$ $\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}\in C\oplus D\}\neq\emptyset$

$\Leftrightarrow$ $\{\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}|$ $Ax- y=b,$ $\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}\in C\oplus D\}\neq\emptyset$

$\Leftrightarrow$ $\{\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}|[A, -I]\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}=b,$ $\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}\in C\oplus D\}\neq\emptyset$.

ここで $A[C]-D$ が閉であるので最後の命題は定理 1 より

$\{y\in H_{2}|\{\begin{array}{l}A^{*}-I\end{array}\}y\in(C\oplus D)^{*},$ $(b|y\rangle<0\}=\emptyset$ .

と同値であり、

$\{y\in H_{2}|\{\begin{array}{l}A^{*}-I\end{array}\}y\in(C\oplus D)^{*},$ $\langle b|y\rangle<0\}$

$=$ $\{y\in H_{2}|\{\begin{array}{l}A^{*}-I\end{array}\}y\in(C^{*}\oplus D^{*}),$ $(b|y\rangle<0\}$

$=$ $\{y\in H_{2}|A^{*}y\in C^{*}, -y\in D^{*}, \langle b|y\rangle<0\}$

であるので、定理の主張を得る。

系 3(Gale) $b\in H_{2}$ とする。 このとき次の集合のいずれか一方のみ必ず空集合となる。

$X$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{x\in H_{1}|Ax\leqq b, x\geqq 0\}$ ,

$Y$
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\{y\in H_{2}|A^{*}y\geqq 0, y\geqq 0, \langle b|y\rangle<0\}$ .

4 錐計画法における双対定理

以下この節では任意の有形線形写像 $A$ : $H_{1}arrow H_{2}$、凸錐 $C\subseteqq H_{1}$ およひ B\subseteqq H2、そして $c\in H_{1}$ ,
$b\in H_{2}$ を固定して考える。錐計画問題とは

(P) :Maximize $\langle c|x\rangle$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\{$

$b-Ax\in B^{*};$

$x\in C$,
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で表される。 それに対する双対問題とは

(D) :Minimize $\langle b|y\rangle$
$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\{$

A*y–c\in C可
$y\in B$ .

で表される。

定理 6(弱双対定理) $x$ および $y$ がそれぞれ (P) および (D) の実行可能解である (即ち、それぞ

れの拘束条件を満たす) とき、

$\langle c|x\rangle\leqq\langle b|y\rangle$

が成立する。

証明 A: $H_{1}\oplus H_{2}arrow H_{1}\oplus H_{2}$ を行列

A $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=\{\begin{array}{ll}0 A^{*}-A 0\end{array}\}$ .

により定義する。 このとき、 (P) および (D) の拘束条件をまとめて

A $\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}-\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}\in C^{*}\oplus B^{*}$ , $\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}\in C\oplus B$.

と表現できる。 $C^{*}\oplus B^{*}=(C\oplus B)^{*}$ であったので

$\{\mathrm{A}\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}-\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}|\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}\rangle\geqq 0$,

であり

$\{\mathrm{A}\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}|\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}\}=(A^{*}y)^{*}x+(-Ax)^{*}y=\langle y|Ax\rangle-\langle Ax|y\rangle=0$

であるので

$-\{\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}|\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}\}\geqq 0$ .

を得る。即ち、 $\langle c|x\rangle\leqq\langle b|y\rangle$ が示された。

定理 7(相補スラック条件) (P) および (D) の実行可能解をそれぞれ $x$ および $y$ とするとき、

$\{\begin{array}{l}A^{*}y-cb-Ax\end{array}\}\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}=0$

が成立するための必要十分条件は、 $x$ および $y$ がそれぞれ (P) および (D) の最適解となることで
ある。

証明 弱双対定理の証明により明らか。
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定理 8(強双対定理) (P) および (D) のいずれもに実行可能解が存在し、 しがも $H_{1}\oplus H_{2}$ の凸錐

$\Gamma=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\{\{\begin{array}{l}A^{*}y-u-Ax-v\end{array}\}|x\in C,$ $y\in B,$ $\langle b|y\rangle\leqq\langle c|x\rangle,$ $u\in C^{*},$ $v\in B^{*}\}$

が閉集合であるとする。
このとき (P) およひ (D) にそれぞれ最適解 $\overline{x}$ およひ $\overline{y}$ (それぞれの目的関数の最適値を与える

実行可能解) が存在し .

$\langle c|x\rangle=(b|y\rangle$

が成立する。

証明 次の条件を満たすような $\overline{x}$およひ $\overline{y}$ を示せば十分である。

A $[\overline{x\overline{y}}]-\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}\in C^{*}\oplus B^{*}$ ,

$[\overline{x\overline{y}}]\in C\oplus B$,

$\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}[\overline{x\overline{y}}]\geqq 0$ .

最後の条件は $[\overline{x\overline{y}}]\in\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}*$ と書き換えることができることに注意する。 ここで、

$X=\{\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}|$ A $\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}-\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}\in(C\oplus B)^{*}$ , $\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}\in(C\oplus B)\cap\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}*\}$

およひ

$Y=\{$ $\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}|\mathrm{A}^{*}\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}\in(C\oplus B)^{*}+\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}’$ $-\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}\in C\oplus B,$ $\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}<0.\}$

とおく。 $X$ が空ではないことを示せばよいが、定理 5 より、 それには $Y$ が空集合であることを示
せば十分である。そこで、

$\mathrm{A}^{*}\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}\in(C\oplus B)^{*}+\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}+,$ $-\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}\in C\oplus B$

と仮定する。 このとき、 $\lambda\geqq 0$ が存在して

$\mathrm{A}^{*}\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}-\lambda\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}\in C^{*}\oplus B^{*}$

が成立する。 $\mathrm{A}^{*}=-\mathrm{A}$ であったから

A $\{\begin{array}{l}-x-y\end{array}\}-\lambda\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}\in C^{*}\oplus B^{*}$.
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である。 $\lambda>0$ であるとする。 このとき

A $\{\begin{array}{l}-x/\lambda-y/\lambda\end{array}\}-\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}\in C^{*}\oplus B^{*},$ $\{\begin{array}{l}-x/\lambda-y/\lambda\end{array}\}\in C\oplus B$

なので、 $-x/\lambda$ および一 $y/\lambda$ はそれぞれ (P) および (D) の実行可能解であり、

$-\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}\{\begin{array}{l}-x/\lambda-y/\lambda\end{array}\}\geqq 0$

即ち

$\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}\{\begin{array}{l}x/\lambda y/\lambda\end{array}\}\geqq 0$

が言える。 一方 ‘ $\lambda=0$ であるとすると、

A $\{\begin{array}{l}-x-y\end{array}\}\in C^{*}\oplus B^{*},$ $\{\begin{array}{l}-x-y\end{array}\}\in C\oplus B$

である。 仮定より (P) および (D) の実行可能解 $x_{0}$ および $y_{0}$ がそれぞれ存在する。即ち、

A $\{\begin{array}{l}x_{0}y_{0}\end{array}\}-\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}\in C^{*}\oplus B^{*},$ $\{\begin{array}{l}x_{0}y_{0}\end{array}\}\in C\oplus B$

を満たす $x_{0}$ および $y_{0}$ が存在する。 従って、 任意の $\mu>0$ に対して $x_{0}-\mu x$ およひ $y_{0}-\mu y$ もそ

れぞれ (P) および (D) の実行可能解である。定理 4 より

$\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}\{\begin{array}{l}x_{0}-\mu xy_{0}-\mu y\end{array}\}\geqq 0$

でなければならない。 ここで左辺を $\mu$ で割って、 $\mu$ を $\infty$ とすることによって

$-\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}\{\begin{array}{l}-x-y\end{array}\}\geqq 0$

即ち

$\{\begin{array}{l}c-b\end{array}\}\{\begin{array}{l}xy\end{array}\}\geqq 0$

となる。 よって定理が証明された。

上の定理において $\Gamma$ が閉集合であるという条件は、一般には (有限次元の場合においてすら) 凸

錐 $C$ および $D$ が閉集合という条件に置き換えることはできない。 しかしながら、 $C$ および $D$ が

閉多面錐であれば $\Gamma$ は自動的に閉集合となる。

問題 (P) (或いは (D)) に対して、 それが実行可能であるとはその問題が実行可能解を持つとき
を言い、 また非有界であるとはその問題の目的関数を最大 (小) 化する問題であれば、実行可能解

の全体の集合上で目的関数が上 (下) に有界でないことを言う。
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定理 9(基本定理) 定理 5 における凸錐 $\mathrm{r}$ が閉であるという条件に加えて、 $A1\ovalbox{\tt\small REJECT}-C$
. も閉集

合であるとする。 このとき問題 (P) (或いは (D)) が実行可能であれば、最適解を持つか非有界か
のいずれかである。

証明 問題 (P) と (D) の対称性から、 (P) について定理を証明すれば十分である。 いま、 問題 (P)
が実行可能解を持つとする。強双対定理より、問題 (D) が実行可能解を持たないと仮定したときに
(P) が非有界であることを示せば良い。 (D) が実行可能解を持たないので

$X=\{y\in H_{2}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}|A^{*}y-c\in C^{*}, y\in B\}$

は空集合である。従って定理 5 から

$Y=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\{x\in H_{1}|Ax\in B^{*}, -x\in C, \langle c|x\rangle<0\}$

は空集合ではない。従って、 $x_{0}\in H_{1}$ が存在して

$Ax_{0}\in B^{\cdot},$ $-x0\in C,$ $\langle c|x_{0}\rangle<0$ .

を満たす。 $x^{*}$ を (P) の実行可能解とすると、 $x$
.

$-\mu x_{0}$ も (P) の実行可能解となる。何故ならば

$b-A(x^{*}-\mu xo)=b-Ax^{*}+Ax0\in B^{*}$ ,

$x^{*}-\mu x_{0}=x^{*}+\mu(-x_{0})\in C$.

であるからである。一方

$\langle c|x^{*}-\mu x_{0}\rangle=\langle c|x^{*}\rangle-\mu\langle c|x_{0})$ .

であり、 ここで $\muarrow\infty$ とすることによって (P) が非有界であることがわかる。
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