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1 導入

無限次元空間上での測度論を研究するうえで、無限次元という性質上、考えやすい有
限測度、その中でも重要な Gauss測度に注目する。 この Gauss測度は無限次元 Hilbert
空間上ではシリンダー測度であり、\sigma 一加法性を満たしてぃない。 この Gaussシリンダー
測度を測度に拡張するための条件として、 Gross が可測ノルムという概念を導入した。
その後に、 Dudley-Feldman-LeCam らが、 一般のシリンダー測度を測度に拡張するた
めの必要十分条件として、別の可測ノルムの概念を導入した。 この二っの可測ノルム
の条件は、Gaussシリンダー測度に関しては同値であることは示されてぃる。 この同値
性は、 Gauss シリンダー測度のもっ回転不変な性質を利用して証明できるので、回転
不変シリンダー測度、 回転準不変シリンダー測度につぃても、 これらが同値であるこ
とが示される。 また、 Gauss シリンダー測度に関して可測なノルム $||\cdot||$ に対して、必

ず、 $\sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}||^{2}<+\infty$ となる完全正規直交基底 $\{e_{n}\}$ が存在するのがという Conjecture

がある。 Gauss シリンダー測度に関して可測となる代表的な Hilbert-Shmidt operator
を使ったノルムでは、すべての完全正規直交基底 $\{e_{n}\}$ に対して、 $\sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}||^{2}<+\infty$ と

なるのであるが、一方 Goo市 an により、Gauss シリンダー測度に関して可測なノルム
でも、 $\sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}||^{2}=+\infty$ となる正規直交基底 {ら} が存在するようなノルムの例もあげ

られている。今回は、 この Goo市 an の example を中心に調べてみた。 また、前回、具
体的にシリンダー測度とノルムを構成して、上の二っの可測ノルムとそれらの類似し
た条件との関係について調べたが、 それに関して新たに分かったことも追加としてこ
こに紹介する。

2 準備

この論文では、 $X$ を Banach 空間、 X’を $X$ の位相的双対空間とし、 $(\cdot, \cdot)$ を $X’$ と $X$

の natural pairing とする。 また、 $B(X)$ を $X$上の Borel $\sigma$-algebra とする。 $H$ を実可
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分 Hilbert 空間、 $<.,$ $\cdot>$を $H$ 上の内積、 $FD(H)$ を $H$ の有限次元部分空間全体、 $F$ を

$H$ 上の有限次元部分空間への直交射影の全体とする。 また、 $I$ で恒等写像を表すこと

にする。
$Z$ が、 $\xi_{1},$ $\xi_{2},$

$\ldots,$
$\xi_{n}\in X’,$ $D\in B(R^{n})$ に対して、次のように表されるとき、シリンダー

集合という。

$Z=\{x\in X;((\xi_{1}, x), (\xi_{2}, x), \ldots, (\xi_{n}, x))\in D\}$

$\xi_{1},$ $\xi_{2},$

$\ldots,$
$\mathrm{a}$を固定したときのシリンダー集合全体 $\mathcal{R}_{\xi_{1},\xi_{2},\ldots,\xi_{n}}$ は $\sigma$-algebra になるが、

シリンダー集合全体 $\mathcal{R}$ は $\sigma$-algebra になるとは限らない。
また、 Hilbert 空間上のシリンダー集合は、直交射影を使って次のように表すことが

できる。

$Z=\{x\in H;Px\in F\}$ $(P\in \mathcal{F}, F\in B(PH))$

上に述べたシリンダー集合の上にシリンダー測度を定義する。

定義 2.1(シリンダー測度) $\mathcal{R}$ 上に定義された関数 \mu が次の条件を満たすとき、 シリ

ンダー測度であるという。
(i) $\mu$ : $\mathcal{R}arrow[0,1]$

(\"u) \mu の $\mathcal{R}_{\xi_{1},\xi_{2},\ldots,\xi_{n}}$への制限は確率測度

さらに、 Hilbert 空間上で重要な役割を果たす Gauss シリンダー測度を定義する。

定義 22(Gauss シリンダー測度) 集合関数 $\gamma_{t}$ : $\mathcal{R}arrow[0,1]$ が次のような形で表され
るとき、 パラメータ $t$ の Gauss シリンダー測度であるという。 ここで、 $0<t<\infty$ と

する。

$\underline{|x|^{2}}$

$\gamma_{t}(Z)=(\frac{1}{\sqrt{2\pi t}})n\int_{F}e^{-}2tdx$

ただし、 $Z=\{x\in H;Px\in F\}_{\text{、}}n=\dim PH_{\text{、}}dx$ [ま $PH$ 上の Lebesgue測度とする。

注意 1 $t=1$ のとき、 $\gamma_{1}(Z)$ は標準的 Gauss シリンダー測度とよばれ、通常、 単に $\gamma$ と

表す。

次に、 可測ノルムの定義をする。

定義 23(Gross の可測 $\text{ノ}$ ルム) 任意の\epsilon $>0$ に対して、 ある $P_{0}\in \mathcal{F}$が存在して、
$P[perp] P_{0}$となるどんな $P\in \mathcal{F}$ に対しても、
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$\mu(\{x\in H;||Px||>\epsilon\})<\epsilon$

が成り立つとき、 $||\cdot||\mathfrak{l}\mathrm{h}\mu$-可測 (Gross) であるという。

上の定義は次のように書きかえることができる。

ト $||$ は $\mu-$可測 (Groes)

�$\Leftrightarrow$}

任意の\epsilon $>0$ に対して、 ある $G\in FD(H)$ が存在して、 $F[perp] G$ となるどんな $F\in$

$FD(H)$ に対しても、

$\mu(\{N_{e}\cap F+F^{[perp]}\})\geq 1-\epsilon$

ただし、 $N_{e}=\{x\in H;||x||\leq\epsilon\}$ , F�は $F$ の直交補空間とする。

無限次元 Hilbert空間上では、Gauss シリンダー測度\gamma は可算加法的測度ではない。そ
こで、 初めの位相よりも弱い位相を導入する新しレソルムを考え、これに関する完備
化空間の中ではじめの空間上のシリンダー測度を埋め込み写像にょる像測度として考
える。 これが可算加法的となるための十分条件を求めたのが、 L.Gross である。

Grossが可測ノルムを定義した後、Dudley-Fel山 nan-L $\alpha$amが別の可測ノルムを定義
した。 この可測ノルムはシリンダー測度を可算加法的測度に拡張するための必要十分
条件となるものである。

定義 2.4(D.F.L の可測ノルム) 任意の\epsilon $>0$ に対して、 ある $G\in FD(H)$ が存在し
て、 $F[perp] G$ となるどんな $F\in FD(H)$ に対しても、

$\mu(\{x\in H;||x-F^{[perp]}||<\epsilon\})\geq 1-\epsilon$

が成り立つとき、 $||\cdot||$ は $\mu-$可測 (D.F.L) であるという。

上の定義も次のように書きかえることができる。

$||\cdot||$ は $\mu-$可測 (D.F.L)

�$\Leftrightarrow$}

任意の\epsilon $>0$ に対して、 ある $G\in FD(H)$ が存在して、 $F[perp] G$ となるどんな $F\in$

$FD(H)$ に対しても、

$\mu(\{P_{F}(N_{e})+F^{[perp]}\})\geq 1-\epsilon$
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ただし、 $P_{F}$は $H$ から $F$への直交射影とする。

したがって、 2つの可測ノルムの条件を比較すると、D.F.L の可測ノルムの条件より
も Gross の可測ノルムの条件の方が強い条件であることが分かる。

次に、Gross の可測ノルムの条件、D.F.L の可測ノルムの条件を取り囲む条件とその
関係を紹介する。

定理 25 $H$ を実可分ヒルベルト空間、 \mu を $H$上のシリンダー測度、 $||\cdot||$ を $H$上で定義
された連続なノルム、 $B$ を $||\cdot||$ に関する $H$ の完備化とする。 このとき、 次の (i) から
(vi) {こ対して、 $(i)\Rightarrow(ii)\Rightarrow(iii)\Rightarrow(iv)\Rightarrow(v)\Leftrightarrow(vi)$ が成り立つ。
(i) Eこ強収束する $F$の任意の増加列 Pnが、 任意の\epsilon $>0$ に対して、

$\lim\mu(\{x\in H;||P_{n}x-P_{m}x||>\epsilon\})=0$
$n,marrow\infty$

を満たす。

(ii) $||\cdot||$ は $\mu-$可損$|$」 (Gross) である。

(iii) $I$ に強収束する増加列 $P_{n}\in F$ で、 任意の\epsilon $>0$ に対して、

$\lim_{n,marrow\infty}\mu(\{x\in H;||P_{n}x-P_{m}x||>\epsilon\})=0$

を満たすものが存在する。

(iv) $I$ に強収束する増加列 $P_{n}\in F$ で、

$\lim_{Narrow\infty}\lim_{narrow\infty}\mu(\{x\in H;\sup_{1\leq k\leq n}||P_{k}x||>N\})=0$

を満たすものが存在する。

(v) $||\cdot||$ は $\mu-$可測 $(D.F.L)$ である。

(vi) $i(\mu)$ は測度に拡張できる。
ただし、 Hま $H$ から $B$ への埋め込み写像で、 $i(\mu)=\mu\circ i^{-1}$ とする。

3 シリンダー測度の回転
ここでは、 Gauss シリンダー測度を含み、 その 1 っの特性である回転不変性をもっ

シリンダー測度の全体、 さらに、 これを一般化した回転準不変シリンダー測度等の定
義をする。

定義 3.1(回転不変シリンダー測度) \mu を $H$ 上のシリンダー測度とする。 $U$ を $H$ 上の

ユニタリ作用素の全体とする。
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$\mu(C)=\mu(u(C))$ $(u\in U, C\in \mathcal{R}_{H})$

が常に成り立つとき、 \mu を回転不変シリンダー測度という。
ただし、 $\mathcal{R}_{H}$を $H$上のシリンダー集合全体とする。

定義 3.2(回転準不変シリンダー測度) 任意の\epsilon $>0$に対して、ある $\delta>0$ で、 $\mu(C)<\delta$

$\Rightarrow\mu(u(C))<\epsilon(u\in U, C\in \mathcal{R}_{H})$ を満たすようなものが存在するとき、 $H$上のシリン

ダー測度\mu は回転準不変シリンダー測度であるという。

ここで、 シリンダー的に絶対連続であるという定義をする。

定義 3.3 $\mu$ と \mbox{\boldmath $\nu$}を $H$上シリンダー測度とする。任意の\epsilon $>0$ に対して、次のようなもの

を満たす\mbox{\boldmath $\delta$} $>0$ が存在するとき、 \mbox{\boldmath $\nu$}が\mu に対してシリンダー的に絶対連続であるという。

$\mu(C)<\delta\Rightarrow\nu(C)<\epsilon(C\in \mathcal{R}_{H})$

さらに、 \mbox{\boldmath $\nu$}が\mu に対してシリンダー的に絶対連続であるとき、 $\nu\ll_{\mathrm{c}}\mu$と表す。 $\nu<<_{\mathrm{c}}\mu$

かつ $\mu\ll_{\mathrm{c}}$ \mbox{\boldmath $\nu$}であるとき、 $\mu$ と\mbox{\boldmath $\nu$}がシリンダー的に同値であるといい、
$\nu\sim_{\mathrm{c}}\mu$と表す。

上で述べた回転不変なシリンダー測度は、次のように表すことができる。
\mu が $H$上回転不変シリンダー測度であるとは、 $[0, \infty)$上の確率測度 $\sigma_{\mu}$が存在して、$\mu(A)=$

$\int_{0}^{\infty}\gamma_{t}(A)d\sigma_{\mu}(t)$ となることである。 ここで\gamma 0 $=\delta_{0}$ とする。

また、 回転準不変シリンダー測度も次のように表すことができる。

\mu が $H$上回転準不変シリンダー測度であるとは、 $\mu\sim_{\mathrm{c}}$ \lambda を満たす $H$上回転不変シリン
ダー測度\lambda が存在することである。

回転不変シリンダー測度\mu の回転によるある種の平均化をすることによって得られる
\lambda は、 $\mu$と一致するが、 回転準不変シリンダー測度の場合、 \lambda は $\mu$と異なる。 この\lambda の構
成については、Maeda([10]) を参照。

次に、回転不変シリンダー測度、回転準不変シリンダー測度と定理 25 の条件との関
係を紹介する。

定理 3.4 \mu を $H$上の回転準不変シリンダー測度とする。 このとき、定理 31 の $(i)\sim(vi)$

はすべて同値である。

系 1\mu を $H$上の回転不変シリンダー測度とすると、定理 3.1 の $(i)\sim(vi)$ はすべて同値
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4\gamma -可測とノルムの関係
今までは、 シリンダー測度に条件をつけて定理の条件 (i) から (vi) を考えてきた。 回

転準不変シリンダー測度 (回転不変シリンダー測度、 Gauss シリンダー測度) に対して
は、 (i) から (vi) の条件がすべて同値になることは示されている。 これらの条件は、 シ

リンダー測度の性質だけでなくノルムの性質とも深くかかわっている。そこで、今回
はノルムの条件に着目してみた。

まず、 ノルムを次のように定義する。

$||X||_{HS}=$ $X=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}, \ldots)\in\ell^{2}$

この $||\cdot||_{HS}$は $\gamma-$可測となる代表的なノルムであり、 Hilbert-schmidt operator を使った
ノルムであることから、次のことが簡単に示される。

定理 4.1 $||\cdot||_{HS}$については、すべての正規直交基底 $\{e_{n}\}$ に対して、 $\sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}||_{HS}^{2}<\infty$

となり、 一定の値をとる。

$\gamma$-可測となるノルム [こついては、すべての $\{e_{n}\}$ [こついて、 $\sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}||^{2}<\infty$ となるので

はないかと考えられていたが、Goodman により、 ある正規直交基底 $\{e_{n}\}$ に対しては、

$\sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}||^{2}=\infty$ となる $\gamma$-可測なノルムが存在することが示された。ここでは、Goodman

のノルムを少し一般化してまとめ、 さらに独自の証明を紹介する。

定理 42 $(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}, \ldots)\in\ell^{2}1_{\check{\mathrm{c}}}$対して、 $||(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}, \ldots)||_{G(h)}=\sup_{n}n^{-h}|x_{n}|$

とすると、
$h \geq\frac{1}{2}$のとき、 $||(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}, \ldots)||_{G(h)}$ は、 \gamma 一可測となる。

$h> \frac{1}{2}$のとき、 $\sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}||_{G(h)}^{2}<\infty$ となる。

$h= \frac{1}{2}$のとき、 $||e_{n}||_{G(h)}= \frac{1}{\sqrt{n}}$となり、 $\sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}||_{G(h)}^{2}=\infty$ となる。

証明 $||(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}, \ldots)||_{G(\frac{1}{2})}$ が、 \gamma 一可測となることを示せば十分である。

まず、 $\int_{-k}^{k}\frac{1}{\sqrt{2\pi},2}e^{-\frac{x^{2}}{2}}dx>\sqrt{1-e^{-\frac{k^{2}}{2}}}$ であることを示す。

$( \int_{0}^{k}e^{-\frac{x^{2}}{2}}dx)=\int_{0}^{k}\int_{0}^{k}e^{-^{x_{\tilde{2}}^{22}}}dxdy+$

$x=r\cos\theta$ $y=r\sin\theta$とおくと、
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$( \int_{0}^{k}e^{-\frac{2}{2}}.dx)>\int_{0}^{\frac{\pi}{2}}\int_{0}^{k}e^{-\frac{r^{2}}{2}}rdrd\theta=\int_{0}^{\frac{\pi}{2}}2\int_{0}^{k^{2}}\frac{1}{2}e^{-\frac{t}{2}}dtd\theta=\int_{0}^{\frac{\pi}{2}}[e^{-\frac{t}{2}}]_{0}^{k^{2}}d\theta$

$= \int_{0}^{\pi}\not\supset(-e^{-\frac{k^{2}}{2}}+1)d\theta=\frac{\pi}{2}(1-e^{-\frac{k^{2}}{2}})$

よって、

$\int_{0}^{k}e^{-\frac{x^{2}}{2}}$血 $> \frac{\sqrt{\pi}}{\sqrt{2}}\sqrt{1-e^{-\frac{k^{2}}{2}}}$

となり、

$\int_{-k}^{k}\frac{1}{\sqrt{2\pi}}$ 。-譬血 $= \frac{2}{\sqrt{2\pi}}\int_{0}^{k}$ e-譬血’ $\frac{2}{\sqrt{2\pi}}\frac{\sqrt{\pi}}{\sqrt{2}}\sqrt{1-e^{-\frac{k^{2}}{2}}}=\sqrt{1-e^{-\frac{k^{2}}{2}}}$

$\sum_{k=1}^{n}e^{-\frac{k}{2}}=\sum_{k=1}^{n}(\frac{1}{\sqrt{e}})k=\frac{1-(\frac{1}{\sqrt{e}})n}{\sqrt{e}-1}$

より、 $\sum_{k=1}^{\infty}e^{-\frac{k}{2}}$が収束し、 $\prod_{k=1}^{\infty}\sqrt{1-e^{-\frac{k}{2}}}$ も収束する。

.また、 $\prod_{k=1}^{N}\int_{-\sqrt{k}}^{\sqrt{k}}\frac{1}{\sqrt{2\pi}}e^{-\frac{*^{2}}{2}}$血は単調減少列で下に有界であることから、

$\prod_{k=1}^{\infty}\int_{-\sqrt{k}}^{\sqrt{k}}\frac{1}{\sqrt{2\pi}}e^{-\mathrm{T}}dx$ も収束する。

よって、

$\forall\epsilon>0,$ $\exists N$

. ’ $n>m>N$ [こ対して、 $| \prod_{k=m+1}^{n}\int_{-\sqrt{k}}^{\sqrt{k}}\frac{1}{\sqrt{2\pi}}e^{-\frac{x^{2}}{2}}dx-1|<\epsilon$

ゆえに、
$\forall\epsilon>0,$ $\exists N,$ $n>m>N$ に対して、
$\gamma(\{x\in\ell^{2};||P_{n}x-P_{m}x||_{G(_{5}^{1})}\leq\epsilon\})\geq\gamma(\{x\in\ell^{2};|x_{k}|\leq\epsilon\sqrt{k}, k=m+1, \ldots, n\})$

$= \prod_{k=m+1}^{n}\int_{-\mathrm{g}\sqrt{k}}^{\mathrm{g}\sqrt{k}}\frac{1}{\sqrt{2\pi}}$ e。お’ $1-\epsilon$

口

ここで、 Conjecture をーっ紹介する。
Conjecture (Kuo)

$||\cdot||$ が $\gamma-$可測ならば、 $\sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}||^{2}<+\infty$ となる {ら} が存在するのが ?

上に述べた Conjectureの直接的な答えではないが、次のようなノルムに対して得ら
れた結果を紹介する。
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まず、 $\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n},\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{x},\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g},\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{d}$ な集合 $U$ を次のように定義する。 $\{\beta_{n}\}$ は正の実

数列で単調増加で、$\beta_{n}arrow\infty(narrow\infty)$ とする。 $\Gamma$を $\{\pm\beta_{n}(e_{1}+e_{2}+\ldots+e_{n});n=1,2, \ldots\}$

の convex hull とし、 $B$ を \ell 2上の開単位球とし、 $U=\Gamma+B$ とする。 このとき、 $U$ の

gauge として、 $||\cdot||_{1}$ を定義する。

このように定義したノルム $||\cdot||$ については、 $\{\beta_{n}\}$ のとり方によってはある正規直交

基底 $\{e_{n}\}$ に対して、 $\sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}||_{1}^{2}<\infty$ となることが示せる。 以下にそれを述べる。

$\beta_{1}e_{1}\in\Gamma_{1}$ なので、 $||e_{1}||_{1} \leq\frac{1}{\beta_{1}}$

$\beta_{2}(e_{1}+e_{2})\in\Gamma_{1},$ $-\beta_{1}e_{1}\in\Gamma_{1}$ , $\frac{\beta_{1}}{\beta_{1}+\beta_{2}}+\frac{\beta_{2}}{\beta_{1}+\beta_{2}}=1$ なので、

$\frac{\beta_{1}}{\beta_{1}+\beta_{2}}\beta_{2}(e_{1}+e_{2})+\frac{\beta_{2}}{\beta_{1}+\beta_{2}}(-\beta_{1}e_{1})\in\Gamma_{1}$

よって、 $\frac{\beta_{1}\beta_{2}}{\beta_{1}+\beta_{2}}$ e2 $\in\Gamma_{1}$ となり、 $||e_{2}||_{1} \leq\frac{\beta_{1}+\beta_{2}}{\beta_{1}\beta_{2}}$

同様に、

$-\beta_{n-1}(e_{1}+\ldots+e_{n-1})\in\Gamma_{1},$ $\beta_{n}(e_{1}+\ldots+e_{n-1}+e_{n})\in\Gamma_{1}$ , $\frac{\beta_{n-1}}{\beta_{n-1}+\beta_{n}}+\frac{\beta_{n}}{\beta_{n-1}+\beta_{n}}=1$

より、

$\frac{\beta_{n-1}}{\beta_{n-1}+\beta_{n}}(e_{1}+\ldots+e_{n})+\frac{\beta_{n}}{\beta_{n-1}+\beta_{n}}(e_{1}+\ldots+e_{n-1})\in\Gamma_{1}$

よって、 $||e_{n}||_{1} \leq\frac{\beta_{n-1}+\beta_{n}}{\beta_{n-1}\beta_{n}},$ $||e_{n}||_{1}^{2} \leq\frac{1}{\beta_{n}^{2}}+\frac{2}{\beta_{n-1}\beta_{n}}+\frac{1}{\beta_{n-1^{2}}}$

$\{\beta_{n}\}arrow\infty$ なので、 $\sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}||_{1}^{2}<\infty$ となるよう [こ $\{\beta_{n}\}$ がとれること [ま、 これで明らか

である。

上の conjecture であるように、 \gamma -可測と n\Sigma \infty$=1||e_{n}||^{2}<\infty$ という条件は深く結ひつい

ているように思われる。 しかし、 $||\cdot||_{1}$が\gamma 一可測でないとすれば、 $\sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}||^{2}<\infty$ の条

件が\gamma 一可測と無関係であることを示す一つの例になると思ったのであるが、 現時点で
は、 $||\cdot||_{1}$に関しては $\gamma-$可測かどうかは、 まだ分かっていない。

5\ell 2空間上の例
ここでは、前回の未解決であった箇所で、新たに得られた結果を紹介する。 まず、そ

のために必要な用語を説明する。

$(\ell^{2})^{*}$を弱位相 $\sigma((\ell^{2})^{*}, \ell^{2})$ をもった $\ell^{2}$の代数的双対空間とし、I を $\{e_{n}\}_{n=1,2},\ldots$を含む $\ell^{2}$の

21



代数的基とする。ただし、 $e_{n}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $(0, 0, \ldots, 0, \mathrm{i}, 0, \ldots)$ とする。 $(\cdot, )$ を ($\ell Y$ と $\ovalbox{\tt\small REJECT}$の natural
p脂 $\mathrm{i}\mathrm{u}\mathrm{g}$ とする。 $n$番目

シリンダー測度を次のように定義する。
(\ell 2Y上に次のような $b$ をとり、 これに対し、Dirac測度 $\delta_{b}$を考える。それから導入され
る \ell 2上のシリンダー測度を $\mu_{b}$とする。

$b\in(\ell^{2})^{*}\mathrm{s}.\mathrm{t}(a, e_{n})=n,$ $n=1,2,$ $\ldots$
$(a,e_{\alpha})=0,$ $e_{\alpha}\in \mathrm{I}\backslash \{e_{n}\}_{n=1,2},\ldots$

$\mu_{b}(\{x\in\ell^{2};(<x,\xi_{1}>, <x,\xi_{2}>, \ldots, <x,\xi_{m}>)\in D\})$

$=\delta_{b}(\{x\in(\ell^{2})^{*};((x,\xi_{1}), (x,\xi_{2}), \ldots, (x,\xi_{m}))\in D\})$

ただし、 $\xi_{1},$ $\xi_{2},$ $\ldots,\xi_{m}\in\ell^{2}$ , $D\in B(R^{m})$ とする。

また、 ノルムを次のように定義する。

$||\cdot||_{4}=$ $(x_{1},x_{2}, \ldots, x_{n}, \ldots)\in\ell^{2}$

定理 5.1 $||\cdot||_{4}$は $\mu_{b}$一可測 (D.F.L) ではない。

証明 次の条件を満たすような\epsilon 0 $>0$ が存在することを示せばよい。

任意の $G\in FD(\ell^{2})$ に対して、 $\mu_{b}(P_{F}(N_{e_{0}})+F^{[perp]})<1-\epsilon_{0}$ を満たす $G$ と直交する
$F\in FD(\ell^{2})$ が存在する。

任意の $G\in FD(\ell^{2})$ に対して、 $\{\xi^{j}\}_{1,2,\ldots,n}$を $G$ の正規直交基底とすると、 $\xi^{j}=.\cdot\sum_{=1}^{\infty}\alpha.!.e$:

, $\alpha_{i}^{j}\in R,$ $j=1,2,$ $\ldots,$ $n,$ $n=1,2,$ $\ldots$ と表される。
次のような階数 $n$ の行列がとれる。

$A=(\begin{array}{lll}\alpha_{1}^{1} \alpha_{n}^{1} \alpha_{n+m}^{1}\vdots \vdots \vdots\alpha_{1}^{n} \alpha_{n}^{n} \alpha_{n+m}^{n}\end{array})$
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$N>n+m$ に対して、

$A\{$

$\backslash$

$x_{1}$

.$\cdot$

.

$x_{n}$

.$\cdot$

.

$x_{n+m}/$

$=(\begin{array}{l}-\alpha_{N}^{1}\vdots-\alpha_{N}^{n}\end{array})$ . . . $(*)$

は Rn+m上で解をもつ。
$\xi^{j}\in\ell^{2}$なので、 $\lim_{iarrow\infty}\alpha_{i}^{j}=0(j=1,2, \ldots, n)$ となるので、 任意の\mbox{\boldmath $\delta$} $>0$ {こ対して、 $(*)$

の解 $x_{1}=\eta_{1},$ $\ldots$ , xn+m=\eta n+mが、 $1\leq i\leq n+m\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}|\eta_{i}|<\delta$
を満たすように $N$ をとることが

できる。 $\tau=\eta_{1}e_{1}+\ldots+\eta_{n+m}e_{n+m}$ 十 $e_{N}$ とすると、 $<\tau,$ $\xi^{j}>=0(j=1,2, \ldots, n)$ と

なる。 $F$ を\mbox{\boldmath $\tau$}によって生成される $\ell^{2}$の 1 次元部分空間とすると、明らかに、 $F$ は $G$ と直

交する。
$\phi=\frac{\tau}{||\tau||}$

$(||\cdot||[]\mathrm{h}\ell^{2}\sigma)\text{ノ}J\mathrm{s}\text{ム})$
$\text{と}$ する 2.

$(b, \phi)=(b, \tau)/||\tau||$

$=(\eta_{1}+2\eta_{2}+\ldots+(n+m)\eta_{n+m}+N)/||\tau||$

\mu bは、 $F$上で Dirac測度 $\delta_{(b,\phi)\phi}$となるので、 $(b, \phi)\phi\not\in P_{F}(N_{\epsilon_{0}})$ であることを示せばよい。
$(b, \phi)\phi\in P_{F}(N_{\epsilon_{\mathrm{O}}})$ として矛盾を導く。

$\delta<\frac{1}{(n+m)^{2}}$ とする。

$(b, \phi)\phi\in P_{F}(N_{\epsilon 0})$ とすると、 $P_{F}x=(b, \phi)\phi$となる x\in N\epsilon 。が存在する。
ところで、 $x\in N_{\epsilon_{0}}$に対して、

$|\eta_{1}||<x,$ $e_{1}>|<\delta\epsilon_{0}$ ’.

$|\eta_{2}||<x,$ $e_{2}>|<2\delta\epsilon_{0}$

.$\cdot$

.

$|\eta_{n+m}||<x,$ $e_{n+m}>|<(n+m)\delta\epsilon_{0}$

$|<x,$ $e_{N}>|<N\epsilon_{0}$

となるので、
$|<\tau,$ $x>|$

$=|\eta_{1}<x,$ $e_{1}>+\ldots+\eta_{n+m}<x,$ $e_{n+m}>+<x,$ $e_{N}>|$

\leq |\eta 往 $<x,$ $e_{1}>|+\ldots+|\eta_{n+m}||<x,$ $e_{n+m}>|+|<x,$ $e_{n}>|$

$<\epsilon_{0}+\epsilon_{0}N$

$=(1+N)\epsilon_{0}$

また、
$|<\tau,$ $x>|$

$=|\eta_{1}+2\eta_{2}+\ldots$ +(n+m)\eta n+。$+N|$

$\geq N-|\eta_{1}|-2|\eta_{2}|-\ldots-(n+m)|\eta_{n+m}|$
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$>N-\{1+2+\ldots+(n+m)\}\delta$
1 $n+m+1$$>N--$2 $n+m$

$>N-[]$

$\epsilon_{0}=\frac{1}{2}$ とすると、矛盾する。 口
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