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1. 緒言

Fuzzy 集合の概念は, Zadeh [13] により提唱され, 人間の主観的判断や主観的評価が不可避
に内蔵する曖昧さに着目し, 精緻な理論的枠内で扱えるようこれを数学的に定量化し, 定義し
たものである. 以来, 種々の分野で様々な fuzzy 概念が生まれ, 議論がなされてきた.
なかでも, Dubois と Prade [4] により導入された fuzzy 数の概念は, 曖昧さを許容したシス

テムの記述を可能にし, より柔軟な意志決定や政策立案を実現するのに適してぃる. 実際, こ
の応用の 1 つとして最適化問題への利用が考えられ, 形式的には次のような fuzzy 最適化問題
を起こした:

$F$ をある集合 $C$ で定義された fuzzy 数に値をとる写像とする. このとき, 全
ての $x\in C$ に対し, $F(x_{0})\preceq F(x)$ を満たす $x0\in C$ を求めよ.

ただし, $\preceq$ は fuzzy 数間の半順序関係 (次節を参照) を表す.
Dubois-Prade [5] を初め, $\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{l}\mathrm{k}-\dot{\mathrm{R}}\acute{1}\mathrm{m}\acute{\mathrm{a}}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{k}[9]$, Campos-Verdegay [3], Ramlk-Rommelfanger

$[10, 11]$ などでは, 主として線形計画問題からの類推で (第 5 節を参照) 上の問題が議論され
た. これとは別に, Nanda-Kar [7] などでは, fuzzy 数に値をとる写像に対して凸性が定義され,
凸解析の立場から上の問題を考察した.
本稿では, fuzzy 数に値をとる写像 $F$ に関して, $F$の凸性と最小化問題とを, 高橋と著者が [1]

において示した結果をもとに議論する. 初めに線形空間において, $F$ が凸であるための必要十
分条件を述べ, その特徴付けを与える. 次に線形位相空間において, compact な凸集合で定義
された $F$ に対して最小値定理を述べる. これは上の問題の解の存在に関連した定理である.

2. 準備

以下では, 全ての線形空間は real であるとし, $\mathrm{R}$ は実数空間を表すものとする. また $C,$ $D$

が線形位相空間の部分集合であるとき, $C+D=\{c+d:c\in C, d\in D\}$ と定め, 任意の $\lambda\in \mathrm{R}$

対し, $\lambda C=\{\lambda c:c\in C\}$ と定める. さらに $\mathrm{c}1C$ は $C$ の閉包を表すものとする.
$X$ を空でない集合とする. このとき, $X$ における fuzzy 集合とは, $X$ から $[0, 1]$ への関数で

ある.
$A$ を $\mathrm{R}$ における fuzzy 集合する. このとき, 各 $r\in[0,1]$ に対し, $A$ の $r$-level 集合を $A_{r}$ で

表し, 次のように定義する:

$\{$

$A_{r}=\{x\in \mathrm{R}:A(x)\geq r\}$ , $\forall r\in(0,1]$ ,
$A_{0}=\mathrm{c}1\{x\in \mathrm{R}$ : $A(x)>0\}$ , $r=0$.

このとき, $A$ が凸であるとは, 全ての $r\in(0,1]$ に対し, $A_{r}$ が凸であるときと定める.
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$A,$ $B$ を $\mathrm{R}$ における fuzzy 集合とし, $\lambda C\mathrm{R}$ とする. このとき, 2 項演算 $A\oplus B$ と $\lambda A$ を次
のように定める $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$(A \oplus B)(z)=\sup_{z=x+y,x,y\in \mathrm{R}}\min(A(x),$ $B(y))(\forall z\in \mathrm{R})$ ,

$( \lambda A)(z)=\sup_{z=xy,x,y\in \mathrm{R}}\min(1\{\lambda\}(x),$
$A(y))(\forall z\in \mathrm{R})$ .

このとき, 任意の $r\in[0,1]$ に対し, $[A\oplus B]_{r}$ および $[\lambda A]_{r}$ で $A\oplus B$ と $\lambda A$ の $r$-level 集合をそ
れぞれ表すことにする. $A\oplus B$ については次のことが成り立つ ([8]):

事実 1. $A$ と $B$ が凸ならば, $A\oplus B$ も凸である.

$A$ を $\mathrm{R}$ における fuzzy 集合とする. このとき, $A$ が fuzzy 数であるとは, 以下の条件を満
たすときをいう ([4, 6]):

(1) $A$ が凸 ;
(2) $A(m)=1$ を満たす $m\in \mathrm{R}$ が唯 1 つ存在する;
(3) $A_{0}$ が $\mathrm{R}$ の有界集合である.

以下では, $F$ は fuzzy 数全体からなる集合を表すことにする. このとき, 任意の $\lambda\in \mathrm{R}$ に対

し, $1\{\lambda\}\in \mathcal{F}$ である. だだし, $1_{E}$ は集合 ($E$ の特性関数を表す. また, 次が成り立つことに注意
する:

事実 $|2$ . 全ての $A|\in \mathcal{F}$ に対し, $A_{0}$ は $\mathrm{R}$ の compact な凸集合であり, 各 $A,$ $B\in F$ に対し,
$A\oplus B\in \mathcal{F}.$

. さらに, 任意の $A\in F$ と任意の $\lambda\in \mathrm{R}$ に対し, $[\lambda A]_{r}=\lambda A_{r}(\forall r\in[0,1])$ であ

り, 従って $\lambda A\in F$ である.

$A,$ $B\in F$ とする. このとき, $A$ と $B$ の半順序関係 $\preceq$ を次のように定義する ([9]):

$A\preceq B\Leftrightarrow$ 全ての $r\in[0,1]$ . に対し, $\sup A_{r}\leq\sup B_{r}$ かつ $\inf A_{r}\leq\inf B_{r}$ .

$A\in F$ とし, $\lambda\in \mathrm{R}$ とする. 表現の便宜上, 以下では $A\preceq 1_{\{\lambda\}}$ および $A\oplus 1_{\{\lambda\}}$ をそれぞれ
$A\preceq\lambda$ および $A\oplus\lambda$ と書くことにする.

$C$ を線形空間の凸集合とし, $f$ を $C$ 上の実数値関数とする. このとき, $f$ が凸であるとは, 任
意の $x,$ $y\in C$ と任意の $\lambda\in(0,1)$ に対し,

$f(\lambda x+(1-\lambda)y)\leq\lambda f(x)+(1-\lambda)f(y)$

が常に成り立つときをいう. また, $f$ が凹であるとは一 $f$ が凸であるときをいう. さらに $f$ が

quasi-concave であるとは, 任意の $c\in \mathrm{R}$ に対し, 集合 $\{x\in C:f(x)\geq c\}$ が $C$ の凸集合で

あるときと定める. $C,$ $I$ をある集合とし, $\varphi$ を $C\cross I$ 上の実数値関数とする. このとき, $\varphi$ が第

2 変数に関し concavelike であるとは, 任意の $y_{1},$ $y_{2}\in I$ と任意の $\lambda\in(0,1)$ に対し, $y_{0}\in I$

が存在して, 全ての $x\in C$ に対し,

$\varphi(x, y_{0})\geq\lambda\varphi(x, y_{1})+(1-\lambda)\varphi(x, y_{2})$

を満たすときをいう.
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3. FUZZY 数値写像の凸性

$X$ を空でない集合とする. このとき, $X$ から $F$への写像, すなわち $X$ で定義され, fuzzy
数に値をとる写像を $X$ 上の fuzzy 数値写像という. $C$ を線形空間の凸集合とし, $F$ を $C$上の

fuzzy 数値写像とする. このとき, $F$ が凸であるとは, 任意の $x,$ $y\in C$ と任意の $\lambda\in(0,1)$ に

対し,
$F(\lambda x+(1-\lambda)y)\preceq\lambda F(x)\oplus(1-\lambda)F(y)$

が常に成り立つときをいう.
この節では, fuzzy. 数値写像の凸性を, 高橋と著者が [1] で示した結果を取り上げながら議論

する. 簡潔を期して, 定理等は述べるだけにとどめ, 証明は [1] を参照していただきたい.
まず, 次の補助定理を用意する.

補助定理 31([1]). 任意の $A\in \mathcal{F}$ に対し,

$\lim_{rarrow+0}\sup A_{r}=\sup A_{0},\lim_{rarrow+0}\inf A_{r}=\inf A_{0}$ .

補助定理 32([1]). 任意の $A\in \mathcal{F}$ と任意の $r\in(0,1]$ , に対し,

$\lim_{\deltaarrow r-0}A_{\delta}=\inf_{\delta<r}\sup A\delta=\sup A_{r},\lim_{\deltaarrow r-0}A_{\delta}=\sup\inf A_{\delta}=\inf A_{r}$.
$\delta<r$

補助定理 3.1 と補助定理 32 とを用いると, 次の補助定理が得られる.

補助定理 33([1]). 任意の $A,$ $B\in F$ と任意の $r\in[0,1]$ &こ対し,

$\sup[A\oplus B]_{r}=\sup A_{r}+\sup B_{r},$ $\inf[A\oplus B]_{r}=\inf A_{r}+\inf B_{r}$ .
$F$ をある集合 $X$ 上の fuzzy 数値写像とする. 以下では, 任意の $r\in[0,1]$ に対し, $f_{r}^{F}$ および

$g_{r}^{F}$ は, それぞれ次式で定められる $X$ 上の実数値関数を表すことにする: 各 $x\in X$ に対し,

$f_{r}^{F}(x)= \sup[F(x)]_{r},$ $g_{r}^{F}(x)= \inf[F(x)]_{r}$ .

ただし, $[F(x)]_{r}$ は $F(x)\in \mathcal{F}$ の $r$-level 集合を表す.

[1] では, この関数に注目 $\llcorner$ , 上述の補助定理を用いて, fuzzy 数値写像の凸性に関する次の
定理を証明した.

定理 31([1]). $C$ を線形空間の凸集合とし, $F$ を $C$上の fuzzy 数値写像とする. このとき,

$F$ が凸 \Rightarrow 任意の $r\in[0,1]$ に対し, $f_{r}^{F}$ は凸.

定理 32([1]) $\cdot$

$C$ を線形空間の凸集合とし, $F$ を $C$上の fuzzy 数値写像とする. このとき,
$F$ が凸 \Rightarrow 任意の $r\in[0,1]$ &こ対し, $g_{r}^{F}$ は凸.

定理 33([1]). $C$ を線形空間の凸集合とし, $F$ を $C$上の fuzzy 数値写像とする. このとき,
任意の $r\in[0,1]$ &こ対し, $f_{r}^{F}$ と $g_{r}^{F}$ がともに凸 $\Rightarrow F$ は凸.

一見, $A:\mathrm{R}arrow[0,1]$ に連続性等が仮定されないと, 成立しないように思える結果であるが,
fuzzy 数の定義から, 全ての $r\in[0,1]$ に対し, $A$ の $r$-level 集合 $A_{r}$ が $\mathrm{R}$ の有界で連結な区間と
なるので, 証明が可能になった.
さて, ここに至って fuzzy 数値写像 $F$ に対し, その凸性の特徴付けが次のようになされたこ

とが分かる:
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$F$ が凸 \Leftrightarrow 任意の $r\in[0,1]$ に対し, $f_{r}^{F}$ および $g_{r}^{F}$ がともに凸.

4. L-R FUZZY 数と FUZZY 数値写像の凸性

この節では, $\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{l}\mathrm{k}-\dot{\mathrm{R}}$ \’im\’anek [9] において導入された L-R fuzzy 数の概念を用いて fuzzy
数値写像の凸性を議論する. この概念は, fuzzy 数間の演算や順序関係の計算の手間を軽減し,
議論を簡略化することなどで, 応用面での有効性が認められている概念である.

$S$ を $\mathrm{R}$ から $(-\infty, 1]$ への関数とする. このとき, $S$ が型関数であるとは, 次を満たすときを

いう:

(1) $S$ は quasi-concave である;
(2) $S(x)=1\Leftrightarrow x=0$ ;

(3) 集合 $\{x\in \mathrm{R}:S(x)>0\}$ が $\mathrm{R}$ の有界集合;

(4) 全ての $x\in \mathrm{R}$ に対し, $S(x)=S(-x)$ .
$S,$ $T$ を型関数とし, $m\in \mathrm{R},$ $\alpha,$ $\beta\geq 0$ とする. このとき, $L-R$ fuzzy 数 $\mu$ とは, 次で定めら

れる fuzzy 数である:

$\mu(x)=\{$

$\max(S(\frac{x-m}{\alpha}),$ $0)$ , $\forall x\leq m$ ,

$\mathrm{m}\prec T(\frac{x-m}{\beta}),$ $0)$ , $\forall x\geq m$ .

このとき, $\mu$ は型関数 $S$ と $T$ で生成されるという. さらに, この L-R fuzzy 数 $\mu$ を

$\mu=(m, \alpha, \beta)_{L_{S}R_{T}}$

のように表す.
註: 上の定義において, 例えば $\alpha=0$ かつ $\beta>0$ のような場合は,

$\mu(x)=\{$
0, $\forall x<m$ ,
$\max(T(\frac{x-m}{\beta}),$ $0)$ , $\forall x\geq m$ .

と定める. さらに, $\alpha=\beta=0$ のときは, 任意の $x\in \mathrm{R}$ に対し, $\mu(x)=1\{m\}(x)$ と定める.

定理 33 を用いると, $\prod\overline{\iota \mathrm{l}}$一の型関数で生或された L-R fuzzy 数に値をとる fuzzy 数値写像

の凸性に関し, 次が示される.

定理 4.1 ([1]). $C$ を線形空間の凸集合, $m$ を $C$ 上の実数値関数, $\alpha,$
$\beta$ : $Carrow[0, \infty)$ を関数

とし, $S,$ $T:\mathrm{R}arrow(-\infty, 1]$ を型関数とする. $F$ を, 任意の $x\in C$ に対し,

$F(x)–(m(x),$ $\alpha(x),$ $\beta(x))_{L_{S}R_{T}}$

で定義される $C$ 上の fuzzy 数値写像とする. このとき, $m$ と $\beta$ が凸であり, $\alpha$ が凹であるなら

ば, $F$ は凸である.

次は, $[6, 9]$ で得られた, $\Pi\overline{\iota \mathrm{J}}$一の型関数で生或された L-R fuzzy 数間の順序に関する結果を,

level 集合を用いて記述し直したものである.

命題 4.1([6, 9]). $m,$ $n\in \mathrm{R},$ $\alpha,$
$\beta,$

$\gamma,$
$\delta\geq 0$ とし $S,$ $T$ を型関数とする. このとき,L-R fuzzy

数 $A=(m, \alpha, \beta)_{L_{S}R_{T}}$ と $B=(n, \gamma, \delta)_{L_{S}R_{T}}$ に対し, 次が成り立つ.

$A \preceq B\Leftrightarrow\sup A_{1}\leq\sup B_{1},$ $\sup A_{0}\leq\sup B_{0},$ $\inf A_{0}\leq\inf B_{0}$ .

補助定理 33 と命題 4.1 を用いると, [6] で示された, 次の結果が容易に得られる. これも,
結論を, $f_{r}^{F},$ $g_{r}^{F}$ を用いて表現し直したものである.
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命題 42([6]). $C$ を線形空間の凸集合, $m$ を $C$上の実数値関数, $\alpha,$ $\beta\ovalbox{\tt\small REJECT} Carrow[0, \mathrm{o}\mathrm{o})$ を関数
とし, $S,$ $T\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{R}arrow(-\mathrm{o}\mathrm{o}, 1]$ を型関数とする. $F$ を, 任意の $xCC$ に対し,

$F(x)=(m(x),$ $\alpha(x),$ $\beta(x))_{L_{S}R_{T}}$

で定義される $C$ 上の fuzzy 数値写像とする. このとき,

$F$ が凸 $\Leftrightarrow f_{1}^{F},$ $f_{0}^{F},$ $g_{0}^{F}$ が凸.

5. FuzzY 数値写像に関する最小値定理

この節では, fuzzy 数値写像に対し, 最小化問題を議論する. その前に, fuzzy 数値写像で制
約条件が記述された fuzzy 最適化問題を簡単に説明することにしよう.

$X=\mathrm{R}^{n},$ $E=\mathrm{R}_{+}^{n}=[0, \infty)^{n}\subset X,$ $C_{1},$ $C_{2},$
$\ldots,$

$C_{n}\in F$ とし, $F$ を各 $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})\in$

$E$ に対し,

$F(x)=x_{1}C_{1}\oplus x_{2}C_{2}\oplus\cdots\oplus x_{n}C_{n}$

で定められる $E$ 上の fuzzy 数値写像とする. また, 任意の $i=1,2,$ $\ldots,$ $m$ と任意の $j=$
$1,2,$ $\ldots,$

$n$ に対し, $A_{ij}\in \mathcal{F}$ とし, $G_{1},$ $G_{2},$
$\ldots$ , G。を各 $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})\in E$ と各 $i=$

$1,2,$
$\ldots,$ $m$ に対し

$G_{i}(x)=x_{1}A_{i1}\oplus x_{2}A_{i2}\oplus\cdots\oplus x_{n}A_{in}$

で定められる $E$上の fuzzy 数値写像とし,

$E0=\{x\in E$ : $G_{1}(x)\preceq b_{1},$ $G_{2}(x)\preceq b_{2},$
$\ldots,$

$G_{m}(x)\preceq b_{m}\}$ .

とする. ここで, $b_{1},$ $b_{2},$
$\ldots,$

$b_{m}\in \mathrm{R}$ である. このとき, 次のような fuzzy 最適化問題が立っ:

全ての $x\in E_{0}$ に対し, $F(xo)\preceq F(x)$ を満たす $x0\in E_{0}$ を求めよ.

上の設定で注目すべきは, $F$ と $G_{i}$ の定義に fuzzy 数を用いたところである. これは, 通常
の線形計画問題の form においては, 目的関数と制約関数の係数に相当し, 具体的な生産計画
では, 生産の単位に当たるところである. 周知のように, この係数の決定は, 計画の立案におい
て肝心であるが, fuzzy 数はこの際, 決定者の判断に幅を持たせ, その意志に即した柔軟な計画
構築をなし得る概念として導入が考えられるようになり, 理論的には, 上述のように定式化さ
れる fuzzy 最適化問題を起こしたのである.
さて, 上のような問題は, L-R fuzzy 数などの有力な概念を用いることにより, これを通常

の線形計画問題に帰着できることが分かっており, 研究が進んでいるが (例えば, [3, 5, 9] を参
照), いっぽう凸問題 (convex problems) からの類推で定式化される問題 (以下述べる) につぃ
ては, 現段階ではあまり研究が進んでいるとは言えない. これを踏まえて, 高橋と著者は, [1]
においてこの問題の解の存在に関連する定理を証明した. 本節では, それらからいくっか選ん
で述べることにする. その前に, 凸解析的見地から fuzzy 最適化問題を定式化しておこう.

$C$ を線形空間の凸集合, $F$ を $C$ 上の凸 fuzzy 数値写像とする. このとき, 全て
の $x\in E_{0}$ に対し, $F(x_{0})\preceq F(x)$ を満たす $x_{0}\in 2E_{0}$ を求めよ.
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いま, $C$ 上の実数値関数からなる族 $P^{F}$ を

$P^{F}=\{f_{r}^{F},$ $g_{r}^{F}$ : $r\in[0,1]\}$

により定めると, 上の問題は, 半順序関係 $\preceq$ の定義から, $P^{F}$ の元に対する共通の optima
$x_{0}\in C$ を求める次のような問題に帰着することができる:

全ての $h\in P^{F}$ と全ての $x\in E_{0}$ に対し, $h(x\mathrm{o})\leq h(x)$ を満たす $x0\in E_{0}$ を求
めよ.

[1] では, 上の事実を踏まえた議論を行った. なお, 3 節の結果から上の $h$ は全て凸となること

に注意する. まず, fuzzy 数値写像に対して下半連続性を定義しよう.
$F$ を位相空間 $X$ 上の fuzzy 数値写像とする. このとき, $F$ が下半連続であるとは, 任意の

$r\in[0,1]$ &こ対し, $f_{r}^{F}$ および $g_{r}^{F}$ がともに下半連続であるときをいう.
L-R fuzzy 数を用いると, fuzzy 数値写像の下半連続性に関し, 次が示される.

定理 5.1([1]). $C$ を線形空間の凸集合, $m$ を $C$ 上の実数値関数, $\alpha,$
$\beta$ : $Carrow[0, \infty)$ を関数

とし, $S,$ $T:\mathrm{R}arrow(-\infty, 1]$ を型関数とする. $F$ を, 任意の $x\in C$ に対し,

$F(x)=(m(x),$ $\alpha(x),$ $\beta(x))_{L_{S}R_{T}}$

で定義される $C$ 上の fuzzy 数値写像とする. このとき, $m$ と $\beta$ が下半連続であり, $\alpha$ が上半連
続であるならば, $F$ は下半連続である.

次が凸 fuzzy 数値写像に関する最小値定理である.

定理 52([1]). $C$ を線形位相空間の compact な凸集合と $\llcorner$ , $F$ を $C$ 上の下半連続な凸

fuzzy 数値写像とする. また, $\varphi$ を, 各 $(x, h)\in C\cross P^{F}$ に対し, $\varphi(x, h)=h(x)-\min_{u\in C}h(u)$ で

定められる実数値関数とする. このとき, $\varphi$ が第 2 変数に関して concavelike であるならば,
$x_{0}\in C$ が存在して, 全ての $x\in C$ に対し, $F(x\mathrm{o})\preceq F(x)$ を満たす.

$F$ をある集合 $X$ 上の fuzzy 数値写像とする. このとき, $P_{0}^{F}$ は $X$ で定義された実数値関数

からなる族 $\{f_{1}^{F},$ $f_{0}^{F},$ $g_{0}^{F}\}$ を表す. L-R fuzzy 数の概念を用いると, さらに次が得られる.

定理 53([1]). $C$ を線形空間の compact な凸集合, $m$ を $C$ 上の実数値関数, $\alpha,$
$\beta$ : $Carrow$

$[0, \infty)$ を関数とし, $S,$ $T:\mathrm{R}arrow(-\infty, 1]$ を型関数とする. $F$ を, 任意の $x\in C$ に対し,

$F(x)=(m(x),$ $\alpha(x),$ $\beta(x))_{L_{S}R_{T}}$

で定義される $C$ 上の凸 fuzzy 数値写像とする. また, $\varphi 0$ を, 各 $(x, h)\in C\cross P_{0}^{F}$ に対し,
$\varphi \mathrm{o}(x, h)=h(x)-\min_{u\in C}h(u)$ で定められる $C\cross P_{0}^{F}$ 上の実数値関数とする. このとき, 任意

の $h\in P_{0}^{F}$ に対し, $h$ が下半連続であり, $\varphi 0$ が第 2 変数に関して concavelike であるならば,
x0\in C,が存在して, 全ての $x\in C$ に対し, $F(x_{0})\preceq F(x)$ を満たす.
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