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1. はじめ 1こ

カナダの森に spruce budworm と呼ばれる害虫が大発生し, その調査のために長期に渡
る大規模な研究が行なわれたことがあった. この個体数密度は, 一度高いレベルに達する
と殺虫剤の散布にもかかわらず, 数年間は高い密度にとどまり, その後, たまたま低くな
ると数年間低いレベルにとどまるように見える変動を示す. これは捕食者にょって密度制
御されているためではないかと考えられた.

1979年に, Ludwig-Aronson-Weinberger [3] は spruce budwormの個体数密度 $B(X, T)$
が $\Sigma:-L/2\leq X\leq L/2,$ $-\infty<\mathrm{Y}<\infty$の 2 次元住み家の内部で, 以下の方程式を満た
すと考えて大発生のメカニズムを考察した.

$\frac{\partial B}{\partial T}=\frac{\sigma^{2}}{2}\frac{\partial^{2}B}{\partial X^{2}}+rB(1-\frac{B}{K})-\beta\frac{B^{2}}{\alpha^{2}+B^{2}}$ .

右辺の第一項は生物の空間変動にょる拡散項である. $\sigma$ は住み家内部の拡散係数である.
第二項は生物の個体数密度が logisticモデルに従って増殖することを表す. $r$ tま虫の増殖
率で, $K$は環境収容力である. 第三項は捕食者 (鳥等) にょって, spruoe budwormが食
べら $\text{れ}$る速度 (すなわち, 消費率) を表してぃる. $Barrow\infty$時, 第三項は $\beta$ になる. $\beta$ は
飽和消費率と呼ぶ. $\alpha$ は消費率が飽和消費率の 1/2時の個体数密度である.
この微分方程式のパラメーターを減らすために,

$t=rT,$ $x= \frac{\sqrt{2r}}{\sigma}X,$ $u= \frac{B}{\alpha},$
$R= \frac{r\alpha}{\beta},$

$Q= \frac{K}{\alpha},$ $l= \frac{\sqrt{2r}}{\sigma}L$

とおいて, 無次元化すると

$\frac{\partial u}{\partial t}=\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}}+\phi(u;R, Q)$ , $|x|<l/2,$ $t>0$

になる. ただし

$u^{2}$ 1 $u^{2}$

$\phi(u;R, Q)=u--\overline{Q}\overline{R}\overline{1+u^{2}}$ (1.1)

である. $\phi$ におけるパラメーター $R$ は森の葉 (spruoe budwormの食物) の豊かさを表し
ており, パラメーター $Q$ は虫と鳥のインタラクションから決まる係数で, 鳥の虫に対す
る捕食能力などを表している.
空間拡散を考える場合, 住み家の境界における境界条件をどのように設定するがは重要

な問題である. Ludwig-Aronson-Weinberger [3] では考えている生物が, 住み家の外へ出
たら戻ってこれないという状況にあるとして Dirichlet 条件を課してぃる. 本文は, 考え
ている生物が住み家の外へ出た時に, ある程度で戻ってこれるという状況にあるとして第
三種境界条件を課した場合に大発生の空間パターンがどのようになるかを調べてみたい.
即ち, モデルは

$\{\begin{array}{l}\frac{\partial u}{\partial t}=\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}}+\phi(u\cdot,R,Q)u,(\pm l/\dot{2})=\mp\zeta u(\pm l/2)\end{array}$

$|x|<l/2,$ $t>0$ ,
(1.2)
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である. パラメーター $\zeta(>0)$ は住み家から出た虫が戻れる率 (帰還率) を表す. Dirichlet
条件は $\zeta=+\infty$ の場合に対応する. このモデルで実現される空間\nearrow くターンはこのモデノレ
の定常解, 即ち,

$\{\begin{array}{l}v’’+\phi(v\cdot.R,Q)=0,|x|<l/2v’(\pm l/2)=\mp\zeta v(\pm l/2)\end{array}$ (1.3)

の解であり, 方程式 (1.2) から見て安定なものにより実現される. 以下の議論は (1.3) を
ベースにして行う.

2. $F(v)$ のグラフと場合分け

方程式 (1.3) 中の非線形項 $\phi(u;R, Q)$ の積分

$F(v)=F(v;R, Q)= \int_{0}^{v}\phi(u;R, Q)dw=\frac{1}{2}v^{2}-\frac{v^{3}}{3Q}-\frac{v}{R}+\frac{1}{R}\arctan v$

のグラフが $R,$ $Q$ によって, どう変わるかということは以下の議論において重要なことで
あるので, その性質について, まとめておく.

$F$ の極値を求めるために $\phi$ の零点を求めると, それは, $u=0$ および方程式

$R(1- \frac{u}{Q})=\frac{u}{1+u^{2}}$ (2.1)

の解である. (2.1) の解は, $v= \frac{u}{1+u^{2}}$ で表される曲線 $C$ と $v=R(1- \frac{u}{Q})$ で表される直

線 L。との交点である (図 2.1参照). $Q<3\sqrt{3}$の時, (2.1) の正の解はただ 1 つである.

$\mathrm{u}$

図 2.1. 曲線 $C$ と直線 $L_{R}$ の関係

それを $u_{1}(R, Q)$ と書く. $Q>3\sqrt{3}$の時, $L_{R}$ は 2つの $R$の値で $C$の接線になる. その 2 つ
の $R$ の大きい方を $R_{1}(Q)$ , 小さい方を $R_{2}(Q)$ と書く. この時, $(\mathrm{i})$ $R<R_{2}(Q)$ とすれば,

(2.1) はただ 1 つ正の解 $u_{1}(R, Q)$ をもつ. GO $R_{2}(Q)<R<R_{1}(Q)$ とすれば, (2.1) は 3
つの正の解をもつ. それを小さい順に並べると $0<u_{1}(R, Q)<u_{2}(R, Q)<u_{3}(R, Q)<Q$

となる. (i\"u) $R>R_{1}(Q)$ とすれば, (2.1) はただ 1 つ正の解 $u_{3}(R, Q)$ をもつ.
$Q<3\sqrt{3}$ の時は, モデル (1.3) からは大発生のパターンは得られない. そこで, 以 $\text{下}$

$Q>3\sqrt{3}$ と仮定する. この時, $R_{1}(Q),$ $R_{2}(Q)$ が存在する. $\phi(v;R, Q)$ の正, 負から, $F$

の特徴が得られる. $(\mathrm{i})$ $R<R_{2}$ の時, $F$ は $0<v<u_{1}$ の範囲で, 増加するが, $v>u_{1}$ の

範囲で, 減少する. よって, $F$ は $u_{1}$ で極大値を取る (図 2.2参照). (\"u) $R_{2}<R<R_{1}$ の
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時, $F$ は $u_{1},$ $u_{3}$ で極大値を取 )$|,$ $u_{2}$ で極 $/\mathrm{J}^{\mathrm{a}}$値を取る. ゆえに, $F(u_{1}; R, Q)=F(u_{3};R, Q)$

を満たす $R$ を $\tilde{R}$ とすれば, $R_{2}<R<\tilde{R}$ の時, $F(u_{1})>F(u_{3})$ であり (図 23 $\#\neq \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\ell.\backslash \backslash$ ) ,
$\tilde{R}<R<R_{1}$ の時, $F(u_{1})<F(u_{3})$ である. この時, $F(\hat{u})=F(u_{1})$ となる \^u $(u_{2} <\text{\^{u}} <u_{3})$

がある (図 2.4参照). $(\ddot{\dot{\mathrm{m}}})R>R_{1}$ の時, $F$ は $u_{3}$ で極大値を取る (図 25参照).
本稿では, 方程式 (1.3) の原点対称で, 正値で, $0\leq x\leq l/2$ において単調減少な解の

$\tau$

図 22. $R<R_{2}$ 時の $F$ の図
図 23. $R_{2}<R<\tilde{R}$時の
$F$ の図

図 24. $\tilde{R}<R<R_{1}$時図 2.5. $R>R_{1}$ 時の $F$

の $F$ の図 の図

みを考える. (1.3) の解は $\frac{d}{dx}(\frac{1}{2}(v’)^{2}+F(v))=0$を満たす. 対称性にょり, $v(0)=\mu$ と

おくと,

$\frac{1}{2}(v’)^{2}+F(v)=F(\mu)$ (2.2)

が得られる. $v(x)$ は $F(\mu)>F(v)$ を満たし, 単調性にょり,

$v’(x)=\{\begin{array}{l}\sqrt{2}\sqrt{F(\mu)-F(v)},-l/2\leq x\leq 0-\sqrt{2}\sqrt{F(\mu)-F(v)},0<x\leq l/2\end{array}$
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となる. これより

$\int_{v(x)}^{\mu}\frac{dz}{\sqrt{F(\mu)-F(z)}}=\sqrt{2}|x|$ , $|x|<l/2$ (2.3)

が得られる. 本稿では, $v$ の旧/2 の値を $\lambda$ と書く : $\lambda=v(\pm l/2)$ . (これは $\mu$ に依存してい
る. ) この時, (2.3) で $x=l/2$ として

$l= \sqrt{2}\int_{\lambda}^{\mu}\frac{dz}{\sqrt{F(\mu)-F(z)}}$ (2.4)

となる.
方程式 (2.4) の右辺の積分 ( $\mu$ の関数である) を $h_{\zeta}(\mu)$ で表す. 証明は省略するが,

$h_{\zeta}(\mu)$ は次の性質をもつ :(1) $\muarrow 0$ の時, $h_{\zeta}(\mu)arrow 2\arctan\zeta$ である. (2) $0<\zeta<\infty$ ,

$0<\mu<u_{1}$ の時, $R<R_{1}$ の場合には, 住み家の広さ $h_{\zeta}(\mu)$ は $\mu$ の増加関数である. (3)
$h_{\zeta}(\mu)$ は, $\muarrow u_{1},$ \^u, $u_{3}$ の時 $+\infty$ となる.

3. 境界条件と大発生のパターン

方程式 (2.2) で $x=\pm l/2$ とすると $\frac{1}{2}(v’(\pm l/2))2+F(\lambda)=F(\mu)$ となる. (1.3) の境界

条件 $v’(\pm l/2)=\mp\zeta v(\pm l/2)=\mp\zeta\lambda$ をこの式に代入すると $F( \lambda)=F(\mu)-\frac{1}{2}\zeta^{2}\lambda^{2}$ が得ら

れる. 今までの議論をまとめると :

命題 3.1. $v(x)$ を (1.3) の原点対称, 正値, $0\leq x\leq l/2$ で単調減少な解とし, $v(0)=\mu$ ,
$v(l/2)=\lambda$ とおくと $\lambda,$

$\mu,$
$l$ は次を満たす.

(i) $F( \lambda)=F(\mu)-\frac{1}{2}\zeta^{2}\lambda^{2}$
’

(\"u) $\lambda<\mu$ ,
$(\ddot{\dot{\mathrm{m}}})F(z)<F(\mu)$ $(\lambda<z<\mu^{)}$ ,

$(_{\dot{\mathrm{N}}})l= \sqrt{2}\int_{\lambda}^{\mu}\frac{dz}{\sqrt{F(\mu)-F(z)}}$ .

逆に, $\lambda.’\mu,$ $l(\lambda, \mu, l>0)$ が $(\mathrm{i})$ $\sim$ (iv) を満たす時, (1.3) の原点対称, 正値,
$0\leq x\leq l/2$ で単調減少な解 $v(x)$ が存在する. $v(x)$ は (2.3) で定められる.

$\mathrm{r}$

$\lambda$

図 3.1. $\tilde{R}<R<R_{1}$ の場合の根の個数
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命題 3.1 により, $v$ の境界値は関数 $F(\lambda)$ と関数 $F( \mu)-\frac{1}{2}\zeta^{2}\lambda^{2}$ のグラフの交点で, 且っ,
命題の条件 (ii) , (iii) を満足するものである. $v(x)$ の境界値の個数は, $\mu$ と $\zeta$ にょり異
なる. $u_{3}$ より小さいものは最大で 3個ある. これらの値を小さい順に $\lambda_{1},$ $\lambda_{2},$ $\lambda_{3}$ と書く ,
よって, $\lambda_{1},$ $\lambda_{2},$ $\lambda_{3}$ は $0<\lambda_{1}\leq\lambda_{2}\leq\lambda_{3}<u_{3}$ を満たす.
第 2節で見たように, $R$ と $Q$ により異なる $F$の形状は 4っの場合大別される. Case 1 :

$R<R_{2}$ の場合. Case 2: $R_{2}<R<\tilde{R}$ の場合. Caee3: $\tilde{R}<R<R_{1}$ の場合. Caee4:
$R_{1}<R$の場合. 本稿では, Case3の場合につぃて議論する. 他の場合も同様の方法で議
論される.

Case3 : $\tilde{R}<R<R_{1}$ の場合には, $F(\lambda)$ の極値は, $u_{1},$ $u_{2},$ $u_{3}$ の 3 点 (図 3.1 参照)
で取る. 命題 3.1 より, $\mu>\lambda$ であり, $F(\mu)>F(v(x))(0\leq x\leq l/2)$ である. よって,
$\mu<u_{3}$ でなければならな1.
命題 3.1 より, $v$ の境界値は必ず関数 $F(\lambda)$ と関数 $F( \mu)-\frac{1}{2}\zeta^{2}\lambda^{2}$ のグラフの交点である.

図 31 から見ると, 交点の個数は $\mu$ と $\zeta$ によって変わるが, $u_{3}$ より小さい交点の個数 (し
たがって, 境界値の取る値) は 0\sim 3 の 4通りの可能性がある. $\mu,$ $\zeta$ と境界値の個数の関
係は図 32, 図 33で示す. 図の中の上接線 (又は下接線) は関数 $F( \mu)-\frac{1}{2}\zeta^{2}\lambda^{2}$ の曲線が
関数 $F(\lambda)$ の曲線の上の接線 (又は下の接線) になる時の $(_{\mu}, \zeta)$ をプロットした曲線で
ある.

$\zeta$ を固定すると $l$ と $\mu$ の関係は

図 32. $\tilde{R}<R<R_{1}$ の場 図 3.3. $\tilde{R}<R<R_{1}$ の場
合の根の個数 合の根の個数

$l= \sqrt{2}\int_{k}^{\mu}$

.
$\frac{dz}{\sqrt{F(\mu)-F(z)}}$ (3.1)

である. 分岐図で表せば, 図 3.4のようなパターンが出る. この図は境界値が 3個ある場
合の図である. 分岐図と横軸の交点は 2ar山 $\zeta$ である. 図中の長二点鎖線は最小の境界
値 $\lambda_{1}$ と対応する線で, 点線は $\lambda_{2}$ と対応する線で, 実線は $\lambda_{3}$ と対応する線である.
与えられた $l_{0}$ に対し, (3.1) を満足する $\mu$ が分岐図と $l=l_{0}$ の交点の $\mu$ である. 図 34

の場合には, $l_{0}$ が小さいなければ, 交点が 5個出る. この 5個の交点は (1.3) の定常解
を表す. それぞれの交点 $(l_{0}, \mu)$ に対し, 命題 3.1 で $v(x)$ を定める. 図で表せば, 図 35
のようなパターンが出る (図は $(0, l/2)$ 部分だけで, $(-l/2,0)$ の部分はこれと対称であ
る). 図 35 の長二点鎖線で表した解は, 図 34 の長二点鎖線との交点と対応する解であ
る. 同様に, 図 35 の点線で表した解は, 図 3.4の点線との交点と対応する解であり, 図
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図 3.4. $\tilde{R}<R<R_{1}$ の場
合の分岐図

図 3.5. $R_{2}<R<\tilde{R}$の場
合の $v(x)$ の図

35 の実線で表した解は, 図 3.4 の実線との交点と対応する解である.

あ
$\lambda_{1}\text{る}$ .に $arrow \mathit{0}\vee$)

$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\dagger\mathrm{h}\text{安}\lambda\backslash \mathrm{f}\Gamma_{\grave{1}_{\mathrm{A}}}\text{する}$

–

$\text{定}\mathrm{x}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{て番},\text{下_{の}\hat{\mathrm{x}_{\theta}}}\grave{\grave{\text{あ}}る}\beta_{\iota}\mathrm{B}>$

$\text{ら^{}\prime}\text{得る}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{h},r_{\ell}A^{\backslash }\backslash \mathrm{T}^{\backslash }u_{1}\text{より}./$

」$\mathrm{a}\text{さ}\mathrm{V}^{\mathrm{a}}\text{のて}*,$

$.\text{生物_{}\theta}\text{の_{}\grave{1}}\mathrm{f}\mathrm{g}_{\overline{\mathrm{f}\mathrm{i}}}l^{1}\text{状態}-\mathrm{c}(_{}^{}\sigma)\text{安定の_{}\Xi_{\backslash }}^{\dot{\Rightarrow}\Re\}_{-\supset\mathrm{A}\mathrm{a}\text{て}\}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{e}4\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{て_{}\grave{\mathrm{J}}’}\mathrm{f}\backslash \wedge \text{る}).\text{下^{}\mathrm{B}>}\text{ら}^{},}}$

.
二番目の交点から得る解は不安定な解である. 下から三番目の交点から得る解は境界こ近
いところでは, 通常状態に近いから, 局所大発生 (lacal outbr\mbox{\boldmath $\alpha$}永) 状態と呼ぶ, この解

も安定である. $\lambda_{3}$ に対応する解は, 広い範囲で $v(x)$ が大きいから, 大域大発生 (global
outbreak) 状態である. この解も安定である. $\lambda_{2}$ に対応する解は, 不安定である. 初期条

件が下から 2番目の定常解 (不安定) より下のものは, $tarrow\infty$の時, 1番下の定常解へ収
束し, 初期条件が下から 2番目の定常解 (不安定) より上, 下から 4番目の定常解 (不安

定) より下のものは, $tarrow\infty$ の時, lacal outbreak状態へ収束し, 初期条件力$1*$下力 1 ら 4番
目の定常解 (不安定) より上のものは, $tarrow\infty$ の時, 上の global outbreak状態へ収束す
る. 証明は第 4節を参照.

$\zeta$ を変化すると, $l$ と $\mu$の関係は分岐図式で表せば, 図 36, 図 38, 図 34, 図 310 のよ
うな変化がある. $\zeta$ が 027から大きくなると, $\lambda_{2}$ に対応する曲線と $\lambda_{3}$ に対応する曲線を
囲む区域が段段狭くなる, 最後消える. $\zeta$ が 027 より小さくすると, $\lambda_{2}$ に対応する曲線
と $\lambda_{1}$ に対応する曲線は合流して, $l$ が大きい方では, 消滅する. これらの分岐図と対応す
る $v(x)$ のグラフは図 37, 図 39, 図 35, 図 311 のようである. $\zeta$ を $+\infty$ 力 1ら変化させる
時, はじめは, $\zeta=\infty$ と同様に, 局所大発生状態と通常状態が存在する. $\zeta$ を (もつと

小さくしていき ) 図 32 の下接線と $\mu=u_{3}$ との交点より小さくすれば, 大域大発生状態
が出現する. 出現した当初では, $\lambda_{2}$ に対応する曲線と $\lambda_{3}$ に対応する曲線とは接近した状
態にあるが, $\zeta$ をさらに小さくすると, 図 3.4 のような形に発達する. さらに小さくする
と, 図 38 のように局所大発生状態が消える.
以上により, Case3 : $\tilde{R}<R<R_{1}$ の場合では, $\zeta$ が $\infty$ から 0 まで小さくなると, /く

ターンとしての変化は

$\{$

局所大発生状態
$\Rightarrow\{\begin{array}{l}\lambda\Phi\lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\subset \mathrm{R}^{\backslash }\ovalbox{\tt\small REJECT}fi-\mathfrak{F}\star\ovalbox{\tt\small REJECT} 4\Re\ovalbox{\tt\small REJECT}\grave{\mathrm{l}}\ovalbox{\tt\small REJECT} l^{\mathrm{l}}\overline{ffi}\mathrm{R}^{\backslash }\ovalbox{\tt\small REJECT}\end{array}$

$\Rightarrow\{$

通常状態

$\lambda\Phi\star\not\cong\not\subset\Re^{\backslash }\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\grave{1}\mathrm{f}\mathrm{g}_{\mathrm{f}\mathrm{i}}^{l^{\mapsto}}*^{\backslash }\ovalbox{\tt\small REJECT}$

であることがわかる.
$\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}2$ : $R_{2}<R<\tilde{R}$の場合では, Case3 と似ている方法で解決できる. 得られた結
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図 3.6. $\tilde{R}<R<R_{1}$ の場
合の分岐図

図 3.7. $R_{2}<R<\tilde{R}$ の場
合の $v(x)$ の図

図 3.8. $\tilde{R}<R<R_{1}$ の場
合の分岐図

図 3.9. $R_{2}<R<\tilde{R}$の場
合の $v(x)$ の図

図 3.10. $\tilde{R}<R<R_{1}$ の

場合の分岐図
図 3.11. $R_{2}<R<\tilde{R}$ の
場合の $v(x)$ の図
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果.: $\zeta$ が $\infty$ から 0 まで小さくなると, パターンとしての変化は

通常状態 $\Rightarrow\{$

$\lambda \mathrm{J}\mathrm{J}\mathrm{r}$ \lambda 生状態
$\grave{)}\mathrm{f}\underline{\mathrm{f}\mathrm{i}}$常状態

であることがわかる.
Case 1: $R<R_{2}$ の場合と Case4 : $R_{1}<-R$ の場合では, Case3 より簡単に解決できる.

得られた結果 :Case 1: $R<R_{2}$ の場合では, 通常状態が存在するが, 大発生 (outbreak)

状態は存在しない. Case4 : $R_{1}<R$の場合では, 境界条件がきつくしでも (即ち, $\zeta$ が大

きくでも ) 大域大発生状態があると解釈できる.
この節での考察からの大発生防止の観点からの生物学の解釈を与えておこう. $R$ と $Q$ に

よる 4つの Case の分類は, この場合においても重要である. すなわち, Case2 と Case3
における $R$ と $Q$ に対しては, 境界条件をきつくする (すなわち, (を大きくする ) こと

の効果は絶大である. 一方, Case4 の場合には, 境界条件をきつくしでも, $\zeta$ が小さ $\mathrm{V}$ ‘場

合と差異が生じないことがわかる.

4. 定常解の安定性議論

今まで, (1.2) の定常解 (即ち, (1.3) の解) の安定性に関しては断片的に (かつ証明

なしで) 述べできた. 残りのスペースでこの点に関し, 補足しておく.
以下 (1.3) に対して, 既知の $l$ について, Case3 の場合の 5 つの解が存在する分岐図

(図 3.4参照) を考えよう. $v^{(\mu)}(x)$ を

$\int_{v^{(\mu)}(x)}^{\mu}\frac{dz}{\sqrt{F(\mu)-F(z)}}=\sqrt{2}|x|$ (4.1).

で定義する. $v^{(\mu)}(x)$ は (4.1) が意味を持つ (即ち, $F(\mu)-F(z)>0$である) 上うな $x$ に対

し, 定義される. $v(0)=\mu$の時, $\lambda_{i}(i=1,2,3)$ に対応する住み家の広さを $h_{:}(\mu)(i=1,2,3)$

と書く. 住み家の広さ $\mathrm{I}\mathrm{h}l$ である時, $x=0$ の時の値 $\mu_{1},$ $\mu_{2},$ $\mu_{3},$ $\mu_{4},$ $\mu_{5}$ (小さ 4‘順に並
べた) を取る解はそれぞれ $v_{1}(x),$ $v_{2}(x),$ $v_{3}(x),$ $v_{4}(x),$ $v_{5}(x)$ で, 上の記号 $v^{(\mu)}(x)\text{を}$用

レ ‘て, $v_{i}=v^{(\mu)}:,$ $i=1,2,3,4,5$ と書ける.
例えば, $v_{1}(x)$ の安定性に関し, 次の定理が得られる :

定理 4.1. $0<p(x)<v_{2}(x)$ なる $p(x)$ を初期関数とする反応拡散方程式

$\{\begin{array}{l}\frac{\partial u}{\partial t}=\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}}+\phi(u)u(x,0)=p(x)\zeta u(\pm l/2,t)\pm u’(\pm l/2,t)=0\end{array}$ $t>0|x|<l/2,t>0|x|\leq l/2,$

’

の解を $u(x, t)$ とすると, 各 $|x|\leq l/2$ }こ対し,
$ttarrow 0\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$u(x, t)=v_{1}(x)$ .

$v_{3}(x),$ $v_{5}(x)$ の安定性に関しても, 類似の定理が得られる.

これらの定理の証明は, Ludwig-Aronson-Weinberger [3] の Dirichlet条件の場合の安定
性の議論で用いられる優解, 劣解の利用により得られる. 第三種境界条件に対し, 優解を

次のように定義する :
関数 $v(x)$ を $|x|\leq l/2$ に対する連続関数で, 高々, 有限個の点 $(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{k})$ 以外

で 2 次連続微分でき, $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots,$ $x_{k}$ においては, 左導関数と右導関数が存在すると仮
定する. $v(x)$ が

$(\mathrm{i})$ $-v”-\phi(v)\geq 0$ , $|x|<l/2$ の中 $v”$ が存在するところ,
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(\"u) $v’(x:+0)-v’(x_{*}$. $-0)\leq 0$ , for $i=1,2,$ $\cdots,$ $k$ ,
(\"ui) $\zeta v(\pm l/2)\pm v’(\pm l/2)\geq 0$

を満たす時, $v(x)$ は (1.2) の優解であると言う. (これらの双対として劣解も定義される.)
熱方程式の比較原理 ([4], [5] 参照) を利用して, 次の補題が得られる. (この双対も劣

解を用いて得られる.)

補題 4.2. 関数 $\overline{v}(x)$ を (1.2) の優解と $arrow \text{し}$ , $u(x,t)$ を (1.2) の初期関数 $u(x, 0)$ $=\overline{v}(x)$の時の
解と $\text{す}$る. その時, 任意の $x$に対して, $u(x, t)$ は $t$の非増加関数である. さらに, もし $u(x, t)$
は下 [こ有界ならば, $\lim_{tarrow\infty}u(x, t)=v(x)$ が成り立っ, 但し, $v(x)$ は (1.3) の $v(x)\leq\overline{v}(x)$

を満たす最大の解である.

定理 (4.1) は, (4.1) の $\mu$ をうまくとって, 優解, 劣解を構成し, 補題 (4.2) を適用する
ことにより証明される.
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