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この論文では、主に人口問題の数理モデルに、現れる積分方程式}こつ V)て
考察する。死亡率、 出生率などのパラメーターは、通常人口の functionalて

表現されている。 このタイプの人口モデルは、 特性直線に沿って説く方法で

解析することができる。 このとき、得られる積分方程式は、解の functional
を含むので、 関数積分方程式となる。歴史的には Gurtinと MacCamy によっ

て、 このモデルが導入され、最初に研究された。二人の論文は、 人口モデノレの

分野において、エポツクメイキングとなった論文である。 この論文}こより、

般的な仮定で人口モデルを扱うことが、可能になった。 Gurtin と MacCamy

の得た結果を、積分方程式の立場から、拡張した論文は、残念ながら、著者

の知るところとはならなかった。 この論文では、 この方向で、精分方程式の

新たな解の存在定理を得ることができれば、 と愚考している次第である。

事実、若千の拡張に成功することができたので、その結果を以下に述べる

ことにする $\text{。}$ 次の nonlinear age-dependent population model を考える。

$\frac{\partial n}{\partial a}+\frac{\partial n}{\partial t}+\mu(a, N(t))n(a, t)=0$ , $a>0,0<t<T$

$n(0, t)= \int_{0}^{\infty}m(a, N(t))n(a, t)da$, $0<t\leq T$ , (1)

$n(a, 0)=\varphi(a)$ , $a\geq 0$ .

ここで、 $n$ は人口分布 $N$ は全人口を表す。即ち

$N(t)= \int_{0}^{\infty}n(a, t)da$, (2)

である。 また出生過程 $B$ は、

$B(t)=n(0, t)$

数理解析研究所講究録 1254巻 2002年 155-159

155



という関係で表される。さらに人口モデルであるから $\varphi\in L^{1}(R_{+}),\mu(a, N),m(a, N)$

は非負の関数となる。特に $\mu,m$ は $n$が積分された形で変数として入るので、
$n$ の function一となっている。 $\mathrm{G}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n},\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{y}$ の論文では、 $\mu,m$ に対し $N$

についての偏微分が仮定されてぃるが、 これはリプシッッ連続の仮定で十分
であることがわかる。即ち次の二っの仮定にょり方程式 (1) はただひとっの
正の解 $n(a, t)$ を持っ。

(H1) $\varphi$ は区分的に連続である。
(H2) $\mu,$ $m\in C(R^{+}\mathrm{x}R^{+})$であり、一様に $N$ につぃてリプシッッ連続である。
この定理の証明は特性直線に沿って得られる、次の積分方程式を扱うことに
より得られる。 $N,$ $B$ につぃての連立積分方程式は、

$N(t)= \int_{0}^{t}K(t-a;t;N)B(a)\ + \int_{0}^{\infty}L(a, t;.N)\varphi(a)\$,

$B(t)= \int_{0}^{t}m(t-a,N(t))K(t-a,t;N)B(a)\ + \int_{0}^{\infty}m(t+a,N(t))L(a,t;N)\varphi(a)k$,

$K( \alpha,t;N)=exp(-\int_{t-a}^{t}\mu(\alpha+\tau-t,N(\tau))d\tau)$ ,

$L( \alpha,t;N)=exp(-\int_{0}^{t}\mu(\tau+\alpha,N(\tau))d\tau)$ ,

であり、 この方程式に逐次近似法を適用することにょり解の存在と一意性ま
た 0から $\infty$ までの存在を証明する。方程式の作り方がもゎかるように、 この

形から解の定性的性質などを導き出すのは非常に難しいことである。最近に
なって方程式 (1) の周期解の存在がやっとゎがった程度である。これがら研究
しなければならない問題が沢山ある分野である。
ここでは、 さらに、 この形の積分方程式を若干拡張した、関数積分方程式

を考えて、 それについての、解の存在定理を考えてみたい。次の連立積分方
程式を考える。

$x(t)$ $=$ $\int_{0}^{t}k(t-s, t;x)y(s)ds+\int_{0}^{\infty}L(t,s;x)\varphi(s)ds$ , (3)

$y(t)$ $=$ $\int_{0}^{t}\beta(t-s, x(t))k(t-s,t;x)y(s)ds$

$+ \int_{0}^{\infty}\beta(t+s,x(t))L(t, s;x)\varphi(s)ds$ (4)

この積分方程式について、Gurtin とMacMmyの方法を基本にすることにょ
り、 次の定理を証明することができる。

以下の定理においては、っねに次の仮定をする。 $k,$ $L$ は、 正の函数として
おく。必ずしも正の函数でなければならないことはないのであるが、 ここで
は、 人口論のモデルへの応用も考えて、 この仮定をしておく。正という仮定
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をはずしても、解の存在定理は証明される。 さらに、

$\beta\in C(R^{+}\cross R)$ (5)

$k(t, s;x)$ : cont on $[0, T]$ $\cross[0,T]\mathrm{x}\Sigma$ (6)

$L(t, s;x)$ : cont$.on[0,T]\mathrm{x}R^{+}\mathrm{x}\Sigma$ (7)

$|L(t, s;x)-1|arrow \mathrm{O}asTarrow \mathrm{O},$ $\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{O}\leq t,$ $s\leq T,x\in\Sigma$ (8)

この仮定にある $.\Sigma$ は、

$\Sigma=$ {$f|f\in C^{+}[0,T],$ $||f-\Phi||<r,$ on[0, $T]$ }

であたえられる。ただし、

$\Phi=\int_{0}^{\infty}\varphi(s)ds$

である。上の仮定を基本仮定と呼ぶことにする。 この仮定の元で、 次の定理

が得られる。

定理 1
方程式 (3) (4) について、 基本仮定とともに、 functional $k,$ $L$ にたいし. $x$

についての、 lipschitz連続を仮定する。 このとき、 ある正の数 $T$が存在して、

区間 $[0, T]$ において、 ただ一つの解 $x$ が存在する。

定理 2
方程式 (3) (4) について、 基本仮定をほどこすと、 ある正の数 $T$が存在し

て、 区間 $[0, T]$ において、解 $x$が存在する。

人口論のモデルにおいて、 $\varphi$が初期分布であったように、 この積分方程式で

も、正の $\varphi$が初期函数の働きをする。よって $\Phi$ のまわりで、解を捜せばよいこ

とになる。定理 1では、縮小写像定理を使い、定理 2 では、Schauder-Tychonoff
の不動点定理を使う。証明方法は、連立の積分方程式を一つの operator にま

とめるところから始める。

積分方程式 (4) より

$y(t)=B(x)(t)= \int_{0}^{t}\beta(t-s, x(t))k(t-s, t;x)y(s)ds+\int_{0}^{\infty}\beta(t+s,x(t))L(t, s;x)\varphi(s)ds$

とおけば、 ある正の数 $M$が存在して、

$|B(x)(t)| \leq M\int_{0}^{t}|B(x)(s)|ds+M\Phi$

と押さえられる。 ここで、 Gronwallの不等式を使えば、

$|B(x)(t)|\leq Me^{Mt}$
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が成立する。 ここで、 もうーっの積分方程式 (4) を解を捜すための、 operator
と考えて、

$X(x)(t)= \int_{0}^{t}k(t-s,t;x)y(s)ds+\int_{0}^{\infty}L(t,s;x)\varphi(s)ds$

と定義すれば、この operator について、contraction または、Schauder-Tychonoff
の定理を証明すれば良いことになる。
定理 (Schauder-Tychonoff)

$\mathrm{E}$ は locally convex Hausedorff space とする. $\mathrm{E}$ において

$xarrow f(x)$ : cont.maning

$f(K)\subset A\subset K$

に $f$ はもつ。

定理 1 を証明するには、

$X(x)()$ : $\Sigmaarrow\Sigma$ ;contradive

を示せば良い。そのためには、 operatorX(x)( $\cdot$ ) につぃて、次の二っの不等式
を示せば良い。

$||X(x)(\cdot)-\Phi||\leq r,$ $||X(x)-X(x’)||\leq\kappa||x-x’||,0<\kappa<1$

この二つの不等式は、 っぎの三本の積分を仮定にょり、 上がら評価すれば示
すことができる。 正の数 $r$ l2、 このとき同時に評価することが可能である。

$\int_{0}^{t}|k(t-s, t;x)-k(t-s,t, ; x’)||B(x)(s)|ds$ ,

$\int_{0}^{t}k(t-s,t;x’)|B(x)(s)-B(x’)(s)|ds$ ,

$\int_{0}^{\infty}|L(t,s;x)-L(t, s;x’)|\varphi(s)ds$

定理 2 については、上に述べた不動点定理を証明するために、operatorX(x) $()$

が、 同程度連続な函数の集合への、 写像であることを示さなければならない
が, これは次の不等式を評価することにょり可能である。

$|X(x)(t)-X(x)(t’)|$ $\leq$ $\int_{0}^{t}k(t-s, s;x)-k(t’-s, t’;x)||B(x)(s)|ds$

$+$ $\int_{t}^{t’}|k(t’-s,t’;x)B(x)(s)|ds$

$+$ $\int_{0}^{\infty}|L(t, s;x)-L(t’,s;x)|\varphi(s)ds$
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もし、 Schauder-Tychonoffタイプの存在定理から、複数の解が存在する

と言う事実がわかると、 その解集合の性質を調べる必要性が発生する。 この

ときには、古典的な Kneser型の定理を証明することができる。
定理 (Kneser)
方程式 (3) (4) にたいし、基本仮定が成立するとする。 このとき、積分方程

式のていぎ域内の点 $P$から $\mathrm{f}$出る、 解曲線の集合を $R(P)$ ,超平面 $x=\xi$ による

その切り口を $S_{\xi}(P)$ とすれば、 $S_{\xi}(P)$ は連続体である。

点 $P$から出る解曲線の族を $F(P)$ とする。 この $F(P)$ が連続体であること

を証明し、 その結果 $S_{\xi}(P)$ が連続体になることを証明する。証明は、次の 4
段階に分かれる。

(1) $F(P)$ は、 コンパクトな閉集合である。 (2)一般にコンパクトな連続体

の減少列 $\{C_{\nu}\}$ が与えられたとき、 $C=\cup C_{\nu}$ は、 連続体になる。 (3) $\epsilon$近似解

の集合 $F(P;\epsilon)$ は、 連続体である。 (4) $S_{\epsilon}(P)$ は連続体である。

以上によって、定理が証明される。 これは、積分方程式の一般論と同じで

はあるが、 方程式 (3) (4) に対し、 近似解の集合を作らなければならない。 こ

れは、 方程式によって作ることができる。

$x_{j}(t)$ $=$ $\Phi,0\leq t\leq\alpha/j$ ,

$y_{j}(t)$ $=$ $\int_{0}^{t}\beta(t-s, x_{j}(t))k(t-s, s;x_{j})y_{j}(s)ds$

$=$ $\int_{0}^{\infty}\beta(t+s, x_{j}(t))L(t, s;x_{j})\varphi(s)ds,$ $0\leq t\leq\alpha/j$ ,

$x_{j}(t)$ $=$ $\int_{0}^{t-\alpha/j}k(t-\alpha/j, s;x_{j})y_{j}(s)ds$

$+$ $\int_{0}^{\infty}L(t, s;x_{j})\varphi(s)ds,\alpha/j<t\leq\alpha$

$y_{j}(t)$ $=$ $\int_{0}^{t}\beta(t-s, x_{j}(t))k(t-s, s;x_{j})y_{j}(s)ds$

$=$ $\int_{0}^{\infty}\beta(t+s, x_{j}(t))L(t, s;x_{j})\varphi(s)ds$ , $\cdot$

$\alpha/j<t\leq\alpha$
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