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はじめに

Riemann多様体 $(M,g)$ 上の磁場とは, $M$上の閉, 実 2次微分形式 $\Theta=\frac{1}{2}\sum\Theta_{jk}dx^{j}\wedge dx^{k}$

であり, その力をうけて運動する (単位) 荷電粒子の運動は方程式

(0.1)
$\ddot{x}^{j}+\sum_{l,m}\Gamma_{lm}^{j}i^{l}i^{m}-2\sum_{l,m}g^{jl}\Theta_{lm}i^{m}=0$

( $\Gamma_{lm}^{j}$ : 計量 $g$ から定まる Christoffel記号) で与えられる. ( $\Theta\equiv 0$ の場合, 測地線の方程式と
なり, 自由運動を表す)

対応する量子力学系は次のように考える :
もし $M$ 上の 1 形式 $\alpha=\sum A_{j}dx^{j}$ で, $d\alpha=\Theta$ となるもの (ポテンシャノレ) が存在する

場合には, 上記古典力学系は, シンプレクティック形式 $\Omega_{M}=\sum$吻 $\wedge dx^{j}$ , Hamilton関数
$H= \sum g^{jk}(\xi_{j}-A_{j})(\xi_{k}-A_{k})$ として, 余接空間 $T^{*}M$ 上の Hamilton 系 $(T^{*}M, \Omega_{M}, H)$ で定

式化される. これより, 対応関係 $\xi_{j}\succ*-i\nabla_{j}$ $(\nabla_{j}:(M, g)$ における共変微分) に基づき , 量

子系の Schr\"odinger 作用素として, $L^{2}(M)$ における作用素

(0.2)
$\hat{H}=-\sum_{j,k}\dot{d}^{k}(\nabla_{j}-iA_{j})(\nabla_{k}-iA_{k})$

が考えられる.
$\Theta$ が単に閉である場合は, $d\alpha=\Theta$ を満たす $\alpha$ は, 局所的にしか存在せず, (0.2) は $M$全体で

意味のある作用素ではない. 各局所近傍で (0.2) 式で与えられる作用素を大域的な ($M$全体で

の) object と見なそうとすると関数空間 $L^{2}(M)$ ではなく, ある Hermite直線束 $\pi_{E}$ : $Earrow M$

の断面 (section) に対する作用素と考えることになる. 更に, この設定がうまくいくために

は, $\Theta/2\pi$ が integral, すなわちその de Rham コホモロジー類が $H_{D}^{2}(M, \mathbb{Z})(\subset H^{2}(M, \mathrm{R}))$

に属することが必要十分である (Chern-Weil-Kostant). 同様に, $\forall m\in \mathbb{Z}$ に対して, 局所

的に

(0.3) $\hat{H}_{m}=-\sum_{j,k}g^{jk}(\nabla_{j}-imA_{j})(\nabla_{k}-imA_{k})$
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で与えられる作用素は, Hermite 直線束 $\pi_{E}^{m}$ : $E^{\otimes m}arrow M$ 上の作用素として大域的に定義さ
れる. このとき, $\hat{H}_{m}$ は電荷 $m$ の粒子に対する Schr\"odinger 作用素と考えられる.
以上の議論を幾何学的に述べると次のようになる :Chern類が $[m\ominus/2\pi]$ である Hermite

直線束 $E^{\otimes m}$ 上に曲率が $m\Theta$ となる接続寸 (m) が導入され, 計量 $g$ と寸 (m) から, 自然に,
$E^{\otimes m}$ 上に “Laplacian” $\hat{H}_{m}$ が定義される. これが磁場の力学系 (1) に対する Schr\"odinger作
用素と見なされる.

註. 磁場 $\ominus$ に対して, 直線束 $E^{\otimes m}$ は一意的に決まるが, 接続 $\tilde{\nabla}^{(m)}$ は, 必ずしも一意的

ではない. 実際, $H^{1}(M, \mathbb{R})\neq\{0\}$ のとき, 曲率が $m\ominus$ となる接続の全体は (ゲージ同値な

ものを除いて) トーラス $H^{1}(M, \mathbb{R})/H_{D}^{1}(M, \mathbb{Z})$ と同一視される.

一方, 古典力学系 (0.1) も, $\Theta$ が完全形式でないときは, Hamilton 系 $(T^{*}M, \Omega_{M}, H)$ とし

て定式化できない. そこで, シンプレクティック構造を $\Omega:=\Omega_{M}+\pi_{M}^{*}\ominus(\pi_{\mathrm{A}I} : T^{*}Marrow M)$

と変形し, Hamilton 関数を $H_{0}= \sum g^{jk}\xi_{j}\xi_{k}$ とおいた Hamilton 系 $(T^{*}M, \Omega, H_{0})$ を考えれ

ば, 運動方程式 (0.1) を導出することができる.
$\hat{H}_{m}$ は, 非負, (形式的) 白己共役, 楕円型作用素であり, $\underline{M\mathrm{B}_{\mathrm{a}\supset\prime\prime\backslash ^{\mathrm{Q}}}^{\mathrm{s}}\backslash }$P\vdash k&\not\in \mbox{\boldmath $\tau$}6 と,

そのスペクトル $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\hat{H}_{m})$ は, 非負の固有値

$(0\leq)\lambda_{1}^{(m)}\leq\lambda_{2}^{(m)}\leq\ldots\leq\lambda_{k}^{(m)}\leq\ldots\uparrow+\infty$

から成る.
さて, 問題は, 3 つの構造

(C) $\mathcal{H}_{\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}}=(T^{*}M, \Omega, H_{0})$ , $(\mathcal{G})(M, g;E^{\otimes m},\tilde{\nabla}^{(m)})$ , (Q) $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\hat{H}_{m})=\{\lambda_{j}^{(m)}\}_{j=1}^{\infty}$

[
$\circ$

こついて, (Q) を軸にして, 互いの関係に注目しながら考察することである. このとき, (Q)
の性質, 特にその漸近的な性質に関して, 次の 2 つの着目の仕方がある (図 1 参照) :

図 1: $\nu_{j}^{(m)}:=\sqrt{\lambda_{j}^{(m)}}$ の分布

(I) $m$ を固定して, $\lambda_{j}^{(m)}$ の $jarrow+\infty$ における漸近的な分布状況を考察する.
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$(\mathrm{I}\mathfrak{y}\{\lambda’ \ovalbox{\tt\small REJECT} m\mathrm{C}\mathbb{Z},j\mathrm{C}\mathbb{N}\}$全体を考え $, \ovalbox{\tt\small REJECT}\cdot)_{\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}}7$ について, 直線 $\nu\ovalbox{\tt\small REJECT} Em$ 方向の漸
(m)

近分布 $(marrow+\otimes)$ を考察する.

本稿では, 視点 (I) の考察から $(\mathcal{G})$ と (Q) の関係が, また, 視点 (II) から (C) と (Q) の関
係がそれぞれ見えてくるいくつかの結果を述べる.

1 主 $U(1)$束上の力学系とその簡約

磁場における力学系について, 別の見方 (簡約化による定式化) をする.
$\pi$ : $Parrow M$ を Hermite直線束 $\pi E:Earrow M$ に同伴する主 $U(1)$ バンドルとする. $P$ 上に

は, $E$ 上の接続 $\tilde{\nabla}^{(1)}$ に対応する接続 $\tilde{\nabla}$ が誘導される. $M$ の計量 $g$ , 接続 $\tilde{\nabla}$ およひ, 構造
群 $U(1)$ の不変計量から, Kaluza-Klein計量と呼ばれる $P$ 上の Riemam計量 $\tilde{g}$ が定義さ
れる. このとき, $U(1)$ の作用は計量 $\tilde{g}$ に関して等長的である.

Riemann計量 $\tilde{g}$ から, $T^{*}P$上の測地流の系 $(T^{*}P, \Omega_{P},\tilde{H})$ が定まる. $U(1)=\{e^{1\theta}.;.0\leq\theta<$

$2\pi\}$ とおいて, $\tilde{x}=(x, \theta)(x\in U\subset M, \theta\in[0,2\pi))$ を $P$ の局所座標, $(\tilde{x},\tilde{\eta})=(x, \theta,\eta, \tau)$

を $T^{*}P$ の正準座標とすると, $T^{*}P$ 上の Hamilton 関数 $\tilde{H}$ は

$\tilde{H}(\tilde{x},\tilde{\eta})$ $=$ $\sum\sim\dot{d}^{k}(\tilde{x})\tilde{\eta}_{j}\tilde{\eta}_{k}$

$=$ $\sum g^{ik}(x)\eta j\eta_{k}-2\sum g^{jk}(x)A_{k}(x)\eta j^{\mathcal{T}}+(|A(x)|^{2}+\frac{1}{c^{2}})\tau^{2}$.

とかける. ここで, $\mathrm{c}:=|\partial/\partial\theta|$ . そして, 運動方程式は

(1.1) $\{$

$i^{:}=2$ ( $\sum$ gり\eta j-A:\mbox{\boldmath $\tau$})($A^{:}:= \sum$ gり Aj),

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=-\sum\frac{\partial g^{jk}}{\partial x^{\dot{l}}}\eta_{j}\eta_{k}+2\sum\frac{\partial A^{j}}{\partial x^{1}}$. $\eta_{j}\tau-\frac{\partial}{\partial x^{1}}.(|A|^{2})\tau^{2}$ ,

$\dot{\theta}=-2\sum A^{j}\eta_{j}+2(|A|^{2}+\frac{1}{c^{2}})\tau$ ,

$\dot{\tau}=0$ $arrow\tau=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.(=\mu)$ .

この力学系の流れは $U(1)$ の (シンプレクティック) 作用と可換であるから, Marsden-
Weinstein の Reduction program によって, 下図のように, 各 $\mu\in \mathrm{u}(1)^{*}$ に対して, 簡約力学
系 $(P_{\mu}, \Omega_{\mu},\tilde{H}_{\mu})$ が得られる. ここで, $J:T^{*}Parrow \mathrm{u}(1)^{*}=\{i\mu d\theta;\mu\in \mathrm{R}\}\cong \mathrm{R}$ は $U(1)$ のシ

ンプレクティック作用から定まる運動量写像である. さらに, 微分同相写像 $\Psi_{\mu}$ : $P_{\mu}arrow T^{*}M$

が $P$ の接続�から自然に定義され, 関係 :

$\Omega_{\mu}=\Psi_{\mu}^{*}(\Omega_{M}+\mu\pi_{M}^{*}\Theta)$ , $\tilde{H}_{\mu}=\Psi_{\mu}^{*}H_{0}+\frac{\mu^{2}}{c^{2}}$

を与えることが分かる. よって, 古典力学系として, $(P_{1}, \Omega_{1},\tilde{H}_{1})$ は magnetic flow の系
$\mathcal{H}_{\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}}=(T^{*}M, \Omega, H_{0})$ に同型である. (Hamilton 関数 $\tilde{H}_{1}$ と $H_{0}$ は定数だけの違いがある.)
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$\mathrm{E}^{\backslash }\backslash 2:X^{\mathrm{r}^{\backslash }\tau_{\backslash }}\mp\neq_{\backslash }\sigma)\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\sqrt}\mathrm{H}\backslash ^{\backslash }$

$J$

$T^{*}P$ $\mathrm{u}(1)^{*}$

$|i_{\mu}$

$P$

$1\pi$ $J^{-1}(\mu)\cong P_{\mu}(=J^{-1}(\mu)/S^{1})\downarrow\Psi_{\mu}\downarrow\pi_{\mu}$

$\pi_{M}$

$M$ $T^{*}M$

群 $U(1)$ の $P$ への作用に対応する微分作用素 $D_{\theta}=-i\partial/\partial\theta$ を考える. 自己共役作用素
$D_{\theta}$ のスペクトルは $\mathbb{Z}$ で, 固有空間分解

$L^{2}(P)=\oplus \mathcal{H}_{m}m\in \mathbb{Z}$

が得られる. ここで, H。は $f(p\cdot e^{i\theta})=e^{im\theta}f(p)$ をみたす関数からなる空間である. $U(1)$

の作用が等長的であるから, $\Delta_{P}$ と $D_{\theta}$ は可換である. よって, $\Delta_{P}$ は $\mathcal{H}_{m}$ を不変にす
る. そこで, $D_{m}:=\Delta_{P}|_{\mathcal{H}_{m}}$ とおく. $U(1)$ の表現 $e^{i\theta}\vdasharrow e^{-im\theta}$ による $P$ の同伴直線束が

$\pi_{E}^{m}$ : $E^{\otimes m}arrow M$ に他ならない. そして, 同形対応 $\mathcal{H}_{m}\cong L^{2}(E^{\otimes m})$ が成り立つ. この対応
で作用素 D。は $C^{\infty}(E^{\otimes m})$ に作用する作用素

$\hat{H}_{m}+m^{2}/c^{2}$

に対応する. 従って, D。の固有値は $\{\lambda_{j}^{(m)}+m^{2}/c^{2}\}_{j=1}^{\infty}$ であり, $\Delta_{P}$ のスペクトルは,

$m\in \mathbb{Z}j=1\cup\cup\{\lambda_{j}^{(m)}+m^{2}/c^{2}\}\infty$

である.

具体例.
(1) 平坦トーラス上の零磁場. $n$ 次元平坦トーラス $\mathrm{T}^{n}:=\Gamma\backslash \mathbb{R}^{n}$ ( $\Gamma$ : $\mathbb{R}^{n}$ の格子) 上の

磁場 $\ominus\equiv 0$ に対応する直線束 $E$ は自明束で, 接続形式は, ゲージ同値なものを除いて,

$-i \alpha=-i\sum_{j}ajdx^{j}$ ( $a_{j}$ : 実定数) で与えられる. $\Gamma$ の双対格子を $\Gamma^{*}:=\{\xi\in \mathbb{R}^{n};\xi\cdot\gamma\in$

$\mathbb{Z}$ for $\forall\gamma\in\Gamma$ } とすると, $E$ 上の接続形式一 $i\alpha$ に対応する Schr\"odinger 作用素 $\hat{H}_{\alpha}$ のスペク

トルは

$\{||2\pi\xi-a||^{2};\xi\in\Gamma^{*}\}$ $(a:=(a_{1}, \ldots, a_{n}))$

であり, 対応する固有関数系は, $\{s_{\xi}(x):=\exp(2\pi ix\cdot\xi)\}$ で与えられる. このように, 零磁
場に対応する接続 (ベクトルポテンシャル) は一意的でなく, 同じ古典力学系に対応する量
子系のスペクトルが異なる様相を呈する (Aharanov-Bohm効果).
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(2) 2 次元平坦トーラス上の一様磁場. He紬 enberg 群

$H_{1}:=\{(x, y, z):=(\begin{array}{lll}\mathrm{l} x z0 \mathrm{l} y0 0 1\end{array})$ ; $x,y,$ $z\in \mathrm{R}\}$

において, 離散部分群
$\Gamma:=\{(x,y, z)\in H_{1;}x,y, z\in \mathbb{Z}\}$

による剰余空間 $P=\Gamma\backslash H_{1}$ (べき零多様体) を考える. $P$上には, $S^{1}=\{(0,0, z)\in H_{1;}0\leq$

$z<1\}$ が (右から) 作用し, この作用による剰余空間 $P/S^{1}$ は 2 次元トーラス $\mathrm{T}^{2}$ である
ことが分かる. このようにして, 主 $U(1)$ 束 $\pi$ : $Parrow \mathrm{I}^{2};[(x, y, z)]\vdash*[(x, y)]$ が得られる.

$H_{1}$ 上の 3 つの左不変ベクトル場

$e_{1}:=\partial/\partial x,$ $e_{2}$ :=\partial /� y+x\partial /\partial z, $e_{3}:=\partial/\partial z$

が正規直交系となるように $H_{1}$ の左不変計量を定義する. これより, $P$ の計量 $\tilde{g}$ が誘導され
る. さらに, $\wp$ において, $\pi_{*}(e_{1})=\partial/\partial x,$ $\pi_{*}(e_{2})=\partial/\partial y$ が正規直交系であるように計量
を定義すると, これは $\mathrm{T}^{2}$ の平坦計量であり, $\pi$ は Riemamian submersion となる.

$P$ の各点 $p$ において, $e_{1}$ , e2 で生成される水平空間 $H_{p}(\subset T_{p}P)$ は $P$ の接続 $\tilde{\nabla}$ を定義し,
その曲率は $\Theta=-2\pi dx\wedge dy$ (一様磁場) となる. 計量 $\tilde{g}$ は $\tilde{\nabla}$ に対応する Kaluza-Klein計
量である. このとき, Schr\"odinger 作用素 $\hat{H}_{m}(m\neq 0)$ のスペクトルは

$\lambda_{j}^{(m)}=2\pi|m|(2j+1)$ $(j=0,1,2, \ldots)$

で, $\lambda_{j}^{(m)}$ の重複度は $|m|$ である ([8]). 古典力学系の軌道は, 容易にわかるように, 全て
周期的であり, それらは零ホモトピックである. さらに, 力学系として LiouviUe の意味で
完全積分可能である.

(3) 複素射影空間上の調和磁堝 ([13]). $\mathbb{C}^{n+1}=\{z=(z_{0}, z_{1}, \ldots, z_{n})\}$ の Hermite 内積を
$\langle z, z’\rangle:=\sum_{j}z_{j}\overline{z}_{j}’$ とし, $\langle z, z’\rangle_{\mathrm{R}}:=\mathrm{R}e\langle z, z’\rangle$ とおく. $\mathbb{C}^{n+1}\cong \mathrm{R}^{2n+2}$ 内の半径 2 の球面

$S_{[2]}^{2n+1}:=\{z\in \mathbb{C}^{n+1}$ ; $\{z, z)_{\mathrm{R}}=4\}$

上の各点 $z=(z_{0}, \ldots, z_{n})$ への $U(1)=\{\lambda\in \mathbb{C};|\lambda|=1\}$ の作用 : $z\succ*\lambda z:=(\lambda z_{0}, \ldots, \lambda z_{n})$

は等長作用であり, 主 $U(1)$ 束 (Hopf束)

$\pi$ : $S_{[2]}^{2n+1}arrow \mathbb{C}P^{n}=S_{[2]}^{2n+1}/U(1)$

が得られる. $S_{[2]}^{2n+1}$ の接束は, $TS_{[2]}^{2n+1}=\{(z, u)\in S_{[2]}^{2n+1}\cross \mathbb{C}^{n+1}; \{z,u\}_{\mathrm{R}}=0\}$

.
で与えられ

る. 各 $z\in S_{[2]}^{2n+1}$ における接空間 $T_{z}S_{[2]}^{2n+1}$ の Hermite 内積 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ に関する直交直和分解 :

$H_{z}\oplus V_{z}:=\{(z,u);(z,u\rangle=0\}\oplus\{(z, icz);c\in \mathrm{R}\}$

を考えると, $V_{z}$ はファイバーの接空間であり, $H_{z}$ は主束 $S_{[2]}^{2n+1}$ 上の接続を定義することが

分かり, それを�とする. また, $\pi_{*}|H_{z}$ が等長写像となる様に $\mathbb{C}P^{n}$ の Riem�計量 $g$ を定
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める. これは複素多様体 $\mathbb{C}P^{n}$ 上の Fubini-Study計量と呼ばれる正則断面曲率が 1 の K\"ahler

計量であり, $g$ に対応する基本 2 次形式が接続�の曲率形式 $\ominus$ になっている. 更に, $\ominus$ は

$(\mathbb{C}P^{n}, g)$ 上の調和 2 次形式であり, $[\ominus/2\pi]$ は $H^{2}(\mathbb{C}P^{n}, \mathbb{Z})\cong \mathbb{Z}$の生成元になっている. 以
上の設定のもとで, Schr\"odinger 作用素 $\hat{H}_{m}(m\in$ 句のスペクトルは

$\lambda_{j}^{(m)}=(j+\frac{|m|}{2})(j+\frac{|m|}{2}+n)-\frac{m^{2}}{4}$ $(j=0,1,2, \ldots)$

で与えられる. 古典力学系の軌道は, 全て周期的であり, 例えば $\mathbb{C}P^{1}.=S^{2}$ 上の軌道は小円

を描く. また, 完全積分可能であることも分かる.

2 漸近分布 (I) 一スペクトルとホロノミー –

2.1 Helton の定理とその一般化

$\nu_{j}^{(m)}:=\sqrt{\lambda_{j}^{(m)}}$ とおき, 集合 $\{\nu_{j}^{(m)}-\nu_{k}^{(m)} ; j, k\in \mathrm{N}\}$ の集積点の全体を $\Sigma^{(m)}$ とおく. $\Sigma^{(m)}$

は $\mathbb{R}$ の閉部分集合である. $m=0$ の場合について, Helton[9], Guillemin[5] は次を示した.

定理 (Helton-Guillemin). $\Sigma^{(0)}$
$=$ $\mathbb{R}$ , またはある正数 $T$ が存在して, $\Sigma^{(0)}$

$=$

$\{2n\pi/T;n\in \mathbb{Z}\}$ である. 更に, $\Sigma^{(0)}=\{2n\pi/T;n\in \mathbb{Z}\}$ となる為の必要十分条件

は, 測地流 $\phi_{t}$ の軌道が全て周期的で, それらの共通最小周期 $(<\infty)$ が $T$ であることで

ある.

この定理の経緯を少し詳しく述べると, まず, Helton[9] が示したことは,

『 \Sigma (0)\neq R\Rightarrow 測地流 $\phi_{t}$ の軌道は全て周期的』

である. 測地流 $\phi_{t}$ の軌道がすべて周期的とすると, Wadsley[22] の結果によれば, 全ての周

期軌道の共通周期 $T(<\infty)$ が存在し, かつほとんど全ての軌道の基本周期が $T$ である. こ

の様な $(M, g)$ は $P_{T}-$多様体と呼ばれている ([1]). そして, Guillemin[5]([4]) は, $\phi_{t}$ の軌道

が全て周期 $T$ の周期軌道であるとき, $\exp(-i\sqrt{\Delta_{M}}t)$ を Fourier積分作用素の理論によって
解析して, スペクトル $\{\nu_{j}^{(0)}; j\in \mathrm{N}\}$ は, $\forall\epsilon>0$ に対して, 有限個の固有値を除いて, 集合

$k \in \mathrm{N}\cup[\frac{2\pi}{T}(k+\frac{\beta}{4})-\epsilon,$

$\frac{2\pi}{T}(k+\frac{\beta}{4})+\epsilon]$

( $\beta$ : 周期軌道の Maslov指数 (一定の整数値)) に含まれることを示した. 以上をまとめて, 上

の定理が得られる.

註. $P_{T}$-多様体の典型的な例は, ランク 1 のコンパクト対称空間 (球面, 射影空間) である.

さて, $m\neq 0$ に対して, $\Sigma^{(m)}$ の構造について何が言えるだろうか ?

Helton の議論を $P$ 上の作用素 $\sqrt{P}$ とその固有値 $\tilde{\nu}_{j}^{(m)}:=(\lambda_{j}^{(m)}+|m|/c^{2})^{1/2}$ に適用する

ことによって, 以下の結果が得られる. (詳細は, [17], [18] を参照されたい.)
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『ある $m\in \mathbb{Z}$ に対して $\Sigma^{(m)}\neq \mathrm{R}\Rightarrow$ 測地流 $\phi_{t}$ の軌道は全て周期的』

すなわち,

『$(M, g)$ が PT-多様体でない \Rightarrow \Sigma (m) $=\mathrm{R}$ (\forall m\in y』

がいえる.

次に, $(M,g)$ が $P_{T}-$多様体であるとする. $(M,g)$ 上の長さ $T$ の閉測地線の全体を $\Gamma$ とし,
$\gamma\in\Gamma$ に沿う $\tilde{\nabla}^{(m)}$ のホロノミー (holonomy) を $Q_{\tilde{\nabla}}^{(m)}(\gamma)$ で表す ([12]参照). $Q_{\tilde{\nabla}}^{(m)}(\gamma)\in U(1)$

$\text{で},$ $Q_{\tilde{\nabla}}^{(m)}(\gamma)=(Q_{\tilde{\nabla}}^{(1)}(\gamma))^{m}$が成り立つ.

図 3: ホロノミー

$E^{\otimes m}$

$M$

集合 $\Sigma_{\tilde{\nabla}}^{(m)}:=\{Q^{m)}\frac{(}{\nabla}(\gamma);\gamma\in\Gamma\}$ を考える. 写像 $Q_{\tilde{\nabla}}^{(m)}$ : $\Gammaarrow U(1)$ の連続性に注意すると,

$\Sigma_{\frac{(}{\nabla}}^{m)}$ の形は以下のような場合が起こり得る.

図 4: 集合 $\Sigma_{\tilde{\nabla}}^{(m)}$ のタイプ

(i) (\"u) (i\"u)
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定理 2.1 集合 $\Sigma_{\tilde{\nabla}}^{(1)}$ が $\alpha\in[0,1]$ &こよって $\{e^{it};-\pi\alpha\leq t\leq\pi\alpha\}$ また{ま { $e^{it}$ ; $\pi-\pi\alpha\leq t\leq$

$\pi+\pi\alpha\}$ と表されているとすると, このとき,

$\Sigma^{(m)}\supset\cup[\frac{2\pi}{T}(n-m\alpha),$$\frac{2\pi}{T}(n+m\alpha)]n\in \mathbb{Z}$ .

上の図において, $|m|$ が大きくなると, 場合 (ii) から (i) に移行する. よって, 次が言える.

系 2.2 もし $\Sigma_{\frac{(2}{\nabla}}^{)}\neq\{1\}$ ならば, ある $m_{0}>0$ が存在して, $|m|\geq m0$ なる $\forall m$ に対し

て, $\Sigma^{(m)}=\mathbb{R}$ が成り立つ.

22 漸近分布とホロノミー

$E^{\otimes m}$ 上の 1 次擬微分作用素 $\sqrt{\hat{H}_{m}}$に対応するユニタリ作用素 $R(t):=\exp(-it\sqrt{H_{m}})(t\in$

$\mathbb{R})$ の解析を Fourier積分作用素の理論 ([10], [11]) に従って解析する.
$(M,g)$ が $P_{T}$-多様体であるとすると, シンボル計算によって, まず次が言える ([14]).

命題 23 $(M, g)$ が $P_{T}$ -多様体とする. このとき, $R(T)$ は 0 次擬微分作用素で, その主シン

ボルは
$e^{-\pi i\beta/2}Q_{\tilde{\nabla}}^{(m)}(\gamma(x, \xi))$

である. ただし, $\gamma(x, \xi)$ は初期値 $(x, \xi)\in T^{*}M\backslash \mathrm{O}$ で定まる閉測地線を表す. また, $\beta$ は測

地流の周期軌道の Maslov指数である.

いま, $\mu_{k}:=\frac{2\pi}{T}(k+e4)(k\in \mathrm{N})$ とおく. 上の命題から, 次がわかる.

この定理と定理 2.1 より, $\Sigma^{(m)}$ について, 次が言える.
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系 25 任意の $m\mathrm{C}\mathbb{Z}$ に対して, $\Sigma^{\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\{2n\pi/T\}$ となる為の必要十分条件は, $(M, g)$

が $h$ -多様体で, $\Sigma\ovalbox{\tt\small REJECT} 2$ )
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\{1\}$ が成り立つことである.

�

ここで, 主束 $P$ に対して, 次の仮定をおく.

仮定. $P$ 上の接続� 0 で, ホロ $J$ ミー関数 $Q_{\overline{\nabla}_{0}}$ : $\Gammaarrow U(1)$ が定数関数 ( $\equiv 1$ または $\equiv-1$ )
となるものが存在する.

この仮定より, 各直線束 $E^{\otimes m}$ 上の自己共役楕円型 1 次擬微分作用素 $P_{0}^{(m)}$ で次を満たす

ものが存在する :
(i) $P_{0}^{(m)}$ の主シンボルは, $\sqrt{H}$ である.

(\"u) $P_{0}^{(m)}$ のスペクトルが, 有限個の固有値を除いて, $\{\mu_{k};k\geq k_{0}\}$ である.

このような $P_{0}^{(m)}$ によって,

$\sqrt{\hat{H}_{m}}=P_{0}^{(m)}+Q^{(m)}$ ( $Q^{(m)}$ : 有界作用素)

と表される.

さて, $\sqrt{\hat{H}_{m}}$ の固有値 $\nu_{j}^{(m)}$ に対して,

$\hat{\nu}_{j}^{(m)}:=\exp\{-2\pi i(\frac{T}{2\pi}\nu_{j}^{(m)}-\frac{\beta}{4})\}$

と変換すると, $\hat{\nu}_{j}^{(m)}$ は複素平面の単位円 $U(1)$ 上の点である. また, 区間 $I_{k}:=[\mu_{k},\mu_{k+1})$

はこの変換で $U(1)$ に移る. $I_{k}$ 上の固有値 $\{\nu_{j}^{(m)}\}$ の $karrow\infty$ における漸近分布について, 次

が成り立つ. (証明のアイデアと計算の本質的部分は H\"ormander [10] に依っている.)

$\not\in\not\in$ $2.6$ $([14])$ $S^{1}\downarrow\emptyset\not\in\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\#$

$\rho$

$\mathrm{t}^{\vee}.*_{\backslash }\mathrm{f}$ $\mathrm{b}^{-}C$ ,

1:– 1 $\nabla^{\neg}$
$\wedge/_{\ell}\hat{.}(m)_{\backslash -}\underline{1}$ $[$ $\wedge \mathit{1}\ell’1(m)/_{\sim}/_{\mathrm{m}}$

$\mathcal{L}111d\mathrm{r}/_{\Phi}’\backslash$

$karrow\infty 11\mathrm{u}1$
$\overline{N_{k}}$

$\nu_{j}^{(m)}\in I_{k}\angle-$

$\mu 1^{\iota\prime}j$

$/-\overline{\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(U^{*}M)}$ $J_{UM}$. $r\iota \mathrm{v}_{\tilde{\nabla}}$
$1\mathfrak{l}\backslash *$ , $\mathrm{I}_{*JJJ}\cdots*\backslash \Phi$

, $\mathrm{b}J$

$\not\supset \mathrm{i}$ ffi $\eta$ $\backslash \mathrm{Z}^{\vee\supset}$ . $arrow–arrow\tau^{\mathrm{g}}$ , $N_{k}$
$\dagger \mathrm{J}$ $I_{k}$ $\mathfrak{l}’.<\mathrm{a}$ \yen \hslash 6 $\mathrm{E}$ Hffi $\{\nu_{j}^{(m)}\}$ $\emptyset \mathrm{H}\ovalbox{\tt\small REJECT}$, $U^{*}M\dagger \mathrm{J}\mathrm{R}\mathrm{D}\iota\neq_{\backslash }\not\in \mathrm{x}$ ,

$dm\mathfrak{l}\mathrm{I}$ $T^{*}M$ $\sigma)$ $L\dot{\iota}ouv\dot{\iota}lle$ $\Re^{1}1ff t>$ $\mathrm{b}\not\in\yen$ $6$ $U^{*}M$ $4$: $\sigma$) $\mathrm{m}|\rfloor ff T.\mathrm{h}$ $6$ .

次に, 接続の 1-パラメータ族� t: $=\tilde{\nabla}_{0}+t(\tilde{\nabla}-\tilde{\nabla}_{0})$ を考えると, 対応する固有値 $\nu_{j}^{(m)}(t)$

は $t$ について解析的に変化する. このことと $Q^{(m)}$ が有界作用素であることから次が得られる.
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この定理から, $\Sigma^{(m)}(m\neq 0)$ は $\Sigma^{(0)}$ と異なる構造を持ち得ることが分かる. すなわち,

系 28 $P\tau$ -多様体上の直線束 $E^{\otimes m}$ 上の接続で,

$n\in \mathbb{Z}\cup[2\pi(n-\alpha)/T, 2\pi(n+\alpha)/T]\subset\Sigma^{(m)}\subset\cup[2\pi(n-\beta)/T, 2\pi(n+\beta)/T]n\in \mathbb{Z}$

$(0<\alpha\leq\beta<1/2)$ を満たすものが存在する.

註. 定理 27, 28, 系 29 の証明のために, 上の仮定は必要であったが, 本質的かどうか
は分からない. $P\tau$-多様体の典型的な例であるランク 1 のコンパクト対称空間 $G/K$ 上の任

意の直線束上には調和 2 次形式 $(\in H_{D}^{2}(G/K, Z))$ から定まる接続� 0 がとれる. このとき,

$Q_{\tilde{\nabla}_{0}}$ は定数関数であることが分かり (�の $G$ 不変性) , 仮定は満たされている.

3 漸近分布 (II) 一半古典論的考察一

3.1 量子化条件

完全積分可能な力学系において, Bohr-Sommerfeld の量子化条件は半古典論で重要な意
味を持っている. 磁場における力学系 $\mathcal{H}_{\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}}$ に対する量子化条件を定式化し, 対応する “量

子エネルギー分布” $\{\lambda_{j}^{(m)}\}$ または $\{\nu_{j}^{(m)}\}$ との関係を考える ([15], [16] 参照).

磁場における力学系の量子化条件. $\Lambda$ を $(T^{*}M, \Omega)$ の Lagrange部分多様体とする. 図 2
における記号を使って,

$\Lambda_{P}:=(\Psi_{1}\circ\pi_{1})^{-1}(\Lambda)\subset J^{-1}(1)\subset T^{*}P$

とおくと, $\Lambda_{P}$ は $(T^{*}P, \Omega_{P})$ の Lagrange部分多様体である.
$T^{*}P$ の標準的シンプレクテイック形式 $\Omega_{P}$ は $T^{*}P$上の正準 1 次形式 $\omega p$ によって, $\Omega_{P}=$

$d\omega_{P}$ とかける. また, Lagrange部分多様体 $\Lambda_{P}$ に対して, Maslov class と呼ばれる $m\Lambda_{P}\in$

$H^{1}(\Lambda_{P}, Z)$ が定義される. さて, Lagarange 部分多様体 $\Lambda\subset(T^{*}M, \Omega)$ について, 次の条

件を考える :

(Q) \Lambda P上の任意の閉曲線 $c$ に対して, $\frac{1}{2\pi}\int_{c}\omega P-\frac{1}{4}m\Lambda_{P}(c)\in Z$.
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これを磁場における Maslov量子化条件と呼ぶことにする ([24]).

註. 磁場 $\Theta$ が完全形式 $\Theta=d\theta$ であるとき, T�上の 1 次微分形式 $\omega:=\omega_{M}+\pi_{M}^{*}\theta$ に

よって’ $\Omega=$ 必と表せる. このとき, A に対する量子化条件 (Q) は次と同値である :

(QM) A上の任意の閉曲線 $c$ に対して, $\frac{1}{2\pi}\int_{c}\omega-\frac{1}{4}m_{\Lambda}(c)\in Z$ .

以上の定式化の下で次の結果が得られる. これはWeinstein [23] ([21, Ch XII, \S 4] も参照
せよ) の磁場版である.

(0.3) 式で与えられる Schr\"odinger作用素 $\hat{H}_{m}$ に対して,

$D:=- \sum_{j,k}j^{k}(\frac{1}{m}\nabla_{j}-iA_{j})(\frac{1}{m}\nabla_{k}-iA_{k})$

を考え, $1/m$ を Planck定数と思うと, $D$ は古典系 $(T^{*}M, \Omega, H_{0})$ に対する (Plm&定数付)

Schr\"odinger作用素と考えられる. そして, m\rightarrow �が $\hslasharrow 0$ を意味し, この状況の議論が

半古典論的考察に当たる, と考えることができる.
固有値問題 : $D\psi=E\psi$ は, $\hat{H}_{m}\psi=Em^{2}\psi$ に対応することに注意する. そこで, $mk=$

$dk+1=1/\hslash$ とおくと, $\lambda(\hslash):=\lambda_{j_{k}}^{(m_{k})}/m_{k}^{2}$ は $D$ の固有値と考えられ, (3.1) 式は

$|\lambda(\hslash)-E|<Rm_{k}^{-2}=R\hslash^{2}$ ($R$ : 定数)

を意味する. 従って, 定理の意味は, 拡大解釈すれば, 次のようなことになる :『$E$ が半古

典エネルギー (すなわち, 量子化条件を満たす Lagrange 部分多様体があって, その上で
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\equiv E$ となる) であれば, $E$ は対応する量子力学エネルギーの ( $\hslash^{2}$ のオーダーの) 近似

値を与える.』

註. $\mathcal{H}_{\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}}=(T^{*}M, \Omega, H_{0})$ が完全積分可能とすると, このとき, 独立で可換な $n$ 個の第

一積分 $f_{1}=H_{0},$ $f_{2},$
$\ldots,$

$f_{n}$ に対して,

$\Lambda c:=\{p\in T^{*}M;f_{\dot{l}}(p)=C_{\dot{l}}(0\leq i\leq n)\}$
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は Lagrange 部分多様体で, 定理の条件 (i),(ii) は自動的に満たされる.

例 (2 次元平坦 $\mathrm{t}\backslash -$ ラス上の一様磁場). 先に述べたように, これは完全積分可能系であ

る. 量子化条件を満たす Lagrange部分多様体のエネルギー準位として

$E_{n}=2\pi(2n+1)$ $(n=0,1,2, \ldots)$

がとれる. また, 各 Lagrange 部分多様体について, $d=2$ である. そして, スペクトルと

$E_{n}$ について
$\lambda_{j_{k}}^{(2k+1)}=(2k+1)^{2}E_{n}$ $(j_{k}=(2n+1)k+n)$

が成り立っている.

32 古典周期軌道とスペクトル

$\{\tilde{\nu}_{j}^{(m)}:=(\lambda_{j}^{(m)}+|m|^{2}/c^{2})^{1/2}; m\in Z,j\in N\}$ は $\sqrt{\Delta_{P}}$ のスペクトノレである. ただし, $c$

は $P$ のファイバー方向の計量, $c=|\partial/\partial\theta|$ であった. V. Guillemin と AUribe は [6], [7] で,

$R$ 上の周期 $2\pi$ の周期超関数

(3.2) $\prime \mathrm{r}_{c}(s):=\sum_{m\in Z}\sum_{j=1}^{\infty}\varphi(\tilde{\nu}_{j}^{(m)}-m\tilde{E})e^{ims}$

の特異性 (singularity) を考察した. ただし, $\varphi$ は $R$ 上の急減少関数である. ここで, スペ

クトル $\{\tilde{\nu}_{j}^{(m)}\}$ と $(T^{*}M, \Omega, H_{0})$ の周期軌道の情報がどの様に結びつくか, 彼らの理論に従っ

て考察してみる.
$T^{*}P\backslash \mathrm{O}$ 上の関数 $\tilde{h}:=\sqrt{\tilde{H}}$ ( $\sqrt{\Delta p}$ の主シンボル) から定まる Hamilton流の軌道は, $\nearrow\backslash ^{\mathrm{O}}$ラ

メータの違いを除いて, 方程式 (1.1) の解で与えられる. この流れを部分多様体 $W$ : $\tilde{h}\equiv$

$\overline{E},$ $\tau\equiv 1$ に制限したものを $\tilde{\phi}_{t}$ とすると, $\tilde{\phi}_{t}$ は $U(1)$ 作用と可換であり, $B(\tilde{E}):=W/U(1)$

上の流れ $\phi_{t}:=\tilde{\phi}_{t}/U(1)$ が定まり, 磁場 $$ の下での magnetic flow の系 $(T^{*}M, \Omega, H_{0})$ の

軌道で, $H_{0}\equiv E:=\tilde{E}^{2}-1/c^{2}$ を満たすものに (パラメータの違いを除 $\mathrm{A}\mathrm{a}$て) 等し $\mathrm{A}\mathrm{a}$ .
$\sqrt{\Delta_{P}}$ と可換な $P$ 上の作用素一 i $\partial/\partial\theta$ の主シンボルから定まる Hamilton流で $W$ 上の軌道を

$\tilde{\psi}_{t}(\overline{x}_{0},\overline{\eta}0)=(x_{0}, \theta_{0}e^{it}, \eta_{0},1)$ とする. このとき,

(3.3) における $t_{1}$ は流れ $\phi_{t}$ の周期軌道 $\tilde{\gamma}$ の周期である. すなわち, $\phi t_{1}(x, \eta)=(x, \eta)\in$

$B(\tilde{E})\cong X_{E}$ が成り立ち, 更に, $\tilde{\phi}_{t_{1}}(\overline{x},\overline{\eta})=(\overline{x},\overline{\eta})\cdot e^{it_{2}}$ の関係力 $\grave{\grave{\mathrm{a}}}\text{あ}$る. $\overline{\gamma}$ こ対応する magnetic

flow の $M$ 上の周期軌道 $\gamma$ の周期 $\text{を}T_{\gamma}$ とすると, 関係 : $t_{1}=2\tilde{E}T_{\gamma},$ $e^{it_{2}}=Q_{\tilde{\nabla}}(\gamma)e^{-2\cdot T_{\gamma}/c^{2}}$

.

( $Q_{\tilde{\nabla}}(\gamma)$ は $\gamma$ に沿うホロノミー) が成り立つ (方程式 (1.1) [こ注目) . 以上の関係式より,

magnetic flow $\mathcal{H}_{\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}}=(T^{*}M, \Omega, H_{0})$ の $X_{E}$ 上の周期軌道の全体を $\Gamma_{E}$ とすると, 次力\leq 得ら
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註. 系 33 は Laplace-Betr一作用素に対する Chazarain [2] や Colin de Ver市 er\‘e [3] の
理論 (それらは Poisson の和公式の拡張) の磁場版と見なせる. 系 33 における右辺の集合
は, $c$ に依らないことを注意しておく.

おわりにー Questions -

本稿の話題に関して, 思いっく問題を挙げておく.
1. 磁場 $\Theta$ に対応する Schr\"odinger 作用素 $\hat{H}_{m}$ のスペクトルが $\Theta$ のみにょって決まるの

はどのような場合か ?
一もちろん $H^{1}(M, \mathrm{R})=\{0\}$ のときは, $\Theta$ を曲率とする接続は一意的であるがら $\hat{H}_{m}$ のス

ペクトルも一意的に決まる. しかし, $H^{1}(M,g)\neq\{0\}$ のときでも, 古典系 ( $\ominus$ のみで決ま
る) がなんらかの性質を持っ場合には, スペクトルが $\Theta$ のみで決まる場合があるのではな
いか.

2. 磁場の力学系 Hmag において, エネルギー曲面 $H_{0}$ $\equiv E$ 上の軌道が全て周期的である
とき, スペクトル $\{\lambda_{j}^{(m)}\}$ はどのような特徴を持っか ?
-Helton の定理の本来の意味での磁場版. これについてのーっの試みと部分的な結果が楯
辰哉氏 [19], [20] によってなされている.
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