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1. はじめに

本稿では、解析数論における確率的な現象の一端につぃて述べたい。 具体的
には、特に $L$ 関数の値分布に関することである。最後に筆者の結果をーっ紹介
するが、研究集会の趣旨に沿って、本稿では、筆者の結果の詳しい証明を述べ
るよりも、今回の研究の背景や動機、思ったことなどを重点的に述べるっもり
である。 そのため、数学的な主張はもちろん正確に書くが、それ以外の文章に
は著者の私見が少なからず入っていることをあらかじめお断りしておきたいと
思う。 (だから、 文章を鵜呑みにせず、読者各人が個人的に考えたり調べたり
してほしいと思う。)

2. 解析数論における中心極限定理

本稿のキーワードの一つとして、「中心極限定理」がある。まず、確率論にお
ける中心極限定理を墨い出そう。 ラフに言えば、「独立同分布 (平均を 0、 分散
を 1 と正規化しておく) な確率変数達 $X_{1},$ $X_{2},$ $X_{3},$ $\cdots$ があるとき、 $n^{-1/2}(X_{1}+$

$X_{2}+\cdots+X_{n})$ はガウス分布に分布収束する」 というもので、すなわち、 ラン
ダムな現象が集積してくると適当なスケーリングで観測量はその期待値の回り
に常にガウス分布で分布してくるというものである。確率変数達 $X_{i}$ の分布に
よらず常にガウス分布が出てくる点で不思議であり、 自然界の普遍的な性質の
一つである。
さて、 ここで注意をーっしておきたい。確率論はふつう、不確定な要素を持

つ対象に対して適当な確率空間を人工的に作り確率変数達に “良い条件 (統計
的に独立とか) ” を仮定し (っまり理想的な状況を与え) それがら議論を始める
のである。 しかし、 本稿で扱いたい Probabilisitic number theory (「確率的数
論」 とでも訳すのか) は、 むしろ逆な感じである。数論で出てくる対象は完全
に deterministic なものであるが、 まずそのような対象がはじめに天がら与え
られ、 そしてそれらに対してランダム性・統計的に独立を表す性質を導くのが
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目的である。 このような事情はエルゴード理論でもそうである。確率的数論で

は確率論での経験をモデルにしたいとでも言えばいいのかもしれない。
例をあげたい。 以下、「素数分布」 とは、 いわゆる素数定理のみならず、素

数たち 2, 3, 5, 7, 11, 13, $\cdots$ (これらは、完全に deterministicなものである) を

実数 $\mathbb{R}$ に入れたとき素数たちのお互いの位置的な相関の統計的な性質を意味
することにする。人間の直感として、素数たちは実軸上でなんだかランダムに
並んでいるように思える。 さらに、位置的な並ひだけでなく、性質としても異
なる素数達は、 “独立 ” に振舞うように思える。そのことを考察・証明したい。

しかし、いざ実際にそのようなことを考察・証明しようとすると、未解決問
題にたくさん出会う。素数分布論には未解決問題だらけと言った方がいいかも
しれない。 (これにつ-1 ては、第 3節も見て下さい。) なぜ解けないのか。 その
理由の一つには、素数の定義の簡単さがある。 普通、数学的用語・概念には、

いろんな下準備をしてやつと定義される (つまり、それだけ構造がいろいろ入

り、 よってその分、 “攻めやすい ” のである) というものが多いが、素数の定義

は小学生でさえ知っているぐらい簡単であり、つまり、それだけ一見には “構

造がない・見えに $\text{くく}$
” (真にそうなのかどうかは分からないのが現状) 、よっ

て攻めようにもなかなか攻められない、また、たとえ攻めようとしても、直接
的. straightforwardでかつ非常にテクニカルのものになってしまう。素数分布
に限らず、 この辺の事情は、一般に解析数論や超越数論においてそうである。
個々の独自の対象に応じて非常にテクニカルにならざるを得ないのがしばしば
である。 (でもそれがゆえに、逆に面白く感じるのでもあるのだけど。) また、

素数 $p$ を一つ固定してその上でいろんな対象を考察するよりも、素数たちを走
らせたときにどうなるかは、 しばしばより難しい問題となるが、素数分布は

その典型である。 素数定理の少しでも詳しい version からして、 それはリーマ
ン予想 (の弱い形) と関連することが知られているが、 もう超難問になってし
まう。
さて話を元に戻し、- 解析数論における中心極限定理の例を 2つ述べたい。 こ

こでの中心極限定理とは、先の確率論での中心極限定理を動機とし、何かの分
布を調べたときそれがガウス分布に従っているという類いの結果を指し、それ
は統計的独立な確率変数のように振舞っていることを暗に意味する。
まず一つ目であるが、 自然数 $\mathrm{N}$ 上定義されるある種の数論的関数に関する

結果である。例で説明しよう。 いつものように $\omega(n)$ で、 $n$ を割る異なる素数
たち $p$ の個数を表すことにする。 関数 $\omega(n)$ は、 自然数 $n$ を 1 から順に走らせ
たとき、突然大きくなったり逆に突然小さくなったりと “不規則 ” に振舞って
いるように思える。 この $\omega(n)$ に関し、 Erd\"os と Kac は [EK1][EK2] において
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次の結果を示した。 (余談であるが、数論研究者でなじみのない方がいるがも
しれないので一言述べておくと、 この Kac は、 著名な論文 「 $\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{n}$ one hear the
shape of a $\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{m}?\rfloor$ の著者であり、 またファインマン経路積分に関し数学的に
正当化されているいわゆる Feynman-Kac の公式の Kac である。)

Theorem 2.1. 任意の $x_{1},$ $x_{2}\in \mathbb{R}(x_{1}<x_{2})$ L対して、

$\lim_{Narrow\infty}\frac{1}{N}\neq\{1\leq n\leq N|x_{1}<\frac{\omega(n)-1\mathrm{o}\mathrm{g}1\mathrm{o}\mathrm{g}n}{\sqrt{1\mathrm{o}\mathrm{g}1\mathrm{o}\mathrm{g}n}}<x_{2}\}=\frac{1}{\sqrt{2\pi}}\int_{x_{1}}^{x_{2}}e^{-\frac{x^{2}}{2}}dx$

この研究結果の基本的な動機は、素数たちのランダム性を調べたかったとい
うものであろうが、確率的数論のはじまりと言ってぃい結果である。 自然数の
中で素数たちは絶妙なバランスで存在してぃると想像される。
次に、解析数論における中心極限定理の 2番目の例であるが、それは $\mathrm{L}$ 関数

の臨界線上の値分布に関するものである。 リーマン・ゼータ関数 $\zeta(s)$ の臨界
線 ${\rm Re}(s)=1/2$ 上の様子について Selberg は [S3] において次の結果を述べた。
この証明の本質的な部分は [S1] においてなされてぃる。

Theorem 2.2. $\mathbb{C}$ 上の任意のボレル集合 $E$ に対して、

$\lim_{Tarrow\infty}\frac{1}{T}m(\{t\in[0, T]$
$\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}\zeta(\frac{\mathrm{l}}{2}+it)}{\sqrt{\frac{1}{2}1\mathrm{o}\mathrm{g}\log t}}\in E\})=\frac{1}{2\pi}\int\int_{E}e^{-\frac{x^{2}+}{2}u_{-}^{2}}$ dxdy

が成り立つ。 ここで、 $m$ は、 $\mathrm{R}$ 上の通常のルベーグ測度を表す。

ただし、$\log\zeta(s)$ の枝 (ま、 ${\rm Re}(s)arrow\infty$で 0[こ取っておく。またいゎゆる Selberg
class と呼ばれるディリクレ級数たちにつぃて同様の結果が [S3] [BH] にある。
また、 [BH] にはこの結果を応用して零点に関する結果を得てぃる。

3. 臨界領域での様子

前節で Selberg の結果を述べたが、 そしてまた後に保型 $L$ 関数の値分布に関
する筆者の結果を述べるが、そこで今、臨界領域での様子を調べたい (と思っ
た) 動機について、基本的な考えをリーマン・ゼータ関数を例にして、 言って
おきたいと思う。 ここで、 臨界領域とは、 $\{s\in \mathbb{C}|0\leq{\rm Re}(s)\leq 1\}$ (今は便宜
上 ${\rm Re}(s)=0,1$ も含ませておく) を表すことにする。少なくとも次の二っは大
きな理由である :
1 、素数分布のことが知りたい。
2 、ゼータ関数が “関数 ” として興味深い。
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まず、 1 であるが、典型例は素数定理である。素数定理 $\pi(x)\sim x/\log x$ は、

いわゆる明示公式を通して $\zeta(s)$ が ${\rm Re}(s)=1$ 上で零点を持たないことと同値

であり、 $\zeta(s)\neq 0$ on ${\rm Re}(s)=1$ は Hadamard と de la Valli Poussin Iこよって

独立に、 はじめに得られたことは有名である。素数定理の証明は、少なくとも
3種類の方法があるが、それらは方法論から見ても象徴的なので述べておく。 1
つは、 上記のもので古典的関数論の範噴である。 2つ目はスペクトル理論に関
する方法である。 実解析的な Eisenstein級数を使って ${\rm Re}(s)=1$ 上で $\zeta(s)\neq 0$

を示して、 その結果として素数定理を得るものである。 3つ月は、上の 2 つと
違って $\zeta(s)$ を介さす、 直接的に素数を扱うもので、 Selberg と Erdi によって
得られた Sieve的方法 (Elementary method) である。

上記のように素数定理は解決したが、素数分布の問題には未解決問題がたく

さんある。 双子素数、- Hardy-Littlewood prime $n$-tuple conjecture. $p_{n+1}-p_{n}$

の大きさ (ここで、 $p_{n}$ は $n$番目の素数) $\text{、}x_{n}:=p_{n}/\log p_{n}$ と正規化したときの
差 $x_{n+1}-x_{n}$ の分布 (予想はポアソン分布)

$\text{、}$ Goldbach予想などなど。
素数定理の経験からすると、素数に関する情報はすべて $\zeta(s)$ に入っていて、

$\zeta(s)$ の解析的性質として、素数のすべての情報は浮かひ上がってくると期待す
るかもしれない。 ただ実際には、素数分布に関するある性質が $\zeta(s)$ のどうい

う性質と関連するのかという時点で既に未知な部分が多く研究課題であり、 ま

た $\zeta(s)$ のある性質と結びついたとしても、 リーマン予想のごとく、 $\zeta(s)$ の解析
的性質を調べることは相当に困難であったりする。そのことについては下記で

もう一度触れる。またそもそも、素数分布の深い研究においてリーマン・ゼー
タ関数 $\zeta(s)$ が非常に役に立つのかどうかは、 よくは分からないことも述べて

おこう。分からないことだらけであるが、 しかしいずれにしろ、 $\zeta(s)$ との関連
(や上記のような Sieve Method, Elementary Method) を探求することは大い

に興味のあることである。
次に、 2 について述べたい。普遍性定理 (see [La]) を例にあげよう。 これ

は、 次のような主張である。

Theorem 3.1. 今、 $D=\{s\in \mathbb{C}|1/2<{\rm Re}(s)<1\}$ 内の単連結なコンパクト

集合 $K$ と、 $K$上連続で $K$ の内部で正則な関数 $h(s)$ を与える。 そのとき、任意
の $\epsilon>0$ [こ対して、 $\sup_{s\in K}|\zeta(s+it)-h(s)|<\epsilon$ となる $t\in \mathrm{R}$ がある。 より詳

しくは、

$\lim_{Tarrow}\inf_{\infty}\frac{1}{T}m(t\in[0,T]|\sup_{s\in K}|\zeta(s+it)-h(s)|<\epsilon)>0$

が成立する。

164



つまり、 リーマン・ゼータ関数 $\zeta(s)$ は領域 $D$ において、虚軸方向に平行移動
させることにより、 “-どんな挙動をもする ” というようなことを言ってぃるゎ
けで、 たった一つの関数でこのようないろんな挙動を作り出せるというのは、
尋常ではなかなか考えられにくぃものである。証明では、 $\log p$ たちの $\mathbb{Q}$ 上線
形独立であること (これは素因数分解の一意性) から得られるあるエルゴード
性が一つのキーとなっている。 このように、ゼータ関数は関数として大変興味
深い性質を持っている。
さて、 以上のように、研究動機として上記の 1, 2 をあげたが、実際的には

臨界領域での様子を調べるのは非常に難しい。なぜがというと、詳しい解析が
できる良 $\mathrm{v}$ ‘表示がないからである。すなゎち、 ${\rm Re}(s)>1$ では、 $\sum_{n}n^{-s}$ とい
う解析的に扱いやすい (もちろん、正の奇数値における簡単な表示や超越性な
ど分かってないのだけど) 表示・定義があるのだが、 $0<{\rm Re}(s)<1$ では、 そ
ういうものが “ない”。解析接続を表すぐらいの表示ならあるが、詳しい解析に
は十分ではないのだ。 また、 それなりに良い表示は現在でも知られてぃるが、
しかし、 それが良い性質を持っことを示すことはとても難しい。 これらのこと
は、 Sieveや一様分布論、 スペクトル理論などの各分野での深い話題に関ゎっ
てくる。

このように $\zeta(s)$ の臨界領域での様子は解析的に扱いが難しい。 しがし、 そ
の良いモデルとして、 ランダム行列理論というものが近年活発に研究されてぃ
るので、 それについて、 次の節で触れたい。

4. ランダム行列理論

ランダム行列とは、 ある行列の集合に適当な確率測度を乗っけたものであ
る。 もともとはWigner (量子 $f\mathrm{J}$学の建設の立役者の 1 人) にょり、原子核のス
ペクトルの統計的な性質を記述するために考え出されたものである (see e.g.
[M] $)$。この分野 (こお $\psi\mathrm{a}$て、 GUE(Gaussian Unitary Ensemble) というモデ Jレが
よく出てくるのでまずそれを紹介しておきたい。 $\mathcal{H}_{N}$ を $N\cross N$-Hermite行列
全体とし、その上に Gauss型の確率測度を乗っけたもの、っまり、 $P_{N}(dX)\propto$

$\exp(-\mathrm{R}(X^{2}))dX$ なる確率測度を与えたときの組 $(\mathcal{H}_{N}, P_{N})$ のことを GUE と
言う。 そのとき、 このランダム行列の固有値につぃて、適当なスヶ– リングで
$Narrow\infty$ としたときの統計的な振る舞いが興味深く、今ではいろいろ知.られて
おりまた盛んに研究されてぃる。
そして実は、 これら固有値の統計的な様子が、一見全然関係ないと思ゎれる
リーマン・ゼータ関数の零点の様子と不思議と一致してぃるのである。 歴史を
たどってみる。Montgomery (1973) が純粋に解析数論的な興味がら、 リーマ
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ン予想の仮定の元でリーマン・ゼータ関数の零点たち $\rho_{i}$ の虚部 $\gamma_{i}$ の 2 点相関

関数について調べ、その後、Dysonの指摘により GUE との関連が認識された。
そしてその信憑性が、Odlyzko (1987) による隣接零点の間隔分布に対する数

値計算によって、確実なものとなったのである。今では、 $n$点相関関数につい

て、 両者が一致することが “部分的に ” 示されているが、一般には未解決であ

る。 これらのことや以下に述べることは、例えば [KS] [C] が良い survey となっ

ている。

ところで、行列の特性多項式は固有値を零点に持つ関数であるので、上記の
ことから、 GUE に対する特性多項式の様子とリーマン・ゼータ関数の臨界線
上の様子は、何か関係がある・似ているかもしれないと思われるが、実際、 そ

のような結果がありそれについて簡単に述べたい。
ここで、GUE よりも、GUE とは統計的に同じであるが、我々にとって扱いや

すいDysonの CUE(Circular Unitary Ensemble) というものを導入しておく。こ

れは、 $N\cross N$-ユニタリー行列 $U(N)$ とその確率Haar測度 $Q_{N}$ の組 $(U(N), Q_{N})$

のことである。 上記のように、適当な scaled limit $Narrow\infty$ が興味深い。 その

とき、 例えば、 $\zeta(s)$ の ${\rm Re}(s)=1/2$ 上の平均値 $M_{k}(T)= \int_{0}^{T}|\zeta(1/2+it)|^{2k}dt$

にれは、 リンデレーフ予想と関連する重要な量である) についてその漸近的

な振る舞いが、 CUE の特性多項式 $Z(U, \theta)=\det(I-Ue^{-i\theta}),$ $U\in U(N)$ の平

均値 $\lim_{Narrow\infty}N^{-k^{2}}Q_{N}(|Z(U, \theta)|^{2k})$ の振る舞いと関連があることが $k=1,2$ の

とき知られ、一般の $k$ で予想されている。 つまり、 よく分からない $M_{k}(T)$ に

対する良いモデルとなっているのである。
また他にも、Keating-Snaith(2000) が、 次を示した。

Theorem 4.1. $\mathbb{C}$ 上の任意のボレル集合 $E$ に対して、

$\lim_{Narrow\infty}Q_{N}(U\in U(N)$ $\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}Z(U,\theta)}{\sqrt{\frac{1}{2}1\mathrm{o}\mathrm{g}N}}\in E)=\frac{1}{2\pi}\int\int_{E}e^{-_{2}^{\underline{x^{2}}+x_{-}^{2}}}dxdy$

が ( $\theta$ によらずに) 成立する。

これは、 先の Selbergの結果 Theorem 2.2 に対応するものである。 このよう
に、 リーマン・ゼータ関数の解析的挙動にとってランダム行列理論は良いモデ
ルであり、そしてこれは、 ヒルベル }$\backslash \cdot$ ポリャのプログラムに大きな可能性を

与えているものである。

5. 主結果

この節では、著者による本稿の主結果を述べる。
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Theorem 22 で出てきたよう (こリーマン・ゼータ関数 (こ対して (ま $t(={\rm Im}(s))$

というパラメータがあるが、他の一般の $L$ 関数に対しては付随するパラメータ
として $t$以外に幾つか考えられる場合がある。例えば、ディリクレ指標 $\chi \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q$

のディリクレ $L$ 関数 $L(s, \chi)$ で (ま $q$ をパラメータとして持ってぃる。 そして、 $t$

を動かす代わりに、 $q$ を動かしたときの様子についても、解析数論ではよく研
究されていて、例えば [S2] でも考察されている。 そして不思議にも、 $t$ の場合
に対応するような現象があることが認識されている。他に保型 $L$ 関数ならレ
ベル $N$や重さ $k$ などのパラメータとして持ちうるが、それらを動かした時の
様子が、例えば、零点の様子だと [ILS] で研究されている。 また、 第 3節で普
遍性定理を述べたが $\text{、}-$ 保型 $L$ 関数に対しそれらのパラメータでの普遍性につ
いては [N1] で考察されている。 このように、証明の道具・方法は個々の状況
に応じてうまく探すのだが、現象としては不思議にも $t$ 以外のパラメータを動
かしたとき、 $t$ の場合と対応するような現象があるのだ。今回、 セルバーグの
Theorem 22 を動機として、保型 $L$ 関数に対しレベル $N$ を動かした時の中心
極限定理について考察した。
今、 $\mathcal{F}_{N}$ を $\Gamma_{0}(N)(\subset SL(2, \mathbb{Z}))$ に対する重さ 2 の正規化された Hecke eigen

cusp forms 全体とする。 ただし以下では、 レベル $N$ は素数とする。 そして、
$f\in \mathcal{F}_{N}$ に対し正規化した Hecke 固有値を $\lambda_{f}(n)$ とする、 すなわち、 $T_{n}(N)$ を
$n$番目の Hecke作用素とするとき、

$T_{n}’(N)f=\lambda f(n)f$ , where $T_{n}’(N):=T_{n}(N)/n^{\frac{1}{2}}$

とする。 そのとき、月こ付随する保型 $L$ 関数は

ア $(s, f):= \sum_{n=1}^{\infty}\frac{\lambda_{f}(n)}{n^{s}}=\prod_{p|N}(1-\frac{\lambda_{f}(p)}{p^{s}})^{-1}$

〆$N$

$(1- \frac{\lambda_{f}(p)}{p^{s}}+\frac{1}{p^{2s}})^{-1}$

for ${\rm Re}(s)>1$ というものであった。 これらは $\mathbb{C}$ 上全体に解析接続されそして
関数等式を持つ。 Hecke 固有値は正規化してあるので、 臨界線は ${\rm Re}(s)=1/2$

である。
そのとき、 レベル $N$ をパラメータをして動かしたときに次の結果が成り立っ。

Theorem 5.1. 実数 $t\neq 0$ を固定する。そのとき、 $\mathrm{R}$上の任意にボレル集合 $E$

に対して次が成り立つ。

$\lim_{Narrow\infty}\frac{1}{\# F_{N}}\#\{f\in F_{N}$ $\frac{{\rm Im}\log L(\frac{1}{2}+it,f)}{\sqrt{\frac{1}{2}\log 1\mathrm{o}\mathrm{g}N}}\in E\}=\frac{1}{\sqrt{2\pi}}\int_{E}e^{-\frac{x^{2}}{2}}dx$ .
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レベル $N$ を無限に飛ばしたとき Hecke eigen cusp forms $f\in \mathcal{F}_{N}$ の個数はど

んどん増えていくが、 この定理は、 $Narrow\infty$ で、 これら $f$ 達がお互いに “ラン

ダム” に位置していることを暗に意味しているように思える。 ただ、素数分布
にれは $\mathrm{R}$ に埋め込んで考えていた) と違って、その “ランダム” ということを

どのように表現すれば・計ればいいのかは今のところ分からない。

6. 証明の概略

この節では、主結果の証明の概略を述べる。詳しくは [N2] を見て下さい。要
するに、モーメントを計算しそれがガウス分布のものと一致することを確かめ
れば、Moment method により主結果が成立するので、次のモーメントに関す
る結果を示せばよい。

Theorem 6.1. $m\in- \mathrm{N}$ とし $t\neq 0$ を固定したとき、

$\sum_{f\in F_{N}}({\rm Im}\log L(\frac{1}{2}+it,$ $f))^{m}$

$=C_{m} \#\mathcal{F}_{N}(\frac{1}{2}\log\log N)^{\frac{m}{2}}+O_{m,t}(N(\log\log N)^{\frac{m-1}{2}})$ .

ここで、

$C_{m}=\{\begin{array}{l}m!!2T,ifmiseven0,ifmisodd\end{array}$

とする。 この $C_{m}$ は、 ガウス分布のモーメントである。

この Theorem を示すわけだが、 Selberg [S1] のテクニックに習って、計算す
る。 荒く言えば、 次のようになる。 まず、 次の形の explicit formula が出発点
である。

Lemma 6.2. ${\rm Re} s\geq 1/2_{\text{、}}x\geq 10$ とするとき、

$\frac{L’}{L}(s, f)=-\sum_{n\leq x^{3}}\frac{\Lambda_{x}(n)c_{f}(n)}{n^{s}}+\frac{1}{\log^{2}x}\sum_{\rho}\frac{x^{\rho-s}(1-x^{\rho-s})^{2}}{(s-\sqrt)^{3}}$

(6.1)
$- \frac{1}{\log^{2}x}\sum_{l=0}^{\infty}\frac{x^{-\frac{1}{2}-\ell-s}(1-x^{-\frac{1}{2}-\ell-s})^{2}}{(s+\frac{1}{2}+\ell)^{3}}$.
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ここで、 $\rho$ (ま $L(s, f)$ の非自明な零点全体を走り、 $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{x}(n)$ (ま von Mangolt 関数
$\ovalbox{\tt\small REJECT}(n)$ を変形したもので、 $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{x}(n)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT}(n)w_{x}(n)$ where

$w_{x}(n):=-\{_{0}^{1}\{$

$, \frac{1}{2}\log 2\frac{x^{3}}{n}-\log^{2}\frac{x^{2}}{n})/\log^{2}x$ , for $x<n\leq x^{2}$ ,

for $1\leq n\leq x$ ,

$\frac{1}{2}\log 2\frac{x^{3}}{n})/\log^{2}x$ , for $x^{2}<n\leq x^{3}$ ,

for $x^{3}<n$ .

というものである。

次に、式 (6.1) において、和 $\sum_{\rho}$ の部分が問題であるが (和 $\sum_{\ell}$ の部分は問題
ない) 、次の零点密度定理 (by Kowalski-Michel1999) にょり処理する。

Lemma 6.3. $N$ を素数とする。そのとき、次を満たす絶対定数 $A>0$ がある :
任意の実数 $t_{1},$ $t_{2}$ with

$t_{1}<t_{2}$ , $t_{2}-t_{1} \geq\frac{1}{\log q}$

と任意の $\alpha\geq 1/2+(\log N)^{-1}$ と任意の $c$ with $0<c<1/4$ (こ対して、

$\sum_{f\in F_{N}}N_{f}(\alpha, t_{1}, t_{2})<<_{c}(1+|t_{1}|+|t_{2}|)^{A}N^{1-c(\alpha-\frac{1}{2})_{(\log N)(t_{2}-t_{1})}}$

が成り立 $\vee\supset_{\text{。}}$ $arrow>$で. $N_{f}(\alpha, t_{1}, t_{2})l\mathrm{h}_{\text{、}}L(s, f)$ の零点 $\rho=\beta+i\gamma$ のうち

$\beta\leq\alpha$ , $t_{1}\leq\gamma\leq t_{2}$ .

なるものの個数 (重 $\not\in-$を含める) を表す。

式 (6.1) の右辺の第一和については、セルバーグ跡公式がら導がれる次の結
果を使って処理する。

Lemma 6.4. $N$ を素数とし $(n, N)=1$ とするとき、

$\mathrm{T}\mathrm{r}T_{n}’(N)=\frac{(N+1)}{12}n^{-1/2}\delta_{n=\square }+O(n^{c}N^{1/2})$ .

ここで、 $c>0$ は絶対定数で、 関数 $\delta_{n=\square }$ は、 $n$ が平方数なら 1、 それ以外の $n$

なら 0 なるものである。

結局は、 主要な部分として、 ${\rm Im} \sum_{p\leq N^{\delta}\infty}p^{12+it}\lambda_{f}(p)$ にこで、 $\delta$ は十分小さな正
の実数) が出てきて、 これのモーメントを計算することになる。 Theorem 5.1,
Theorem 6.1 において、 $\log\log N$が出るのは、公式 $\sum_{p\leq x}1/p=\log\log x+O(1)$

によることを述べておく。
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7. 終わりに

確率論やエルゴード理論的な視点が、この先、数論においてどれほど重要で
あるのだろうか。 少 rx-くとも歴史は、完全に deterministic である数論的対象

に対してその裏にラ $\nearrow^{\text{、}}$ダム性が潜んでいることが現にあると $\mathrm{V}^{\mathrm{a}}$ うこと [ま、示し

ている。 そしてまたそれらは一見しただけでは非自明なことが多 $\mathrm{V}$ ‘。確率論 [ま

まだ比較的新しい分野であり (Kolmogorovが確率の公理を作ったのは 1933年

である) 、数論 (や他の分野) との接点は十分研究され尽くされたとは言えな
いし、 この先、増えると期待したい。例をあげよう。 いわゆる SatO-Tate予想

というものがあるが、 なぜ SatO-Tate測度というきれいな確率測度が現れるの
か (もちろん、例えば、付随する symmetric power L-functions のある性質だ

と言ってしまえばそうなのだけど) 、またなぜその測度はランダム行列理論や
自由確率論といった分野にも現れるのか。確率論がすぐそばに横たわって $\mathrm{V}^{\mathrm{a}}$ る

トピックは、思った以上に多いのではないか。素数分布を含め、解けるかどう

かは別として、気になる問題はたくさんあるように思う。
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