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1. ノルム空間において、最も基本的な不等式の一つは三角不等式であ
る: ノルム空間の元 $x,$ $y$ に対して、

(1) $||x+y||’\leq||x||+||y||$ . :

不等式 (1) がどんな条件で等号が成立するかと言う問題について考える。 例

えば、 内積空間においては、 $\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{y}-\mathrm{S}\dot{\mathrm{c}}\mathrm{h}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{z}$ の不等式より、 ある $..\lambda\geq 0$ に

対して、. $x=\lambda y$ または、.y $=\lambda x$ を満たすとき [こ限ることがわかる
$\text{。}$

.

我々が興味を持っているのは (有界線形) 作用素の場合であるが、次の

ことが知られている :
定理 A. (Abranovich-Aliprantis-Burkinshaw[1]). $T$ を一{?}に凸なバナツ

ハ空間上の作用素とする。 このとき、等式 $||1+T||=1+||T||$ が成立する必

要十分条件は $||T||$ が $T$ の近似固有値になることである。

最近、 ヒルベルト空間上の作用素について次のことが証明された :
定理 B. (Barraa-Boumazour[2]) $A,$ $B$ をあるヒルベルト空間上の作用

素とする。 このとき、等式 $||A+B||=||A||+||B||$ が成立する必要十分条件は

(2) $||A||||B||\in\overline{W(A^{*}B)}$,

が成立することである。 ここで、 $\overline{W(T)}$ は作用素 $T$ の数値域 $W(T)$ の閉包

を表す。
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一般に、作用素 $T$ 力 $\grave{\grave{1}}$

$||T||\in\overline{W(T)}$ を満たせば $||T||$ は $T$ の近似固有値

になっていることが知られている。実は、 もっと強く正規近似固有値 ( $\lambda$ が $T$

の正規近似固有値とは、 ヒルベルト空間の元の列 $\{x_{n}\}(||x_{n}||=1)$ が存在し
て $\lim_{narrow\infty}||(T-\lambda)x_{n}||=0,\lim_{narrow\infty}||(T-\lambda)^{*}x_{n}||=0$ を満たすときを言う $[5,6]$

$)$ になっている。

もし、 作用素 $A^{*}B$ が条件 (2) を満たせば $||A^{*}B||=||A||||B||$ が成立す
ることになり $||A||||B||$ が

$\mathrm{t}$

$A^{*}B$ の正規近似固有値となる。 このことは、 1 と

$A^{*}B$ で生成された $C$”-環上に character $\chi$ が存在して

$\chi(A^{*}B)=||A||||B||$

,を満たすことと同じである ([7])。

.

2. 定理 $\mathrm{B}$ における条件 (2) はヒルベルト空間上の作用素のなす環上に
state $f$ が存在して、 :

$f(A^{*}B)=|1^{4}.\mathrm{t}||[B||’!.\cdot$
,

を満たすことと同値である (cf. [3])。 このことにより、定理 $\mathrm{B}$ の C”-版と
して次が得られる : $\mathrm{a}$ :1:

定理 1. $A$ を単位元 $\text{を}\backslash$持っ $C^{*}.$.-環とする。このとき、 $A$ の元 $a,$ $b$ に対し
$\}$

て、等式 $||a+b||=||a||+||b||$ が成立する必要十分条件は $A$ 上の state $f$ が存
在して $f(a^{*}b)=||a||||b||$ を満たすとき、同じことであるが、 $||a||||b||\in W(a^{*}b)$

を満たすことである ([3])。
ここで、 $A$ の元 $c$ に対して $W(c)=$ {$f(c);f$ : state on $A$} とする。

証明。 必要性。 三角不等式で等号が成立しているとする。
$(a+b)^{*}(a+b)\geq 0$ なので $A$ 上の state $f$ が存在して

$f((a+b)^{*}(a+b))=||(a+b)||^{2}(=(||a.||+||b||)^{2})$

すなわち、

$f(a^{*}a+a^{*}b+b^{*}a+b^{*}b)=||a||^{2}+2||a||||b||+||b||^{2}$
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$k\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}r_{\tilde{\mathrm{c}}}\tau_{0}$

$f(a^{*}a)\leq||a||^{2},$ $f(b^{*}b)\leq||b||^{2},$ $|f(a^{*}b+b^{*}a)|\leq 2||a||||b||$ は常 [こ成立して

いるので上記の等号より $f(a^{*}b)=||a||||b||$ を得る。

十分性は逆をたどればよい。

一方、バナッハ空間において次のことが成立する。、

定理 2. $X$ をバナッハ空間とし、 $X^{*}$ を共役空間とする。 このとき、 $X$ の

元 $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{n}$ に対して、等号 $||x_{1}+\cdots+x_{n}||=||x_{1}||+\cdots+||x_{n}||$ が成立す

る必要十分条件は $X^{*}$ の単位球 $X_{1}^{*}$ の端点 $f$ が存在して $f(x:)=||x:||$ $(i=$

$1,$ $\cdots,$ $n)$ を満たすことである。

註 1. 定理 2 において、 $||x_{1}+\cdots+x_{n}||=||x_{1}||+\cdots+||x_{n}||$ が成立する必

要十分条件は $X^{*}$ の元 $f(||f||=1)$ が存在して $f(x_{i})=||x:||$ $(i=1, \cdots, n)$

を満たすことであることが分かる。 ここでは、簡単のため二つの元 $x,\dot{y}$ の場

合の証明を与える。

必要性。 Hahn-Banach の定理より、 $X^{*}$ の元 $f(||f||=1)$ が存在して、
1

$f(x+y)=||x+y||=||x||+||y||$

を満たす。しかし、 -\Re [こ、 $|f(x).|\leq||x||,$ $|f(y)|\leq||y||$ なので自動的 [こ $f(x)=$

$||x||,$ $f(y)=||y||$ となる。

十分性は明らかである。

一般に、単位元を持つバナッハ環 $A$ の元 $a$ に対してその数値域 $V(a)$

は

$V(a)=\{f(a);f(1)=1,f\in A_{1}^{*}\}$ .

で定義されている ([4])。
そこで、 定理 2 の結果として、定理 $\mathrm{A},$ $\mathrm{B}$ に対応して、

系 1. 単位元を持つバナツハ環 $A$ の元 $a$ に対して、等号 $||1+a||=1+||a||$

が成立する必要十分条件は $||a||$ が $V(a)$ に属することである。
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系 1 で $A$ が $C$ ‘-環のときは、線形汎関数は自己共役なものがとれるの

で結果的に state になる。 従って、
系 2. 単位元を持つ $C$‘-環の元 $a$ に対して、等号 $||1+a||=1+||a||$ が

成立する必要十分条件は $||a||$ が数値域 $W(a)$ に属することである。

定理 1, 2 を考慮すれば、
定理 3. $A$ を単位元を持つ $C^{*}$ -環とする。このとき、 $A$ の元 $a,$

$b$ に対し

て次の $(\mathrm{i})-(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ は互いに同値である。

(i) $||a+b||=||a||+||b||$ .
(ii) $A$ 上の state $f$ が存在して $f(a^{*}b)=||a||||b||$ を満たす。

(iii) $A$ 上のノルム 1 の線形汎関数 $g$ が存在して、$g(a)=||a||,$ $g(b)=||b||$

を満たす。

証明は $(\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i})$ とすれば自然とでる。 $(\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ は state
$f$ (こ対して

$g(x)= \frac{1}{||a||}f(a^{*}x)$

と置けばばよい。
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