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概要

共役勾配 (CG) 法は, 正定値対称行列からなる連立方程式の解法として広く用いられている. 非圧
縮流れの有限要素法による離散問題では, 正, 負, 零固有値を持つ一般の対称行列を係数行列に持つ
連立方程式を解く必要がある. この問題を解くために, 一般の対称行列に対する共役勾配 (CG) 法
の実行可能性について考える. $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法が破綻しないための必要十分条件を示し, ほとんどすべての
初期値に対して $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法は破綻なく実行でき解が求められることを示す. ある遅い非圧縮流れ問題か
ら得られる連立方程式に対する数値実験結果を示す.

1 はじめに

共役勾配 (CG) 法は, 正定値対称行列からなる連立方程式の解法として広く用いられている.
$\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法は正負固有値を持つ対称行列に対しても, “破綻” しなければ適用可能であることが知ら
れている [7]. また, 半正定値の場合にも適用可能である [5].
本稿では, 一般の対称行列に対する $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の実行可能性について考える. $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法は非対称行列

に対する双共役勾配 (BiCG) 法 [1] において, 行列を対称なものに制限し, 補助初期残差を初期
残差に選択したものに等しい. このため $[4, 6]$ による正則な行列に対する BiCG 法の破綻条件
を適用することができる. $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の破綻条件はモーメント行列を用いて記述され, ほとんどすべ

ての初期値に対して破綻しないことがわかる.
遅い非圧縮流れを記述するストークス問題の有限要素近似から得られる行列は対称ではある

が, 正, 負, 零固有値を持つ. この問題での $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の有効性を数値実験により示す.

2 一般対称行列からなる連立方程式

$A$ を $N\cross N$ 実対称行列とし, $\dim R(A)=M,$ $0<M\leq N$ とする. $\vec{b}\in R(A)$ なるベクトル

に対し, 連立方程式

$A\vec{x}=\vec{b}$ (1)

を考える. この連立方程式の解は $R(A)$ で一意的であり, x\rightarrow =A\dagger b\rightarrow となる. ここに, $A^{\uparrow}$ は $A$ の

一般化逆行列である.
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定義 1V\rightarrow を $\mathbb{R}^{N}$ の部分空間 $(\dim\vec{V}=m)$ とする. “$A$ が V\rightarrow で正則である” とは $m\mathrm{x}m$ 行列
$[(Av^{j)}\triangleleft,\vec{v}^{(i)})]$ が正則であるときを言う. ここに, $\{v\triangleleft i)\}:=1,\ldots,m$ は V\rightarrow の基底である. このとき, 問
題:“任意の v\rightarrow \in V\rightarrow に対して $(A\vec{x},\vec{v})=(\vec{b},\vec{v})$ となる x\rightarrow \in V\rightarrow を求めよ”, は一意解を持っ. その解
を “(1) の V\rightarrow での解” と呼ぶことにする.

3CG 法アルゴリズム

次の $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法アルゴリズム $[3, 7]$ を一般の対称行列 $A$ からなる連立方程式 (1) に適用する.

アルゴリズム 1

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\in R(A)$ を初期ベクトルとする.
$\vec{r}_{0}:=\vec{b}-A\vec{x}_{0}$ ;

$\vec{p}_{0}:=\vec{r}_{0}$ ;

do $n=0,1,$ $\ldots$ , until $\vec{r}_{n}=0$

$\alpha_{n}:=(\vec{r}_{n},\tilde{r}_{n})/(A\vec{p}_{n},\vec{p}_{n})$ ;
$\vec{x}_{n+1}:=\vec{x}_{n}+\alpha_{n}\vec{p}_{n}$ ;
$\vec{r}_{n+1}:=\vec{r}_{n}$ 一へ $A\vec{p}_{n}$ ;
$\beta_{n}:=(\vec{r}_{n+1},\vec{r}_{n+1})/(\vec{r}_{n},\vec{r}_{n})$ ;
$\vec{p}_{n+1}:=\tilde{r}_{n+1}+\beta_{n}\vec{p}_{n}$ ;

enddo.

$n\geq 1$ に対しクリロフ部分空間を定義する:

$K_{n}(A,\vec{r}_{0}):=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}[\vec{r}_{0}, A\vec{r}_{0}, \ldots, A^{(n-1)}\vec{r}_{0}]$ .

$N_{0}$ を $K_{n}(A,\vec{r}_{0})=K_{n+1}(A,\vec{r}_{0})$ を満たす最小の数とする. $\{\lambda_{i}\}:=1,\ldots,N$ を $A$ の固有値, $\{v\triangleleft:)\}_{i=1,\ldots,N}$

を対応する固有ベクトルとする.

命題 1 $N_{0}$ は $(\vec{r}_{0}, v\triangleleft:))\neq 0$ を満たすすべての $i$ #こ対する固有値の集合 $\{\lambda:\}$ で相異なるものの
個数に等しい.

命題 2
1. $A$ は $K_{N_{\mathrm{O}}}(A,\vec{r}_{0})$ で正則である.
2. $K_{N_{\mathrm{O}}}(A,\vec{r}_{0})$ での $A\vec{u}=\vec{r}_{0}$ の解は $A^{\uparrow}\vec{r}_{0}$ に等しい.

$\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の探索ベクトル $\vec{p}_{n}$ , 残差ベクトル $\vec{r}_{n}$ に対し次の関係が成立する.

補題 1 ある $n(\leq N_{0})$ が存在し, すべての $0\leq l<n$ に対して

$(A\vec{p_{l}},\vec{p\iota})\neq 0$ かつ $\vec{r_{l}}\neq 0$
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が成立すれば, すべての $1\leq m\leq n$ に対して次が成り立つ.

1. $(\tilde{r}_{m},\vec{z})=0$ $(\forall\vec{z}\in K_{m}(A,\vec{r}arrow)$ .

2. (A $p_{m}^{\prec},\vec{z}$) $=0$ $(\forall z\prec\in K_{m}(A,\vec{r}_{0}))$ .

3. span $[\vec{r}_{0},\vec{r}_{1}\ldots,\vec{r}_{m}]=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}[\vec{p}_{0},\vec{p}_{1}\ldots,\vec{p}_{m}]=K_{m+1}(A,\vec{r}_{0})$ .

行列 $A$ が $R(A)$ で正定値である場合, $(A\vec{p_{l}},\vec{p\iota})>0$ より, 探索ベクトルに対する仮定は満たさ
れることに注意する. この補題よりが成り立つ.

補題 2 $0\leq m<N_{0}$ に対して 1. と 2. は同値である.

1. $0\leq\forall l\leq m$ に対し $(A\tilde{p_{l}},\vec{p\iota})\neq 0$ が成り立つ.

2. $0\leq\forall l\leq m$ に対し $A$ は $K_{l+1}(A,\vec{r}_{0})$ で正則である.

アルゴリズム 1 の $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法は非対称行列に対する BiCG 法において, 行列を対称なものに制限し,
補助初期残差を初期残差に選択したものに等しい. このため正則な行列に対する BiCG 法の破
綻条件 $[4, 6]$ と同等の破綻条件が得られる.

$1\leq m\leq N_{0}$ に対し, $m\cross m$ のモーメント行列 [6] を定義する.

$[A_{m}(\vec{r}_{0})]_{ij}:=(A^{(i+j-1)}\vec{r}_{0},\vec{r}_{0})$ $(1 \leq i,j\leq m)$ .

補題 2 より, アルゴリズム 1 が破綻しないための必要十分条件を示す次の定理が成り立つ.

定理 1 $0\leq m<N_{0}$ に対して 1. と 2. は同値である.

1. $0\leq\forall l\leq m$ に対し $(A\vec{p\iota},\vec{p\iota})\neq 0$ が成り立つ.

2. $1\leq\forall l\leq m+1$ に対し $\det A\iota(\vec{r}_{0})\neq 0$ が成り立つ.

系 1 $1\leq m\leq N_{0}$ に対して $\det$ん $(\vec{r}_{0})\neq 0$ の時, $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法は途中で破綻せず,

$xarrow \text{島}=A^{\dagger}(\vec{b}-A\vec{x}_{0})+\vec{x}_{0}=A^{\uparrow}\vec{b}$

となる. すなわち (1) の解を求めることができる.

4CG 法が破綻しない初期値の選択

モーメント行列の行列式に対して次が成り立つ.

補題 3 すべての $1\leq m\leq M$ に対し, $m\cross m$ のモーメント行列の行列式に関して,

$\det A_{m}(y^{\prec})\neq 0$ (2)

がほとんどすべての $\vec{y}\in R(A)$ に関して成り立つ.

これは, 行列 $A$ の固有値 $\lambda_{i}$ と固有ベクトル $v\wedge i$) を用いて, モーメント行列の行列式を固有値
$\{\lambda_{i}\}$ の多項式で書きくだすことより示すことができる. また, 正則な実行列 $A$ に対する BiCG
法が, 初期補助残差を初期残差に選ぶとき, ほとんどすべての初期値に対して破綻しないための
十分条件が $A$ が少なくとも 1 つの実固有値を持つことである [4] ことからもわかる.

定理 2(1) に対する CG 法はほとんどすべての初期値に対して破綻せず, 解を求めることがで
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5 有限要素離散化ストークス方程式

3 次元の有界領域 $\Omega$ 内で, 流速 $u$ と圧力 $p$ が

$-2\nabla\cdot D(u)+\nabla p=f$ ,
�. $u=0$

を満し, 境界で斉次ディリクレ境界条件 $(u=0)$ を課すストークス方程式を考える. $D(u)$ は

変形速度テンソル, $f$ は外力を表す既知関数である. $\mathcal{T}_{h}$ を $\overline{\Omega}$ の正則な四面体分割とする. こ

こに $h$ は四面体要素の最大直径を表す. 近似領域を $\Omega_{h}$ , その境界を $\Gamma_{h}$ とする. $S_{h}(\Omega_{h})\subset$

$H^{1}(\Omega_{h})\cap C^{0}(\overline{\Omega}_{h})$ を Pl 要素からなる有限要素空間とし, 流速, 圧力に次の有限要素空間を導入
する.

$X_{h}:=S_{h}(\Omega_{h})^{3},$ $M_{h}:=S_{h}(\Omega_{h})$ ,

$V_{h}:=\{v_{h}\in X_{h} ; v_{h}(P)=0 (\forall P\in\Gamma_{h})\}$ ,
$Q_{h}:=\{q_{h}\in M_{h} ; (q_{h}, 1)_{h}=0\}$ .

ここに $P$ は境界 $\Gamma_{h}$ 上の節点である. $u_{h},$ $v_{h}\in X_{h}$ と $p_{h},$ $q_{h}\in M_{h}$ に対し, 次の双一次形式を定
義する.

$a(u_{h},v_{h}):=2 \int_{\Omega_{h}}D(u_{h})$ : $D(v_{h})dx$ ,

$b(v_{h}, q_{h}):=-(\nabla\cdot v_{h}, q_{h})_{h}$ ,
$d_{h}(p, q):= \sum_{K\in \mathcal{T}_{h}}h_{K}^{2}(\nabla p, \nabla q)_{K}$ .

$h_{K}$ は要素 $K$ の直径, $(\cdot, \cdot)_{h}$ は $\Omega_{h}$ での $L^{2}$ 内積, または $(L^{2})^{3}$ 内積, $(\cdot, \cdot)_{K}$ は $K$ 上の $L^{2}$ 内積
である.

ペナルティー型安定化有限要素法 [2] による離散化ストークス方程式は, “任意の $(v_{h}, q_{h})\in V_{h}\cross$

$Q_{h}$ に対し,

$a(u_{h}, v_{h})+b(v_{h},p_{h})=(f, v_{h})_{h}$ ,
$b(u_{h}, q_{h})-\delta d_{h}(p_{h}, q_{h})=0$

を満す $(u_{h},p_{h})\in V_{h}\cross Q_{h}$ を求めよ”, となる. ここに, 正定数 $\delta$ は安定化パラメータである.
$nx:=\dim X_{h},$ $n_{M}:=\dim M_{h}$ とする. $\Lambda_{\Gamma}\subset\{1, \ldots, nx\}(\#\Lambda_{\Gamma}=n_{\Gamma})$ を境界 $\Gamma_{h}$ 上の流速
自由度に対応する基底関数の添字集合とする. 有限要素空間に対応する数ベクトル空間は

$\vec{X}:=\mathrm{R}^{n_{X}}$ , $\tilde{V}:=\{\vec{v}\in\vec{X} ; (\vec{v}, e^{j)})\prec=0(j\in\Lambda_{\Gamma})\}$ ,
$\vec{M}:=\mathrm{R}^{n_{M}}$

》
$\vec{Q}:=\{\vec{q}\in\vec{M} ; (M\vec{q,}\tilde{1})=0\}$

となる. ここに $\overline{e}^{\langle j)}$ は標準基底 $([e\triangleleft j)]:=\delta_{\dot{\iota}j})$ , 1\rightarrow は $[1]_{:}=1$ なるベクトルである. $M$ は $M_{h}$ で

の質量行列である. $A,$ $B,$ $D$ を双一次形式 $a(\cdot, \cdot)$ , $b(\cdot, \cdot)$ , $d(\cdot, \cdot)$ に対応する剛性行列, f\rightarrow を外 7] $f$

に対応する荷重ベクトルとする. $\vec{Z}:=\vec{X}\cross\vec{M}(n_{Z}:=\dim\vec{Z}),\vec{\mathrm{Y}}:=\vec{V}\cross\vec{Q}(n_{\mathrm{Y}}:=\dim\vec{\mathrm{Y}})$ とす
る. 有限要素離散化ストークス方程式の行列表現は, “任意の ( $\vec{v}$, q\rightarrow )\in V\rightarrow $\cross$ Q\rightarrow に対し

$((\begin{array}{ll}A B^{T}B -\delta D\end{array})(\begin{array}{l}\vec{u}\vec{p}\end{array}),$ $(\begin{array}{l}\vec{v}\vec{q}\end{array}))=($ $(_{0}^{f}),$ $(\begin{array}{l}\vec{v}\vec{q}\end{array}))$
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を満たす ( $\vec{u}$ ,p\rightarrow )\in V\rightarrow $\cross$ Q\rightarrow を求めよ”, となる.

$P_{\vec{V}},$
$P_{\overline{Q}}\text{をそれ}\mathit{4}^{\underline{\backslash }}\backslash *\iota,\vec{X}\mathrm{B}^{1}\text{ら}\vec{V}\wedge \text{の},\vec{M}\mathrm{B}\backslash \text{ら}\vec{Q}\wedge \text{の}\mathrm{j}\mathrm{E}\#\backslash \mathrm{t}_{R\nearrow \text{と}-\mathrm{t}\text{る}^{}\mathrm{H}’,}$ . $P:=(\begin{array}{ll}P_{\vec{V}} 00 P_{\vec{Q}}\end{array})$ ,

$A:=(\begin{array}{ll}A B^{T}B -\delta D\end{array})$ とする. $a(\cdot, \cdot)$ と $d_{h}(\cdot, \cdot)$ はそれぞれ $V_{h},$ $Q_{h}$ で強圧的であることより, $A$ と

$D$ はそれぞれ, $V$ , Q\rightarrow で正定値であり, 次が成立する.

命題 3
1. PAP は V\rightarrow $\cross$ Q\rightarrow で正則である.
2. PAP は $nv(=nx-n_{\Gamma})$ 個の正の固有値と nQ(=nヤー 1) 個の負の固有値, $n\mathrm{r}+1$ 個の 0
固有値を持つ.

6 数値結果

$A$ と $D$ の不完全修正コレスキー分解 [3] をそれぞれ $\tilde{L}_{A}\tilde{D}_{A}\tilde{L}_{A}^{T},\tilde{L}_{D}\tilde{D}_{D}\tilde{L}_{D}^{T}$ とする. 前処理行

列を

$\prime P(\begin{array}{ll}(\tilde{L}_{A}\tilde{D}_{A}\tilde{L}_{A}^{T})^{-1} 00 \frac{1}{\delta}(\tilde{L}_{D}\tilde{D}_{D}\tilde{L}_{D}^{T})^{-1}\end{array})P$

とする. 領域を $\Omega=\{x\in \mathbb{R}^{3} ; 0.5<|x|<1\}$ とし, 厳密解が

$u=(\sin x_{1}-x_{1}\cos x_{2}$ 2 $(\sin x_{2}-x_{2}\cos x_{3})$ 2 $\sin x_{3}-x_{3}(\cos x_{2}+\cos x_{1}))^{T}$

$p=\sin x_{1}+\sin x_{2}+\sin x_{3}+C$

であるストークス方程式の有限要素解を求めた. 表 1 に連立方程式の自由度と, 有限要素解の相

対誤差を示す. 図 1 にアルゴリズム 1 の各反復ステツプでの初期残差に対する相対残差のグラ
フを示す. 表 1 と図 1 から, 前処理付き $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法により離散化ストークス方程式の解が効率良く
求められることがわかる.
この数値実験では, 前処理行列を $R(A)$ で正定値なもので構或したが, $A$ 全体の不完全修正コ

レスキー分解などにより, 正, 負, 零固有値を持ち $R(A)$ で正則な対称行列で構或することが考
えられる.
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表 1: 自由度と有限要素の誤差

$\frac{n_{Z}n_{X}n_{M}n_{\Gamma}n_{\mathrm{Y}}}{470,160352,620117,54039,180430,979}$

$\frac{h||u-u_{h}||_{1}/||u||_{1}||p-p_{h}||_{0}/||p||_{0}}{7.5207\cross 10^{-2}4.0151\cross 10^{-2}1.8363\cross 10^{-2}}$
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図 1: 前処理付き $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の収束履歴
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