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概要

Rayleigh-B\’enard対流として知られる熱対流問題を記述する 2 次元 Oberbeck-Boussinesq
方程式の定常解に対する精度保証付き数値計算法について考える. 問題を矩形領域に制限し,
Fourier-Galerkin法により得られる近似解のまわりで定常解の存在証明と定量的誤差限界を与
える数値的検証手順を述べる. 本稿では, これまでに得られた計算機援用証明 [7] とは別の非
自明解からの分岐解と思われる解の存在検証例を紹介する.

1Rayleigh-B\’enard 問題

Rayleigh-B\’enard対流を記述する次の 2 次元 (x-z 座標) Oberbeck-Boussinesq方程式 $[1],[3],[6]$ :

$\{$

$u_{t}+uu_{x}+\omega u_{z}$ $=$ $p_{x}+\mathcal{P}\triangle u$,
$\omega_{t}+u\omega_{x}+\omega\omega_{z}$ $=$ $p_{z}-P\mathcal{R}\theta+P\Delta\omega$,

$u_{x}+\omega_{z}$ $=$ $0,$

$\theta_{t}+\omega+u\theta_{x}+\omega\theta_{z}$ $=$ $\triangle\theta$

(1)

の定常問題を考える. ここで $(u, \omega),$ $p,$
$\theta$ はそれぞれ流速場, 圧力場, 自明な温度場からの距離

をあらわす. また $\mathcal{P}$ と $R$ はそれぞれ Prandtl数, Rayleigh数とよばれる無次元数である.
連続の式 $u_{x}+\omega_{z}=0$ が満たされるように流れ関数 $\Psi$ を用いて流速場を $(u, \omega)=(-\Psi_{z}, \Psi_{x})$

と表現し, (1) の第 1 式を $z$ で, 第 2 式を $x$ で微分することにより圧力項を消去する. さらに
$\ominus:=\sqrt{\mathcal{P}\mathcal{R}}\theta$ とおくことで次の定常熱対流問題を導く :

$\{$

$\mathcal{P}\Delta^{2}\Psi$ $=$ $\sqrt{P\mathcal{R}}\ominus_{x}-\Psi_{z}\Delta\Psi_{x}+\Psi_{x}\Delta\Psi_{z}$ in $\Omega$ ,
$-\Delta\ominus$ $=$ $-\sqrt{PR}$ \Phi x+\Phi z\ominus エー $\Psi_{x}\Theta_{z}$ in $\Omega$ .

(2)

ここで領域 $\Omega$ は $\{0<x<2\pi/a, 0<z<\pi\},$ $a>0$ は与えられた正定数とする. 境界条件と
して, $z=0,$ $z=h$ において接線応力が 0 となる自由表面, $x=0,$ $x=2\pi/a$ において周期境

界条件を仮定する. さらに, $\Psi$ は $x$ に関して奇関数, $\ominus$ は $x$ に関して偶関数であるとする (e各
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2 不動点定式化

想定した境界条件から (2) の解 $(\Psi, )$ の形を次のように仮定して考える:

$\Psi=\sum_{m=1}^{\infty}\sum_{n=1}^{\infty}A_{mn}\sin(amx)\sin(nz)$ , $\Theta=\sum_{m=0}^{\infty}\sum_{n=1}^{\infty}B_{mn}\cos(amx)\sin(nz)$ . (3)

(3) の形より, $k\geq 0$ に対する関数空間を以下で定義する:

$X^{k}:= \{\Psi=\sum_{m=1}^{\infty}\sum_{n=1}^{\infty}A_{mn}\sin(amx)\sin(nz)|A_{mn}\in R$, $\sum_{m=1}^{\infty}\sum_{n=1}^{\infty}((am)^{2k}+n^{2k})A_{mn}^{2}<\infty\}$ ,

$\mathrm{Y}^{k}:=\{\Theta=\sum_{m=0}^{\infty}\sum_{n=1}^{\infty}B_{mn}\cos(amx)\sin(nz)|B_{mn}\in R$ , $\sum_{m=0}^{\infty}\sum_{n=1}^{\infty}((am)^{2k}+n^{2k})B_{mn}^{2}<\infty\}$ .

$X^{k},$ $\mathrm{Y}^{k}$ は $H^{k}(\Omega)$ の閉部分空間である. 次に, 近似空間 $S_{N}^{(1)},$ $S_{N}^{(2)}$ を

$S_{N}^{(1)}:= \{\Psi_{N}=\sum_{m=1}^{M_{1}}\sum_{n=1}^{N_{1}}|\hat{A}_{mn}\sin(amx)\sin(nz)$ , $\hat{A}_{mn}\in R\}$ ,

$S_{N}^{(2)}:= \{\Theta_{N}=\sum_{m=0}^{M_{2}}\sum_{n=1}^{N_{2}}|\hat{B}_{mn}\cos(amx)\sin(nz)$, $\hat{B}_{mn}\in R\}$

で定義する. (2) の右辺の非線形項を

$\{$

$f_{1}(\Psi, \Theta)$ $:=$ $\sqrt{\mathcal{P}\mathcal{R}}\Theta_{x}-\Psi_{z}\Delta\Psi_{x}+\Psi_{x}\Delta\Psi_{z}$,

$f_{2}(\Psi, \Theta)$ $:=$ $-\sqrt{PR}\Psi_{x}+\Psi_{z}\Theta_{x}-\Psi_{x}\Theta_{z}$

とおき, Fourier-Galerkin 法による近似解 $(\hat{\Psi}_{N},\hat{\Theta}_{N})\in S_{N}^{(1)}\cross S_{N}^{(2)}$ を有限次元非線形方程式

$\{$

$\mathcal{P}(\Delta^{2}\hat{\Psi}_{N}, v_{N}^{(1)})_{L^{2}}$ $=$ $(f_{1}(\hat{\Psi}_{N},\hat{\Theta}_{N}),$ $v_{N}^{(1)})_{L^{2}}$ $\forall v_{N}^{(1)}\in S_{N}^{(1)}$ ,
$-(\Delta\hat{\Theta}_{N}, v_{N}^{(2)})_{L^{2}}$ $=$ $(f_{2}(\hat{\Psi}_{N},\hat{\Theta}_{N}),$ $v_{N}^{(2)})_{L^{2}}$ $\forall v_{N}^{(2)}\in S_{N}^{(2)}$

(4)

を数値的に解くことによって決定する. ただし $(\cdot, \cdot)_{L^{2}}$ は $\Omega$ 上の $L^{2}$ 内積とする. ここで $(\hat{\Psi}_{N},\hat{\Theta}_{N})$

は $S_{N}^{(1)}\cross S_{N}^{(2)}$ の元であれば必ずしも (4) を正確に満たす必要はないことに注意する.
$(\hat{\Psi}_{N},\hat{\Theta}_{N})$ を用い, $(\Psi, \Theta)$ を

$\Psi=\hat{\Psi}_{N}+w^{(1)}$ , $\ominus=\hat{\Theta}_{N}+w^{(2)}$

と書き表すことで, (2) と同値な残差形式の方程式

$\{$

$\mathcal{P}\Delta^{2}w^{(1)}$
$=$ $f_{1}(\hat{\Psi}_{N}+w^{(1)},\hat{\Theta}_{N}+w^{(2)})-\mathcal{P}\Delta^{2}\hat{\Psi}_{N}$ in $\Omega$ ,

$-\Delta w^{(2)}$ $=$ $f_{2}(\hat{\Psi}_{N}+w^{(1)},\hat{\Theta}_{N}+w^{(2)})+\Delta\hat{\Theta}_{N}$ in $\Omega$

(5)

を得る. 以降は $(w^{(1)}, w^{(2)})$ の存在検証について考える.

$w$ $:=$ $(w^{(1)}, w^{(2)})$ ,
$h_{1}(w)$ $:=$ $f_{1}(\hat{\Psi}_{N}+w^{(1)},\hat{\Theta}_{N}+w^{(2)})-\mathcal{P}\Delta^{2}\hat{\Psi}_{N}$ ,
$h_{2}(w)$ $:=$ $f_{2}(\hat{\Psi}_{N}+w^{(1)},\hat{\Theta}_{N}+w^{(2)})+\Delta\hat{\Theta}_{N}$ ,

$h(w)$ $:=$ $(h_{1}(w), h_{2}(w))$
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とお $\langle$ . Sobolev の埋め込み定理と $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の形より, 眉ま $X^{3}\cross \mathrm{Y}^{1}$ から $X^{0}\cross \mathrm{Y}^{0}$ への連続写像で
あり, 有界集合を有界集合に写す. 次に, 任意の $(g’ \mathrm{t}g_{2})\mathrm{C}X^{0}\mathrm{x}Y^{0}$ に対し, (5) の線形問題

$\{$

$P\Delta^{2}\overline{\Psi}$ $=$ $g_{1}$ in $\Omega$ ,
$-\triangle\ominus-$ $=$ $g_{2}$ in $\Omega$

(6)

は一意の解 $(\overline{\Psi},\overline{\Theta})\in X^{4}\cross \mathrm{Y}^{2}$ を持つ. ここで, $(g_{1}, g_{2})$ から $(\overline{\Psi}, \ominus)-$ への対応に埋め込み $H^{4}(\Omega)\cross$

$H^{2}(\Omega)arrow H^{3}(\Omega)\cross H^{1}(\Omega)$ まで含めた写像を $K$ とおくと, $K$ は $X^{0}\cross \mathrm{Y}^{0}$ から $X^{3}\cross \mathrm{Y}^{1}$ への

compact 写像となる. したがって (5) は $X^{3}\cross \mathrm{Y}^{1}$ 上の compact 作用素 $F:=K\circ h$ Iこ対する不動

点問題
$w=Fw$ (7)

と同値であり, Schauder の不動点定理が適用できる. すなわち, 空でない有界凸閉集合 $W\subset$

$X^{3}\cross \mathrm{Y}^{1}$ に対し
$FW\subset W$

が成り立つならば, (7) の不動点が $W$ 内に存在する. このような条件を満たすことが期待される

「候補者集合」 を計算機内で実現するアルゴリズムの構或方法については [7] を参照されたい.

3 数値例

計算は Compaq Alpha Server GS320 (Alpha 21264731MHz; Tru64 UNIX V5.1) で行なった.

計算における丸め誤差を考慮するため, Fortran V5.4-1283 に Fortran 90 の区間演算ライブラリ
INTLIB-90[5] を実装した. 以下の数値例は $\mathcal{P}=10$ での検証例である.

3.1 自明解

定常熱対流問題 (2) はすべての $\mathcal{P},$ $R$ に対して自明解 $\Psi=\ominus=0$ をもつ. また, ある臨界

Rayleigh数 $Rc$ より小さい $R$ では非白明解が存在しないことが知られている [4].
$\ominus$ は白明な温度場からの擾乱を意味する. 熱対流問題の温度場 $\theta^{*}$ は

$\theta^{*}=\delta T(1-z/\pi-\ominus/\sqrt{\mathcal{R}\mathcal{P}}\pi)+T$

で表現される [1]. ここに $T$ は $z=\pi$ での, $T+\delta T$ は $z=0$ での流体の温度である. 図 1 は $=0$
の場合の等温場である.

図 1: $\ominus=0$ の時の等温場

以下, 等温場の図は $T=0,$ $\delta T=5$ とした場合の図 1 の自明解に擾乱を加えた $\theta^{*}$ で表す.
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3.2 $\Xi \mathrm{B}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}h\backslash \grave{\mathfrak{g}}\emptyset \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}19\mathbb{R}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}$

Rayleigh は 1916 年に線形化安定問題を解くことにより, 臨界 hyleigh数が

$Rc= \inf_{m,n}\frac{(a^{2}m^{2}+n^{2})^{3}}{a^{2}m^{2}}=6.75$ $(m=1,n=1,a=1/\sqrt{2})$

であることを示した. 図 2 は $\mathcal{P}=10,$ $\mathcal{R}=50,$ $M_{1}=N_{1}=10$ とした近似解の速度場
である. 自明解からの分岐解と思われる非自明な解が 2 っ得られた. 図中の $\hat{A}_{\dot{\iota}j}$ は, 近似解

$\hat{\Psi}_{N}=\sum_{m=1}^{M_{1}}\sum_{n=1}^{N_{1}}\hat{A}_{mn}\sin(amx)\sin(nz)$ の係数の中での絶対値最大なものである.
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$\hat{A}_{11}\approx 15.37$ $\hat{A}_{11}\approx-15.37$

図 2: 自明解からの第 1 分岐解 (速度場)

図 3, 4 は $T=0,$ $\delta T=5$ とした時の等温場である.

$R=7$

$R=10$

$R=20$

$R=30$

$\mathcal{R}=40$

$R=50$
図 3: 自明解からの第 1 分岐解 (等温場)
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$\mathcal{R}=60$

$R=70$

$R=80$

図 4: 白明解からの第 1 分岐解 (等温場) 続き

3.3 自明解からの第 2 分岐解

Rayleigh $\text{数}$

$R= \frac{(a^{2}m^{2}+n^{2})^{3}}{a^{2}m^{2}}=13.5$ $(m=2, n=1, a=1/\sqrt{2})$ ,

付近から自明解からの 2番目の分岐解と思われる非自明解が得られた. 図 5 は $\mathcal{P}=10,$ $\mathcal{R}=50$ ,

$M_{1}=N_{1}=10$ とした近似解の速度場である.

$\hat{A}_{21}\approx-7.026$ $\hat{A}_{21}\approx 7.026$

図 5: 自明解からの第 2 分岐解 (速度場)

図 6, 7 は $T=0,$ $\delta T=5$ とした時の等温場である.

$\mathcal{R}=14$

$\mathcal{R}=20$

$R=30$

図 6: 自明解からの第 2 分岐解 (等温場)
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3.4 自明解からの第 3分岐解

Rayleigh a
$R= \frac{(a^{2}m^{2}+n^{2})^{3}}{a^{2}m^{2}}=1331/36$ $(m=3,n=1, a=1/\sqrt{2})$ ,

付近から自明解からの 3番目の分岐解と思ゎれる非自明解が得られた. 図 8 は $\mathcal{P}=10,$ $\mathcal{R}=50$ ,
$M_{1}=N_{1}=10$ とした近似解の速度場である.

$—\sim-\sim--------rightarrow\sim-----\sim---$
$I’-\sim\backslash \prime\prime-\backslash \backslash 4’-\backslash \backslash \prime\prime-\backslash 14’\sim\backslash \prime\prime-\backslash \backslash \iota$

’—————————
$\hat{A}_{31}\approx-2.029$ $\hat{A}_{31}\approx 2.029$

図 8: 自明解からの第 3 分岐解 (速度場)

図 9 は $T=0,$ $\delta T=5$ とした時の等温場である.
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$\mathcal{R}=70$

$\mathcal{R}=80$

図 9: 自明解からの第 3 分岐解 (等温場)

35 他の非自明解

Rayleigh数 325 付近で, 白明解からの第 2 分岐解からの分岐と思われる他の非自明解を 4 つ

得た. 図 10 は $\mathcal{P}=10,$ $\mathcal{R}=50,$ $M_{1}=N_{1}=10$ とした近似解の速度場である.
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図 10: 他の非自明解 (速度場)

図 11 は $T=0,$ $\delta T=5$ とした時の等温場である.
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図 11: 他の非自明解 (等温場)

3.6 検証例

図 12 の各点に対応する Rayleigh数において解の存在検証に成功した. ただ 1

$\hat{\Theta}_{N}=\sum_{m=0}^{M_{2}}\sum_{n=1}^{N_{2}}\hat{B}_{mn}\cos(amx)\sin(nz)$

の係数の絶対値最大: $\max_{m,n}\{|\hat{B}_{mn}|\}$ で与えている. また, 横軸の Rayleigh 数は 1
で正規化している.

$arrow R/R_{C}$

図 12: 検証に成功した非自明解
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表 1 は $\mathcal{R}=60,$ $\mathcal{P}=10;N:=M_{1}=M_{2}=N_{1}=N_{2}$ とした場合の具体的な存在検証例であ

る. 近似解 $\hat{\Psi}_{N},$ $\ominus_{N}\wedge$ のまわりで作成した候補者集合 $W_{N}^{(1)},$ $W_{*}^{(1)},$ $W_{N}^{(2)},$ $W_{*}^{(2)}$ に対し, (2) の解
$(\Psi, \Theta)\in X^{3}\cross \mathrm{Y}^{1}l\grave{\grave{>}}$

$\Psi\in\hat{\Psi}_{N}+W_{N}^{(1)}+W_{*}^{(1)}$ ,
$\ominus\in\ominus\wedge$N+WN(2)+W*(2ゝ

の中に存在することが検証できた.

現在のところ, 与えられた Rayleigh数に対する解の存在検証に或功したのみであり, 包み込み

に成功した非自明解が分岐解であるかどうか, また, 分岐点自身の存在検証は今後の課題である.
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