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概要

量子パイこね変換は量子カオス系の理論的モデルの一つである
[2]。 ここでは、量子パイこね変換の記号表現 [4] を用いて、量子パ
イこね変換に従う位置作用素の期待値の時間発展と古典カオス軌道
の間の関係を調べる。 このとき、量子古典対応が対数時間で壊れる、
すなわち、対数時間で古典カオスの特徴を量子系で維持できなくな
ることを厳密に示す [5]。

1 導入

カオスは、複雑で予測困難な振る舞いを示すが、そこには、隠れた規則
が存在していることが知られている。 このカオスを用いれぼ、あるランダ

ムなプロセスを生或することが可能なので、カオスが決定論的な現象と非

決定論的な現象 (確率的な現象) を結ぶ役割を果たしている。 また、 カオ

スには、初期状態に関する鋭敏性という性質がある。 この性質は、 2 つの
状態が最初は非常に近接しているにも関わらず、時間が経つと全く異なる
状態に推移するというものである。すなわち、 カオス現象では、最初のわ
ずかな違いが、後の結果に大きな影響を及ぼすため、 この性質が長期予測
を不可能にしている。
近年、 こうしたカオスの量子系における振る舞いを調べるといった量子
カオスの研究が行われている。量子カオスの研究の一つに、カオス系の量
子古典対応が壊れる時間スケールを見積もるという問題があり、古典カオ
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スの特徴である初期値に対する鋭敏性といった性質が量子系に拡張したと
きに、 どの時刻まで維持できるかを調べるものである。特に、量子古典対
応の時間スケール $T$ をプランク定数屓こ関連した関数 $t_{\hslash}$ として見積もる
ことが重要な問題である。いままでに、時間スケール $T$ の普遍的な形式は
解析的に導出されていないが、多くの数値計算結果から、 $T= \frac{1}{\lambda}\log\frac{c}{\hslash}$ と

なるという予想が報告されている $[9, 3]$ (ただし、 $\lambda$ はリアプノフ指数,C
を比例定数である) 。

ここでは、量子パイこね変換という量子カオスの理論的なモデルに関し
て、量子古典対応の関係式を厳密に導出する。すなわち、量子パイこね変
換に従\rightarrow位置作用素のある期待値の時間発展と古典パイこね変換に従う $x$

軸方向の時間発展め間め対応関係が対数時間で崩れもこどを示す $i\overline{5}]_{8}$

2 古典パイこね変換

古典パイこね変換は、単位平面 $0\leq q,p,$ $\leq 1$ を単位平面自身に変換す
るもので、 以下の写像で定義される。

$(q,p)arrow\{\begin{array}{l}(2q,p/2),(0\leq q\leq 1/2)(2q-1,(p+1)/2),(1/2<q\leq 1)\end{array}$

この写像は、 $p$方向 ( $y$ 軸方向) に単位平面を押しっぷして、押しっぷされ
た単位平面を面積を保存するよう $q$ 方向 ($x$ 軸方向) に関して単位平面が
ら飛び出た部分を切り取って、残りの部分の上に載せるという操作に対応
している。

この古典パイこね変換は 2進表現という単純な記述を持ってぃる $[1]_{\text{。}}$ こ

の表現において、それぞれの点 $(p, q)$ はドットを持った記号列にょって、
次のように表される。

$\xi=\cdots\xi_{-2}\xi_{-1}\xi_{0}.\xi_{1}\xi_{2}\cdots$ (1)

ただし、 $\xi_{k}\in 0,1$ で

$q= \sum_{k=1}^{\infty}\xi_{k}2^{-k},$ $p= \sum_{k=0}^{\infty}\xi_{-k}2^{-k-1}$

記号列 $\xi$ に関するパイこね変換の操作は、 $U\xi=\acute{\xi}$ によって定義されるシ
フト写像 (Bernoulli shift) $U$ で与えられる。ここでは、 $\acute{\xi}_{m}=\xi_{m+1}$ であ

る。すなわち、古典パイこね変換は、全体の記号列を固定したままの状態
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で、 時間 1 ステップ毎に、 ドットを右側に一つシフトする変換とみなすこ
とができる。 $m$ ステップ後には、 $q$ 方向の或分は、

$q_{m}= \sum_{k=1}^{\infty}=\xi_{m+k}2^{-k}$ (2)

となる。 この関係が初期値

$q-=q_{0}= \sum_{k=1}^{\infty}..\xi_{\hslash}2^{-k}$ (3)

に関する古典軌道を与える。

3 量子パイこね変換

量子パイこね変換は、量子化された単位平面の $D$ 次元ヒルベルト空間
上で定義されている [2]。単位平面を量子化するために、それぞれ位置方
向と運動量方向に対応する、 ワイル形式のユニタリー移動作用素 $\hat{U}$ と $\hat{V}$

を $D$次元ヒルベルト空間上に定義する。これらの作用素 $\hat{U}$ と $\hat{V}$ は、次の
正準交換関係にしたがっている .$\cdot$

$\hat{U}\hat{V}=\epsilon\hat{V}\hat{U}$ ,

ただし、 $\epsilon=\exp(2\pi i/D)$ である。作用素 $\hat{U}$ と $\hat{V}$ は

U^=e2\pi iq^フ $\hat{V}=e^{2\pi i\hat{\mathrm{p}}}$ (4)

と書くことができる。整合性を保つために、相空間上における量子スケー
ルを $2\pi\hslash=1/D$ とする. 位置作用素 $\hat{q}$ と運動量作用素 $\hat{p}$ の固有値を反
周期的境界条件 [7] に対応させながら、それぞれ $qj=(j+ \frac{1}{2})/D,$ $j=$

$0,$
$\ldots,$ $D-1,$ $p_{k}=(k+ \frac{1}{2})/D,$ $k=0,$ $\ldots,$ $D-1$ とする。 さらに、 ヒ

ルベルト空間の次元 $D$ として、 $N$ qubits のヒルベルト空間の次元である
$D=2^{N}$ を仮定する。
単位平面をモデル化している $D=2^{N}$ 次元ヒルベルト空間は、 $N$ qubits

$|q_{j}\rangle=|\xi_{1}\rangle\otimes|\xi_{2}\rangle\otimes\otimes\cdots\cdots\cdot\otimes|\xi_{N}\rangle$ , (5)
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が定義される直積空間と同一視される。ただし、 $i \ovalbox{\tt\small REJECT}\sum\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathit{1}}’=_{l}2^{N-1},$ $\mathrm{Q}\epsilon$

$\{0,1\}$ , であり、 それぞれの qubit は基底

$|0\rangle=(\begin{array}{l}10\end{array}),$ $|1\rangle=(\begin{array}{l}01\end{array})$

を持つ。 $q_{j}$ を 2 進少数として、 $q\mathrm{J}^{\cdot}=0.\xi_{1}\xi_{2}\ldots\xi_{N}1$ と書くことができる。
反周期的境界条件から由来する位相要素 $e^{1\pi/2}$

.
のため [4]、

$|.\xi_{1}\xi_{2:}$ :. $\xi_{N}\rangle$
$-\equiv e^{i\pi/\grave{2}}|q_{j}.$ ) (6)

と定義すると、位置作用素と運動量作用素の固有ベクトルは、互いにフー
リエ変換を通して関係付けられる .$\cdot$ $F|qk\rangle$ $=|pk\rangle$ .
位置作用素 $|.\xi_{n+1}\ldots\xi_{N}\xi_{n}\ldots\xi_{1}\rangle$ の最も右の $n$ ビットに対してのみフー

リエ変換を適用することによって、次の状態の族を得る [4]。

$|\xi_{1}\ldots\xi_{n}.\xi_{n+1}\ldots\xi_{N}\rangle$ $\equiv$ $\frac{1}{\sqrt{2^{n}}}|\xi_{n+1}\rangle\otimes\cdots\otimes|\xi_{N}\rangle$

$\otimes(|0\rangle+e^{2\pi i(0.\xi_{1}1)}|1\rangle)$

$\otimes(|0\rangle+e^{2\pi}|:(0.\epsilon_{2}\epsilon_{1}1)1\rangle)$

$\otimes\cdots$

$\otimes(|0\rangle+e^{2:(0.\xi_{r*}\ldots\xi_{1}1)}|\pi 1\rangle)$ , (7)

ただし、 $1\leq n\leq N-1$ である。与えられた $n$ に対して, これらの状態は、

正規直交基底を作る。状態 (7) は、位置と運動量の両方において、局所化さ
れる: 幅 $1/2^{N-n}$ の位置領域において局所化され、位置 $q=0.\xi_{n+1}\ldots\xi_{N}1$

となり、幅 $1/2^{n}$ の運動量領域において同様に局所化され、$p=0.\xi_{n}\ldots\xi_{1}1$

となる。
いま、 $n$ を $0\leq n\leq N-1$ とすると、 それぞれの $n$ に対して、量子パ

イこね変換は

$B_{n}|\xi_{1}\ldots\xi_{n}.\xi_{n+1}\ldots\xi_{N}\rangle=|\xi_{1}\ldots\xi_{n+1}.\xi_{n+2}\ldots\xi_{N}\rangle$ , (8)

によって定義される [4]。すなわち、量子パイこね変換は、 ドットの位置を

一つ右にシフトする変換で表される。特に、$n=N-1$ に対して、 $B_{N-1}$

は、 オリジナルの量子パイこね変換である [2]。 また、 相空間の言葉で説

明すれぼ、量子パイこね変換 $B_{n}$ は、 $q$ 方向に引き伸ぼし、 $p$方向で折り
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たたみながら、 $(q,p)=(0.\xi_{n+1}\ldots\xi_{N}1,0.\xi_{n}\ldots\xi_{1}1)$ で局所化された状態
を $(q’,p’)=(0.\xi_{n+2}\ldots\xi_{N}1,0.\xi_{n+1}\ldots\xi_{1}1)$ で局所化された状態に移す写
像とみなすことができる。
以下では、 $n=0$ に対する量\mp パイこね変換 $B_{0}$ のみを考察する。量子

パイこね変換 $B_{0}$ は、 次の行列或分を持つユニタリー作用素 $T$ で表され
る [8]:

$\langle\xi|T|\eta\rangle=\frac{1-i}{2}\exp(\frac{\pi}{2}i|\xi_{1}-\eta_{N}|)\prod_{k=2}^{N}\delta(\xi_{k}-\eta_{k-1})$ , (9)

ただし、 $|\xi\rangle$ $\underline{\infty}|\xi_{-1}\xi.2\cdot\iota*\xi.N\rangle$ , $|\eta$ ) $–arrow..\sim|\eta_{1}\overline{\eta}_{\dot{2}ll\iota}\eta_{N}\rangle$ であり $\backslash \overline{\delta}(x)$ は
$\backslash$

$\mathrm{K}\mathrm{r}\mathrm{o}\approx$

necker symbol, $\delta(0)=0:\delta(x)=0,$ $x\neq 0$ である。

4 期待値

ある状態ベクトル $|\xi\rangle$ に関する時刻 $m=0,1,$ $\ldots$ の位置作用素 $\hat{q}$ の期
待値

$r_{m}^{(N)}=\langle\xi|T^{m}\hat{q}T^{-m}|\xi\rangle$ (10)

を考える。 ただし、 $|\xi\rangle$ $=|\xi_{1}\xi_{2}\ldots\xi_{N}\rangle$ である。

最初に、期待値 $r_{m}^{(N)}$ の導出結果を示す。 このとき、位置作用素 $\hat{q}$ の期

待値の力学と相空間上の $q$ 方向の値 $q_{m}$ (式 (2)) を比較し、量子パイこね
変換に対する量子古典対応が対数時間で消失することを示す。
式 (9) によって、 $m=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$ に対して、

$\langle\xi|T^{m}|\eta\rangle=(\frac{1-i}{2})^{m}(\prod_{k=1}^{N-m}\delta(\xi_{m+k}-\eta_{k}))(\prod_{l=1}^{m}\exp(\frac{\pi}{2}i|\xi\iota-\eta N-m+\iota|))$

(11)

を導くことができる。 また、 $m=N$ に対しては、

$\langle T^{N}\rangle=(\frac{1-i}{2})^{N}(\prod_{l=1}^{N}\exp(\frac{\pi}{2}i|\xi_{l}-\eta\iota|))$ (12)

このとき、次の定理が成立する [5]
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$\mathrm{E}\mathrm{E}4.1m(0\leq m\leq N)l_{\vee}^{\sim}\mathrm{H}\backslash 1_{\vee}T_{\backslash }$

$r_{n}^{(N)}= \langle\xi|T^{m}\hat{q}T^{m}|\xi\rangle=\sum_{k=1}^{N-m}\frac{\xi_{m+k}}{2^{k}}+\frac{1}{2^{N-m+1}}$ (13)

が成立する。 また、 $m=N$ に対して

(N) 1
$r_{N}$

$=\overline{2}$
(14)

が成立する。

5 時間スケール

この節では、量\mp パイこね変換の量子古典対応を考察する。 $2^{N}=1/\hslash$

であるので、極限 $\hslasharrow 0$ が極限 $Narrow\infty$ に対応する。 したがって、定理
4.1 と式 (2) から、 $\hslasharrow 0$ のとき、量子系における期待値と古典軌道の間
に対応関係 .$\cdot$

$\lim r_{m}^{(N)}=q_{m},$ $m=0,1,$ $\ldots$

N\rightarrow �

があることがわかる。 また、定理 4.1 と式 (2) から、以下の命題を得る [5]

命題 5.1 $r_{m}^{(N)}$ を位置作用素の時刻 $m$ での期待値、 $q_{m}$ を古典軌道、すな
わち、 $q_{m}= \sum_{k=1}^{\infty}\xi_{m+k}2^{-k}$ とする。 このとき、任意の $m(0\leq m\leq N)$

に対して、

$q_{m}-r_{m}^{(N)}= \sum_{j=N-M+1}^{\infty}\xi_{m\dagger j}2^{-j}-\frac{1}{2^{N-m+1}}$ (15)

が成立する。

さらに、量子における期待値と古典軌道の違いに関して、次の関係式が
成立する。 [5]

命題 5.2 $q_{m}$ と $r_{m}^{(N)}$ を上記の命題と同じであると仮定する。このとき、
任意の $\xi=\xi_{1}\xi_{2}\ldots$ と $m(0\leq m\leq N)$ に対して、

$|r_{m}^{(N)}-q_{m}| \leq\frac{1}{2^{N-m+1}}$ (16)

が成立する。
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命題 52 は、 量 パイこね変換に対する量 古典対応を示した関係式で
ある。 $h\ovalbox{\tt\small REJECT} 1/2^{N}$ なので、 式 (16) は

$|r_{m}^{(N)}-q_{m}| \leq\frac{1}{2^{N-m+1}}=\hslash 2^{m-1}$ (17)

と書くことができる。特に、 $m=0$ では

$|r_{0}^{(N)}-q_{0}| \leq\frac{\Gamma\iota}{2}$ (18)

である。ただし、 $\xi=\xi_{1}\xi_{2}\ldots$ である。
いま、 $\hslash=1/2^{N}$ であり、古典パイこね変換のリアプノフ指数 $\lambda$ は $\lambda=1$

であるので、 $N= \frac{1}{\lambda}\log_{2}\frac{1}{\hslash}$ は対数時間 $t_{\hslash}$ に対応する。 したがって、式 (17)
は、 対数時間 $t_{\hslash}$ までの量子パイこね変換に対する量子古典対応の厳密な
関係式であることを示している。

6 まとめ

ここでは、量\mp パイこね変換に対する位置作用素の期待値の厳密な計算

式を求め、対数時間 $t_{\hslash}$ までの、量子パイこね変換に対する量子古典対応
の関係式を導出した。
今回考察した量\mp パイこね変換のモデルは、最も量\mp 化が単純なモデル

であったので、文献 [4] で提案されているより複雑な量子化により導入さ
れた量子パイこね変換に対して同様の量子古典対応の関係式を導出した
い。 また、 今回のモデルに対する、対数時間 $t_{\hslash}$ 以降の時刻の量子パイこ
ね変換に対する位置作用素の期待値と古典軌道の関係については、文献
[6] で考察されている。
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