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負曲率多様体の典型的な例である実双曲型空間や複素双曲型空間は, Euclid 空間内の領域とし
て実現することができる. 実際, 実双曲型空間 $RH^{m}$ は $m$ 次元実 Euclid 空間 $R^{m}$ 内の単位開球体
$B^{m}=\{x\in R^{m}||x|<1\}$ に Poincare’計量とよばれる Riemann 計量をあたえたものとして, また
複素双曲型空間 $CH^{m}$ は $m$ 次元複素 Euclid 空間 $C^{m}$ 内の単位開球体 $B^{2m}=\{z\in C^{m}||z|<1\}$

に Bergman 計量とよばれる K\"ahler 計量をあたえたものとして実現され, これらの開球体の境界
である $m-1$ および $2m-1$ 次元の単位球面 $S^{m-1}$ と $S^{2m-1}$ は, $RH^{m}$ および $CH^{m}$ の理想境界
として, それぞれの多様体の無限遠点のなす集合と同一視される.

Carnot 空間 $M=(G, g)$ は, このような実双曲型空間や複素双曲型空間の一般化として定義され
る負曲率等質 Riemann 多様体であり, Carnot 群とよばれる次数っき巾零 Lie 群 $N$ の 1 次元可解
拡大 $G=N\mathrm{x}R$ に左不変負曲率 Riemann 計量 $g$ をあたえたものとしてえられる. また, Carnot
空間 $l\mathrm{I}_{i}f$ の無限遠点のなす集合は Carnot 群 $N$ の 1 点コンパクト化と自然に同一視され, $M$ の理
想境界をあたえる.

本稿では, このような Carnot 空間の間の固有 (proper) な調和写像の理想境界 (無限遠境界) の

まわりでの漸近挙動および無限遠境界値と Carnot 群の構造との関係につぃて論じる.

1 調和写像の定義

$M=(M, g)$ と $M’=(M’, g’)$ をそれぞれ $m$ および $m’$ 次元 Riemann 多様体とし, $u:Marrow M’$
を $M$ から $M’$ への $C^{2}$ 級写像とする. 写像 $u$ の微分 du : $TMarrow TM’$ に対して, $X,$ $\mathrm{Y}\in\Gamma(TM)$

を $M$ 上のベクトル場とし, $\nabla^{T\Lambda I}$ と� $u^{-l}T\Lambda I’$ をそれぞれ $\Lambda f$ の Levi-Civita 接続および $M’$ の

Levi-Civita 接続の $u$ による 61き戻しとするとき, du の共変微分� du が

� du $(X, \mathrm{Y})=\nabla_{X}^{u^{-1}T\mathrm{A}I’}$du(Y)–du $(\nabla_{X}^{T\Lambda I}\mathrm{Y})$

で定義される. $u$ が等長的はめ込みのとき, � du は Riemann 部分多様体 $u(M)\subset M’$ の第 2 基本
形式に他ならない. そこで, Riemann 部分多様体の場合の平均曲率ベクトル場の一般化として, 写
像 $u$ のテンション場とよばれる $u$ に沿ったベクトル場 $\tau(u)\in\Gamma(u^{-1}T\Lambda f)$ を, $\{E_{i}\}$ を $\Lambda f$ 上の正規
直交標構ベクトル場として

$\tau(u)=\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}_{g}\nabla du=\sum_{i=1}^{m}\nabla du(E_{i}, E_{i})$

で定義することができる. このテンション場 $\tau(u)$ が恒等的に零ベクトル場となるとき, $u$ を $M$ か

$\underline{\overline{\mathrm{b}}M’\text{への}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\overline{-}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\Xi \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}}$(harmonic map)& いう.
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$M$ の局所座標系 $(x^{i})$ および $\Lambda I’$ の局所座標系 $(x^{\prime\alpha})$ のもとで, $\Lambda f$ と $M’$ の Riemann 計量 $g$ と

$g’$ はそれぞれ

$g=. \cdot,\sum_{j=1}^{m}g_{1j}.dx^{:}\ ^{j}$ , $g’= \sum_{\alpha,\beta=1}^{m’}g_{\alpha\beta}’dx^{\prime\alpha}dx^{\prime\beta}$

と表示され, 写像 $u$ は

$u(x)=(u^{1}(x^{1}, \cdots,x^{m}),$ $\cdots,u^{m’}(x^{1}, \cdots,x^{m}))=(u^{\alpha}(x^{:}))$

とあらわすことができる. このとき

$e(u)=|du|^{2}= \sum_{\dot{l},\mathrm{j}=1}^{m}\sum_{\alpha,\beta=1}^{m’}g^{\dot{l}j}g_{\alpha\beta}’(u)\frac{\partial u^{\alpha}}{\partial x^{\dot{l}}}\frac{\partial u^{\beta}}{\partial x^{j}}$

で定義される $C^{1}$ 級関数 $e(u)$ : $Marrow R$ を $u$ のエネルギー密度といい, $M$ の相対コンパクトな領

域 $\Omega\subset\subset\Lambda f$ に対して, $\Omega$ 上で $e(u)$ を積分した値

$E_{\Omega}(u)= \frac{1}{2}\int_{\Omega}e(u)d\mu_{g}$

を $u$ の $\Omega$ でのエネルギーという. ここに $\mu_{g}$ は Riemann 計量 $g$ から $M$ 上に定義される標準的な

測度をあらわす.
$\Lambda f$ から $M’$ への $C^{2}$ 級写像全体のなす空間を $C^{2}(M, M’)$ とするとき, 写像のエネルギー $E_{\Omega}(u)$

は写像空間 $C^{2}(M, M’)$ 上の汎関数を定義していると考えられる. このとき, 調和写像はこのエネ

ルギー汎関数 $E_{\Omega}$ : $C^{2}(\Lambda f, \mathrm{A}f’)arrow R$ の臨界点をあたえる写像に他ならない. すなわち調和写像の

定義方程式 $\tau(u)=0$ は, このエネルギー汎関数の Euler-Lagrange 方程式

$\Delta u^{\alpha}+\sum_{i,j=1}^{m}\acute{\sum_{\beta,\gamma=1}^{m}}g^{ij}\Gamma_{\beta\gamma}^{\alpha}(u)\frac{\partial u^{\beta}}{\partial x^{i}}\frac{\partial u^{\gamma}}{\partial x^{j}}=0$ , $\alpha=1,$ $\cdots,m’$ (1)

に他ならない. ここで, $\Delta$ は $M$ 上の Laplace-Beltrami 作用素であり, $\Gamma_{\beta\gamma}^{\alpha}$ は $M’$ 上の Christoffel
の記号をあらわす. (1) 式は $M$ 上の 2 階準線形楕円型偏微分方程式系である. したがって, その

解である $C^{2}$ 級の調和写像は実は $C^{\infty}$ 級写像となることがわかる.
調和写像の例は, 微分幾何学のいろいろな局面にあらわれる. たとえば $M’=R$ のとき, エネ

ルギーは関数 $u:Marrow R$ の Dirichlet 積分に等しく, (1) 式は Laplace の方程式 $\Delta u^{\alpha}=0$ となり,

調和写像 $u$ は調和関数に他ならない. 一方 $M=R$ のとき, エネルギーは曲線 $u$ : $Rarrow M’$ の通

常のエネルギー積分に一致し, (1) 式は測地線の方程式

$\frac{d^{2}u^{\alpha}}{dt^{2}}+\acute{\sum_{\beta,\gamma=1}^{m}}\Gamma_{\beta\gamma}^{\alpha}(u)\frac{du^{\beta}}{dt}\frac{du^{\gamma}}{dt}=0$

となり, 調和写像は $M’$ 上の測地線に他ならない. また $M$ と $M’$ がKihler多様体のときには, $M$

から $\Lambda f’$ への正則 (反正則) 写像が調和写像となることがわかる.

2 固有調和写像

$m(\geq 2)$ 次元完備かつ連結な Riemann多様体 $(M, g)$ が Hadamard多様体であるとは, 単連結か

つ断面曲率がつねに非正であるときをいう. このような多様体の位相構造は非常に単純で, $M$ は
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$m$ 次元 Euclid 空間 $R^{m}$ と微分同相となる. また, Euclid 空間の平行な半直線は同じ無限遠点を定
める (すなわち無限遠点のみで交わっている) と考えられるが, Hadamard多様体の場合にも漸近
する測地的半直線は同じ無限遠点を定めていると考えることにより, 無限遠点のなす集合 $M(\infty)$

を定義することができる ([1]). $M(\infty)$ を Hadamard多様体 $M$ の (幾何学的) 理想境界という. $M$

に理想境界 $M(\infty)$ をつけ加えた集合 $\overline{M}=M\cup M(\infty)$ には, $M$ を稠密な開集合として含む自然な
位相が定義でき, そのもとで $\Lambda f(\infty)$ は $m-1$ 次元球面 $S^{m-1}$ と, また $\overline{\Lambda f}$ は $m$ 次元閉球体 $\overline{B^{m}}$ と

同相となることがわかる. この $\overline{M}$ を $M$ の幾何学的コンパクト化, あるいは Eberlein-O’Neill の
コンパクト化という.

例 1 最も典型的な場合として, $M$ と $M’$ が実双曲型空間である場合について考えてみょう. た
とえば, $m=m’=2$ とし, $M$ と $M’$ を Poincare’の円板モデル

$RH^{2}=(\{z\in C||z|<1\},$ $g_{P}= \frac{4|dz|^{2}}{(1-|z|^{2})^{2}})$

で考えると, 容易にわかるように $RH^{2}$ の 2 つの測地的半直線が漸近的となるのは単位円板の境界
の円周 $S^{1}$ と同じ点で交わる場合に他ならないので, 理想境界 $M(\infty)$ と $M’(\infty)$ は自然に単位円周
$S^{1}$ と同一視できることがわかる.

定義式から容易にわかるように, $|z|arrow 1$ のとき Poincare’計量 $gp$ は発散してしまい, 境界上で
は意味をもたない. いいかえると, 対応する Laplace-Beltra而作用素は理想境界上のすべての点
で退化する偏微分作用素となっている. この状況は, 実双曲型空間の Poincare’の上半平面モデル

$H_{+}=(\{z=x+\sqrt{-1}y\in C|y>0\},$ $g_{H}= \frac{dx^{2}+dy^{2}}{y^{2}})$

を考えると, より理解しやすい. 実際, この上半平面モデルは Cayley 変換 $\Phi$ : $H_{+}arrow RH^{2}$

$\Phi(z)=\sqrt{-1}\frac{z-\sqrt{-1}}{z+\sqrt{-1}}$ , $z\in H_{+}$

によって円板モデルと等長的に対応し, 実軸 $\{z\in C|y=0\}$ は単位円周 $S^{1}$ と 1 点を除いて対応
する. したがって, Cayley 変換 $\Phi$ は Poincare’の円板モデルの理想境界 $S^{1}$ のまわりでの座標近傍
を定義していると考えることができる. いいかえると, Poincare’の円板モデル $M=RH^{2}$ の幾何
学的コンパクト化 $\overline{M}=RH^{2}\cup S^{1}$ は, Cayley 変換 $\Phi$ の族を境界のまわりの座標近傍系にとるこ
とにより自然に境界をもつ滑らかな多様体の構造をもち, 上半平面の Poincare’計量 $g_{H}$ はこの座
標近傍系のもとで, 円板の Poincar\’e 計量 $g_{P}$ の境界の近傍での局所表示

$\Phi^{*}(\frac{4|dz|^{2}}{(1-|z|^{2})^{2}})=\frac{dx^{2}+dy^{2}}{y^{2}}$ (2)

に他ならないことがわかる. 次元が高い場合についてもこの事情は同じである.

$M=(M, g)$ と $M’=(M’,g’)$ をともに Hadamard多様体とし, それぞれの幾何学的コンパクト
化 $\overline{M}=M\cup M(\infty)$ と $\overline{M’}=\Lambda.f’\cup M’(\infty)$ を考えよう. $u:Marrow M’$ を $M$ から $\Lambda f’$ への固有な調
和写像とする. ここで $u$ が固有であるとは, $\{p_{j}\}$ を理想境界 $M(\infty)$ へ発散していく $M$ の点列と
するとき, その像 $\{u(p_{j})\}$ がまた $M’$ の理想境界 $\Lambda f’(\infty)$ へ発散していく点列となることを意味す
る. したがって, もし $u$ が幾何学的コンパクト化の間の連続写像 $u:\overline{M}arrow\overline{M’}$ に拡張するならば,

$u$ は $M$ の理想境界 $M(\infty)$ を $M’$ の理想境界 $M’(\infty)$ へ写すことになる. すなゎち, $u$ の境界値と
して理想境界の間の写像

$f=u|M(\infty)$ : $M(\infty)arrow M’(\infty)$
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がえられることになる. 以下, 固有な調和写像 $u$ の理想境界 $M(\infty)$ のまわりでの漸近挙動が, $u$

の境界値 $f$ からどの程度アプリオリに決定されるのかについて調べる.
この問題に関する最初の重要な結果は, Li と Tam [4] により $M$ と $M’$ がともに実双曲型空間

である場合にえられた. すなわち, $M=RH^{m}$ と $M’=RH^{m’}$ の理想境界をそれぞれ単位球面
$S^{m-1}$ およひ $S^{m’-1}$ と同一視するとき, $C^{1}$ 級の境界値に対して調和写像の無限遠点における剛性

ともいうべき次の定理がえられた.

定理 1([4]) $u:M=RH^{m}arrow M’=RH^{m’}$ を実双曲型空間の間の固有な調和写像とし, $u$ は

$C^{1}$ 級の写像 $u:\overline{M}=RH^{m}\cup S^{m-1}arrow\overline{M’}=RH^{m’}\cup S^{m’-1}$ に拡張するものとする. 実双曲型

空間の閉球体モデルにおいて, $(\rho,\eta)=(\rho, \eta^{1}, \ldots,\eta^{m-1})$ と $(r,\theta)=(t \theta^{1}, \ldots, \theta^{m’-1})$ をそれぞれ

$B^{m}$ と $B^{m’}$ における測地的極座標系とし, $u$ を $u(\rho,\eta)=(r(\rho,\eta),\theta(\rho,\eta))$ とあらわす. このとき,

$u$ の $C^{1}$ 級の境界値 $f$ : $S^{m-1}arrow S^{m’-1}$ に対して, $S^{m-1}$ と $S^{m’-1}$ の標準的計量に関する $f$ のエネ

ルギー密度 $e(f)$ がつねに正ならば, $u$ は理想境界 $S^{m-1}$ 上の各点において

$\frac{\partial r}{\partial\rho}=\sqrt{\frac{e(f)}{m-1}}$, $\frac{\partial\theta^{\alpha}}{\partial\rho}=0$, $1\leq\alpha\leq m’-1$ (3)

をみたす.

定理 1 の (3) 式より, $u(\rho,\eta)=(r(\rho, \eta),$ $\theta(\rho, \eta))$ は理想境界 $S^{m-1}$ のまわりで, $\rhoarrow 0$ のとき

$r(\rho,\eta)=1-(1-\rho)\sqrt{e(f)(\eta)/(m-1)}+o(1-\rho)$ ,

$\theta^{\alpha}(\rho,\eta)=f^{\alpha}(\eta)+o(1-\rho)$ , $1\leq\alpha\leq m’-1$

と Tayler展開されることがわかる. この表示をもちいて, Li と Tam は $C^{1}$ 級の境界値をもつ固有

な調和写像の一意性を証明している. すなわち, $u$ と $v$ を $RH^{m}$ から $RH^{m’}$ への固有な調和写像

で, それぞれの幾何学的コンパクト化の間に $C^{1}$ 級の写像として拡張するものとする. このとき,

$u$ と $v$ が同じ境界値 $f$ をもち, かつそのエネルギー密度 $e(f)$ がつねに正ならば, $u$ と $v$ は一致する

ことを示した. しかしながら, 理想境界まで $C^{1}$ 級にのひない調和写像については, 一般に一意性

がなりたつとは限らず, 状況はより複雑となる. 実際, Li と Tam [4] は 2 次元実双曲型空間 $RH^{2}$

の調和微分同相写像の族で, 境界値はすべて恒等写像, かつ理想境界上の 1 点において 1/2 次の

H\"older 連続性でしかのひない例を構成している.

3 負曲率等質多様体

固有な調和写像の漸近挙動をより広い観点から考察するために, 以下 $M=(M,g)$ を $m$ 次元

Hadamard 多様体とし, $\Lambda f$ は等質である, すなわち $M$ の等長変換群 $I(M,g)$ が $M$ 上に推移的に

作用すると仮定しよう.
このとき, 実は $M$ は自然に可解 Lie群の構造をもち, Riemann 計量 $g$ は $M$ 上の左不変計量と

なることがわかる. すなわち, 等質 Hadamard 多様体は群多様体となるわけである. 実際, 等長

変換群 $I(M,g)$ の単位元の連結成分 $I_{0}(M,g)$ 内に, $M$ に単純かつ推移的に作用する可解部分群 $G$

が存在し ([3]), その作用により $M$ と $G$ を同一視することができる.

たとえば, $M$ が非コンパクト型対称 Riemann空間の場合には, $I_{0}(M,g)$ は岩沢分解により半直

積 $N\cdot A\cdot K$ ( $A$ は可換部分群, $N$ は巾零部分群) に分解されるが, ここで極大コンパクト部分群
$K$ はある点 $x\in M$ における $I_{0}(M,g)$ の固定部分群にほかならないので, $G=N\cdot A$ とおいて求め

る可解部分群をえることができる.
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とくに $(M, g)$ の断面曲率が負であれば, 実はこの可解垣 $\mathrm{e}$ 群 $G$ は単連結巾零 Lie 群 $N=[G, G]$
( $G$ の交換子群) と可換群 $R$ の半直積 $N\mathrm{x}R$ となることがわかる. 実際, $G$ の垣 $\mathrm{e}$ 代数 \sim こ対
して導来イデアル $\mathfrak{n}=[\mathfrak{g}, \mathfrak{g}]$ を考えると, $\mathfrak{g}$ が可解であるので $\mathfrak{n}$ は巾零となり, 断面曲率に対す
る仮定より $\mathfrak{n}$ の \sim こおける直交補空間は 1 次元でなければならないことがわかる. すなわち $\mathfrak{g}$ は

$\mathfrak{g}=\mathfrak{n}+R$ と直交直和に分解される. 一方, 可換群 $R$ は対応 $R\ni s\mapsto y=e^{s}\in R_{+}$ にょり半直
線 $R_{+}=\{y\in R|y>0\}$ と微分同相であるから, 微分同相写像

$\Phi$ : $N\cross R_{+}\ni(n, y)\mapsto n\cdot\log y\in G=N\mathrm{x}R$ (4)

のもとで, 結局 $G$ したがって $M$ は多様体として単連結巾零 Lie 群 $N$ と半直線 $R_{+}$ の直積 $N\cross R_{+}$

(半空間モデル) と同一視できることがわかる.
たとえぱ, $(M, g)$ が 2次元実双曲型空間 $RH^{2}$ のときには, $N$ は可換群 $R$ に他ならず, N $\cross$ Rヤ
は上半平面モデル $H_{+}$ と, また (4) における $\Phi$ とこの場合の $G$ の $RH^{2}$ への作用を合成したもの
は前節の Cayley 変換 $\Phi$ : $H_{+}arrow RH^{2}$ と一致する. このことから, 微分同相写像 $\Phi$ は $RH^{2}$ の上

半平面モデルと円板モデルの間の Cayley 変換の一般化と考えることができる.
とくに $(M, g)$ が階数 1 の非コンパクト型対称 Riemann 空間である場合には, このようにしてえ

られる巾零 Lie 群 $N$ は簡単な構造をもつことがわかる. 実際, 次がなりたっ.

例 2([3]) $(M, g)$ を負曲率な連結対称 Riemann 空間とする. このとき, 曲率テンソル $R$ が平
行, すなわち� R $=0$ となることから, 上の考察における $N$ は高々2-step な巾零 Lie 群であるこ
とが導かれる. すなわち $N$ の Lie 代数 $\mathfrak{n}$ について

$[\mathfrak{n}, [\mathfrak{n}, \mathfrak{n}]]=\{0\}$

がなりたつ. いいかえると $\mathfrak{n}$ は可換 Lie 代数に最も近い非可換な巾零 Lie 代数に他ならない.
したがって, $\mathfrak{n}$ の導来イデアルを $\mathfrak{n}_{2}=[\mathfrak{n}, \mathfrak{n}]$ とおき, $\mathfrak{n}_{2}$ の $\mathfrak{n}$ における直交補空間を $\mathfrak{n}_{1}$ とすると

き, $\mathfrak{n}=\mathfrak{n}_{1}+\mathfrak{n}_{2}$ は次数つき Lie 代数の構造をもっ. すなわち, $\mathfrak{n}_{i}=\{0\}(i\geq 3)$ として

$[\mathfrak{n}_{i}, \mathfrak{n}_{j}]\subset \mathfrak{n}_{i+j}$ , $i,j=1,2$

がなりたつ.

しかも, $R_{+}$ の Lie 代数 $R$ の元 $H$ が存在して, 各 $\mathfrak{n}_{i}$ は $H$ に対する随伴表現 $\mathrm{a}\mathrm{d}(H)$ : $\mathfrak{n}arrow \mathfrak{n}$ の

固有値 $\lambda$ および $2\lambda(0\neq\lambda\in R)$ の固有空間となることがわかる. すなわち各 $\mathfrak{n}_{i}$ について

$\mathfrak{n}_{i}=\{X\in \mathfrak{n}|\mathrm{a}\mathrm{d}(H)X=i\lambda X\}$ , $i=1,2$

がなりたつ.

例 2 において, $\mathfrak{n}$ の導来イデアル $\mathfrak{n}_{2}$ の次元は 0, 1, 3, 7 のいずれかに限り, それぞれ実双曲型空
間 $RH^{m}$ , 複素双曲型空間 $CH^{m}$ , 四元数双曲型空間 $HH^{m}$ , Cayley 双曲平面 $\mathrm{C}\mathrm{a}H^{2}$ の場合に対
応している.

例 3 複素双曲型空間 $CH^{m}$ は, $m$ 次元複素 Euclid 空間 $C^{m}$ 内の単位開球体 $B^{2m}$ に Bergman
計量とよばれる K\"ahler 計量 $g_{B}$ をあたえたものとしてえられる. すなわち

$CH^{m}=(\{z\in C^{m}||z|<1\},$ $g_{B}= \sum_{i,j=1}^{m}4\frac{\partial^{2}(-1\mathrm{o}\mathrm{g}(1-|z|^{2}))}{\partial z^{i}\partial\overline{z}^{j}}dz^{i}d\overline{z}^{j})$
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であり, $m=1$ のとき, $CH^{1}$ は実双曲型空間 $RH^{2}$ の Poincare’の円板モデルに他ならない.
実双曲型空間の場合と同様に, 複素双曲型空間 $CH^{m}$ の理想境界 $M(\infty)$ は開球体 $B^{2m}$ の境界

である $2m-1$ 次元単位球面 $S^{2m-1}$ と自然に同一視される. さらに, 特殊ユニタリー群 $SU(1, m)$

が複素双曲型空間 $CH^{m}$ 上に等長変換として働き, たとえば $B^{2m}$ の原点における固定部分群 $K$

は $SU(1, m)$ の極大コンパクト部分群に他ならないことがわかる. 実際, $SU(1, m)$ の岩沢分解は
$SU(1, m)=N\cdot A\cdot K(N$ は Heisenberg群とよばれる 2-step 巾零部分群, $A$ は 1 次元可換部分群,
$K$ は $U(m)$ と同型) であたえられ, $G=N$ )$\mathrm{c}A$ とおいて $CH^{m}$ に単純かつ推移的に働く可解部分
群がえられる ([5]).
巾零部分群 $N$ の Lie 代数 $\mathfrak{n}$ を, 例 2 のように次数つき Lie 代数として $\mathfrak{n}=\mathfrak{n}_{1}+\mathfrak{n}_{2}$ と分解し,

$\mathfrak{n}_{1}$ と $\mathfrak{n}_{2}$ を $N$ の単位元における接空間 $T_{e}N$ の部分空間と同一視するとき, これらは $N$ の左移動
によって, $N$ の接ベクトル束の部分束 (分布) を定める. このとき, 一般化された Cayley 変換

$\Phi$ : $N\cross R_{+}arrow CH^{m}$ のもとで, $CH^{m}$ の理想境界 $S^{2m-1}$ は $N$ の 1 点コンパクト化と同一視さ
れ, この同一視のもとで, $\mathfrak{n}_{1}$ およひ $\mathfrak{n}_{2}$ が理想境界上に定める分布は, $m-1$ 次元複素射影空間
$CP^{m-1}$ 上の Hopf束 $S^{2m-1}arrow CP^{m-1}$ の水平複素部分束およひ垂直部分束とそれぞれ一致する.
したがって, Lie 代数 $\mathfrak{n}$ の部分空間 $\mathfrak{n}_{1}$ と $\mathfrak{n}_{2}$ はそれぞれ理想境界 $S^{2m-1}$ 上の接触構造と $\mathrm{C}\mathrm{R}$構造
を定めていると考えられる.

4 カルノー空間

以上の考察のもとに, 次の定義をおこう.

(1) $G$ は巾零 Lie 群 $N$ と可換群 $R$ の半直積 $N\sim R$である.

(.2) $N$ と $G$ の Lie 代数をそれぞれ $\mathfrak{n}$ およひ $\mathfrak{g}=\mathfrak{n}+R\{H\}$ とするとき,

$\mathfrak{n}=\sum_{i=1}^{k}\mathfrak{n}:$ , $\mathfrak{n}_{i}=\{X\in \mathfrak{n}|\mathrm{a}\mathrm{d}(H)X=i\lambda X\}$ , $i=1,$ $\ldots,$
$k$ (5)

がなりたつ. ここに $\lambda\in R$ は零でない定数である.

定義 1 の条件 (2) と随伴表現 $\mathrm{a}\mathrm{d}(H)$ が Lie代数 $\mathfrak{n}$ 上に微分として作用することから, $\mathfrak{n}=\sum_{\dot{l}=1}^{k}\mathfrak{n}_{\dot{l}}$

は次数つき Lie 代数となることが容易にわかる. すなわち, $\mathfrak{n}:=\{0\}(i>k)$ として

$[\mathfrak{n}_{i}, \mathfrak{n}_{j}]\subset \mathfrak{n}:+j$ , $1\leq i,j\leq k$ (6)

がなりたつ. このような $\mathfrak{n}$ を Lie 代数とする単連結巾零 Lie 群 $N$ は, 一般に $k$-step Carnot 群と
よばれる.

例 2からわかるように, 実双曲型空間 $RH^{m}$ は 1-step Carnot空間であり, 複素双曲型空間 $CH^{m}$ ,

四元数双曲型空間 $HH^{m}$ , Cayley 双曲平面 $\mathrm{C}\mathrm{a}H^{2}$ などは 2-step Carnot 空間である. また 3-step
以上の Carnot 空間は, 対称空間でない負曲率等質 Riemann 多様体の例をあたえる.

$G$ を $k$-step Carnot 空間としよう. 定義 1 において, $G$ には Riemann 計量に関する条件があた
えられていないが, 実は条件 (2) と可解 Lie 群上の負曲率左不変計量の存在に関する Heintze [3]
の判定条件から, このような $G$ はっねに負曲率等質 Riemann 多様体となることがゎかる. 実際,
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$\mathrm{a}\mathrm{d}(H)$ の固有値がすべて正 (または負) であることをもちいて, $G$ 上に断面曲率がすべて負とな
る左不変な Riemann 計量 $g$ を構成することができる.
そこで以下, $G$ にこのような負曲率左不変計量 $g$ を 1 つあたえたものを $M=(G, g)$ であらわし,

単に $k$-step Carnot 空間とよぶことにする.

注意 1 以下, $k$-step Carnot 空間 $M=(G, g)$ に対して, 定義 1 の条件 (2) における $H$ はつね

に長さが 1, すなわち $g(H, H)=1$ であり, かつ随伴表現 $\mathrm{a}\mathrm{d}(H)$ の固有値がすべて正, すなわち
$\lambda>0$ となるように選ぶこととする.

$k$-step Carnot 空間 $M=(G, g)$ はもちろん Hadamard多様体であるから, 理想境界 $M(\infty)$ をっ

け加えて幾何学的コンパクト化 $\overline{M}$ を考えることができる. 一方, 先程みたように $M$ は多様体と
して単連結巾零 Lie 群 $N$ と半直線 $R_{+}$ の直積 $N\cross R_{+}$ に微分同相であるが, このような微分同相
をあたえる写像

$\Phi$ : $N\cross R_{+}\ni(n, y)\mapsto n\cdot\exp sH\in G=N\aleph R$ (7)

は一般化された Cayley変換として, 2 次元実双曲型空間 $RH^{2}$ の場合の Cayley変換 $H_{+}arrow RH^{2}$

と同様に, 理想境界のまわりの座標近傍系の役割を果たす. ここに $s=\log y$ であり, $H$ は注意 1
の条件をみたすとする.

このとき定義 1 の条件 (2) から, このような座標近傍系のもとで, $M$ の Riemann 計量 $g$ は理想
境界のまわりで次のような表示をもつことがわかる.

命題 1([5]) $M=(G, g)$ を $k$-step Carnot 空間とし, $\Phi$ : $N\cross R_{+}arrow G$ を一般化された Cayley
変換とする. このとき

$\Phi^{*}g=\frac{1}{y^{2\lambda}}g_{\mathfrak{n}_{1}}+\frac{1}{y^{4\lambda}}g_{\mathfrak{n}_{2}}+\cdots+\frac{1}{y^{2\lambda k}}g_{\mathfrak{n}_{k}}+\frac{dy^{2}}{y^{2}}$ (8)

がなりたつ. ここに $y$ は半直線 $R_{+}$ の座標関数であり, $\lambda$ は定義 1 の条件 (2) であたえられ, $g_{\mathfrak{n}_{1}}+$

$g_{\mathfrak{n}_{2}}+\cdots+g_{\mathfrak{n}_{k}}$ #ま $N$ 上の左不変 Riemann 計量 $\Phi‘.g|N\cross\{1\}$ をあらわす.

命題 1 の (8) 式より, 随伴表現 $\mathrm{a}\mathrm{d}(H)$ の固有値 $i\lambda$ は $k$-step Carnot 空間の Riemann計量 $g$ の発
散のオーダーに反映され, かつ $g$ は理想境界のまわりで非常に非等方的であることがわかる.

例 4 実双曲型空間 $RH^{m}$ の場合, $N$ は可換群であるので $k=1$ であり, 定義 1 の条件 (2) におけ
る $H$ を標準的に選ぶとき, $\lambda=1$ となる. このとき, $RH^{m}$ の上半空間モデル $R^{m-1}\cross R_{+}\cong N\cross R_{+}$

の標準的座標系 $(x^{1}, \ldots, x^{m-1}, y)$ に関して, Poince’計量 $gp$ は

$\Phi^{*}g_{P}=\frac{1}{y^{2}}[(dx^{1})^{2}+\cdots+(dx^{m-1})^{2}]+\frac{dy^{2}}{y^{2}}$

とあらわされる.

例 5 複素双曲型空間 $CH^{m}$ の場合, 例 3 でみたように $N$ は Heisenberg群であるから $k=2$ で

あり, 定義 1 の条件 (2) における $H$ を標準的に選ぶとき, $\lambda=1/2$ となることがわかる. このとき,

Heisenberg 群 $N\cong C^{m-1}\cross R$ の標準的座標系 $(z^{1}, \ldots, z^{m-1}, t)$ に関して, Bergman 計量 $\mathit{9}B$ は

$\Phi^{*}g_{B}=\frac{1}{y}\sum_{i=1}^{m-1}|dz^{i}|^{2}+\frac{1}{y^{2}}|dt+\sum_{i=1}^{m-1}\sqrt{-1}(z^{i}d\overline{z}^{i}-\overline{z}^{i}dz^{i})/2|^{2}+\frac{dy^{2}}{y^{2}}$

とあらわされる. ここで $dz^{i}$ と $dt+ \sum_{i=1}^{m-1}\sqrt{-1}(z^{i}d\overline{z}^{i}-\overline{z}^{i}dz^{i})/2$は $N$ 上の左不変 1 次微分形式で
あることに注意 ([5]).
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また (8) 式より, $k$-step Carnot 空間 $M=(G,g)$ の半空間モデル $N\cross R_{+}$ において, 半直線 Rヤ
に平行な方向 $\{(n, y)|n=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\}$ は互いに漸近する測地的半直線を定め, このような測地的半直

線族が定める無限遠点を $\infty\in M(\infty)$ とするとき, $M(\infty)\backslash \{\infty\}$ は $N\cross\{0\}$ と同一視されること

が容易に確かめられる. いいかえると, $M$ の理想境界 $M(\infty)$ から 1 点を除くと巾零 Lie群の構造
をもつというわけである.

5 理想境界上の微分構造

\S 3 や \S 4 における一般化された Cayley 変換の定義式 (4) およひ (7) において, 半空間モデル

$N\cross R_{+}$ を構成する際の直線 $R$ と半直線 $R_{+}$ の間の微分同相写像の選ひ方は一意的ではなく, ま

た一般の $k$-step Carnot 空間 $M=(G,g)$ に対してどのような選ひ方が標準的であるのかはアプリ
オリには決められない. 実際, たとえば (4) において $R$ と $R_{+}$ の同一視を R\ni s\mapsto y=e\mbox{\boldmath $\alpha$}\epsilon \in R。
と取れば, 命題 1 における $\Phi^{*}g$ の表示は

$\Phi^{*}g=\frac{1}{y^{2\lambda/\alpha}}g_{\mathfrak{n}_{1}}+\frac{1}{y^{4\lambda/\alpha}}g_{\mathfrak{n}_{2}}+\cdots+\frac{1}{y^{2\lambda k/\alpha}}g_{\mathfrak{n}_{k}}+\frac{1}{\alpha^{2}}\frac{dy^{2}}{y^{2}}$ (9)

となり, Riemann 計量 $g$ は $M$ の理想境界 $M(\infty)$ のまわりで (8) 式の場合とは異なったオーダー

で発散することになる.
さらに, 一般化された Cayley変換 $\Phi$ : $N\cross R_{+}arrow G$ を理想境界 $M(\infty)$ のまわりの座標近傍系と

取るとき, 直線 $R$ を半直線 $R_{+}$ と同一視する指数関数の選ひ方を変えると, 半空間モデル $N\cross R\text{ヤ}$

に対して $M(\infty)$ において異なる微分構造を定義することになる. 実際, $y=e^{s}$ と $y=e^{\alpha s}$ の間の

座標変換は, $\alpha\neq 1$ のとき $y=0$ において微分同相とはならない.

注意 2 $\alpha\in R$ を零でない定数とし, (5) 式における $\lambda$ を $\lambda/\alpha$ に取り替えると, 命題 1 から容易
にわかるように半空間モデル $N\cross R_{+}$ において, Riemann 計量 $g$ は理想境界 $M(\infty)$ のまわりで

(9) 式の場合と同じオーダーで発散することになる.

以上見たように, 定義 1 の条件 (2) における随伴表現 $\mathrm{a}\mathrm{d}(H)$ の固有値は, Carnot空間 $M=(G,g)$

の理想境界 $M(\infty)$ における微分構造と密接に関係する. したがってまた, Carnot 空間の間の固有
な調和写像の理想境界のまわりでの漸近挙動にも大きな影響を及ぼすことになる. その様子をより
詳しく調べる前に, まず次の事実に注意しておこう.

$M=(M, g)$ を例 3 における複素双曲型空間 $CH^{m}$ とし, $M’=(M’,g’)$ を例 1 における実双曲
型空間 $RH^{m’}$ とする. $G$ およひ $G’$ の Lie 代数 $\mathfrak{g}$ と $\mathfrak{g}’$ は, それぞれ次数つき Lie代数として

$\mathfrak{g}=\mathfrak{n}_{1}+\mathfrak{n}_{2}+R\{H\}$ , $\mathfrak{g}’=\mathfrak{n}_{1}’+R\{H’\}$

と分解され, $M$ と $M’$ の半空間モデル $N\cross R_{+}$ およひ $N’\cross R_{+}$ 上で Riemann 計量 $g$ と $g’$ は

$\Phi^{*}g=\frac{1}{y^{2\lambda}}g_{\mathfrak{n}_{1}}+\frac{1}{y^{4\lambda}}g_{\mathfrak{n}_{2}}+\frac{dy^{2}}{y^{2}}$ , $\Phi^{\prime \mathrm{s}}g’=\frac{1}{\nu^{2\mu}}\sum_{\alpha=1}^{m’-1}(dx^{\prime\alpha})^{2}+\frac{d\oint 2}{y^{2}}$,

とあらわされるとする.

ここで, $H$ と $H’$ を例 4 およひ例 5 でみたように標準的に選ぶとき, 随伴表現 $\mathrm{a}\mathrm{d}(H)$ と $\mathrm{a}\mathrm{d}(H’)$

の固有値はそれぞれ $\lambda=1/2$ およひ $\mu=1$ となる. このとき, $M$ から $M’$ への固有調和写像の存
在に関して次が知られる.
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定理 2([9]) $\lambda=1/2$ および $\mu=1$ かつ $m,$ $m’\geq 2$ とする. このとき, $M=CH^{m}$ から

$M’=RH^{m’}$ への固有な調和写像 $u$ : $Marrow M’$ で理想境界まで $C^{1}$ 級の写像として拡張するもの
は存在しない.

しかしながら, $\lambda=\mu=1$ と選び, 一般化された Cayley 変換 $\Phi$ と $\Phi’$ を理想境界のまわりの座
標近傍系と取るとき, $\Phi$ は $M$ の理想境界 $M(\infty)$ 上に新しい微分構造を定義し, 次がなりたつ.

定理 3([2]) $\lambda=\mu=1$ とし, $f$ を理想境界 $M(\infty)=S^{2m-1}$ から $M’(\infty)=S^{m’-1}$ への $C^{1}$ 級

写像とする. このとき, $f$ のエネルギー密度 $e(f)$ がつねに正ならば, $M=CH^{m}$ から $M’=RH^{m’}$

への固有な調和写像 $u:Marrow M’$ で理想境界まで連続, かつ $f$ を境界値とするものが存在する.

6 調和写像の定義方程式

$M=(G, g)$ と $M’=(G’, g’)$ をそれぞれ $k$-step Carnot 空問および $l$-step Carnot 空間とし, $M$

と $M’$ の次元をそれぞれ $m,$ $m’\geq 2$ とする. 定義より, $G$ と $G’$ は $k$-step Carnot 群 $N$ と l-step
Carnot 群 $N’$ の 1 次元可解拡大として, 半直積 $G=N\nu R$および $G’=N’\aleph R$ とあらわされ, $G$

と $G’$ の Lie 代数はそれぞれ

$\mathfrak{n}=\sum_{i=1}^{k}\mathfrak{n}_{i}$ , $\mathfrak{n}_{i}=\{X\in \mathfrak{n}|\mathrm{a}\mathrm{d}H(X)=i\lambda X\}$ , $i=1,$ $\ldots,$
$k$ ,

(10)
$\mathfrak{n}’=\sum_{j=1}^{l}\mathfrak{n}_{j}’$ , $\mathfrak{n}_{j}’=\{X\in \mathfrak{n}’|\mathrm{a}\mathrm{d}H’(X)=j\mu X\}$, $j=1,$ $\ldots,$

$l$

と分解される. ここで $H$ と $H’$ は注意 1 の条件をみたし, 一般化された Cayley変換 $\Phi$ : $N\cross R_{+}arrow G$

および $\Phi’$ : $N’\cross R_{+}arrow G’$ のもとで, Riemann計量 $g$ と $g’$ は半空間モデル $N\cross R_{+}$ および $N’\cross R_{+}$

上で

$\Phi^{*}g=\frac{1}{y^{2\lambda}}g_{\mathfrak{n}_{1}}+\frac{1}{y^{4\lambda}}g_{\mathfrak{n}_{2}}+\cdots+\frac{1}{y^{2\lambda k}}g_{\mathfrak{n}_{k}}+\frac{dy^{2}}{y^{2}}$ ,
(11)

$\Phi^{\prime*}g’=\frac{1}{y^{\prime 2\mu}}g_{\mathfrak{n}_{1}}’’+\frac{1}{y^{\prime 4\mu}}g_{\mathfrak{n}_{2}}’’+\cdots+\frac{1}{y^{\prime 2\mu l}}g_{\mathfrak{n}_{k}}’’+\frac{dy^{\prime 2}}{y2}$,

とあらわされることに注意. ここに $y$ と $y’$ はそれぞれ半直線 $R_{+}$ 上の座標関数をあらわす.

半空間モデル $N\cross R_{+}$ と $N’\cross R_{+}$ において, 半直線 $R_{+}$ と平行な方向が定める無限遠点をそ
れぞれ $\infty$ と $\infty’$ とすると, $M$ と $M’$ の理想境界 $M(\infty)\backslash \{\infty\}$ と $M’(\infty)\backslash \{\infty’\}$ は, それぞれ

$N\cross\{0\}$ および $N’\cross\{0\}$ と自然に同一視される. また, 例 3 でみた複素双曲型空間の場合と同様
に, 次数つき Lie代数としての分解 $\mathfrak{n}=\sum_{i=1}^{k}\mathfrak{n}_{i}$ および $\mathfrak{n}’=\sum_{j=1}^{l}\mathfrak{n}_{j}’$ から, 各部分空間 $\mathfrak{n}_{i}$ と

$\mathfrak{n}_{j}$
’が

それぞれ Carnot 群 $N$ および $N’$ 上に左移動によって定める分布がえられる. 以下, それらを各々

同じ記号であらわすことにする. すなわち $(\mathfrak{n}_{i})_{\mathrm{p}}$ は $\mathfrak{n}$ の部分空間 $\mathfrak{n}_{i}$ を $N$ の左移動で点 $p\in N$ まで

移したものをあらわし, $(\mathfrak{n}_{j}’)_{q}$ は $\mathfrak{n}’$ の部分空間 $\mathfrak{n}_{j}’$ を $N’$ の左移動で点 $q\in N’$ まで移したものをあ
らわす. これらの分布は理想境界 $M(\infty)\backslash \{\infty\}$ および $M’(\infty)\backslash \{\infty’\}$ 上に定義された幾何構造と
みなすことができる.

さて, $u$ : $Marrow M’$ を $M$ から $M’$ への固有な $C^{\infty}$ 級写像としよう. $u$ が $M$ と $M’$ の幾何学的
コンパクト化 $\overline{M}$ および

–

$M’$ の間の写像に拡張されるとき, $u$ の境界値すなわち $u$ が理想境界の間
に誘導する写像を

$f=u|M(\infty)$ : $M(\infty)arrow M’(\infty)$
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とおく. 以下, $u$ が調和写像であるときに, 境界値 $f$ がみたすべき条件を求める.

具体的計算を実行するために, $\Lambda f$ と $M’$ の半空間モデル $N\cross R_{+}$ と $N’\cross R_{+}$ において, 標構

ベクトノレ場 $\{e_{i}\}$ と $\{e_{\alpha}’\}$ を次のように定めよう. まず, $e_{0}=\partial/\partial y$ および $e_{0}’=\partial/\partial y’$ とし, 添え

字 $1\leq A\leq k$ と $1\leq P\leq l$ に対して, $n_{A}=\dim \mathfrak{n}_{A}$ およひ $n_{P}’=\dim \mathfrak{n}_{P}’$ とおく. 次 [こ各 $\mathfrak{n}_{A}$ に対

して, 左不変計量 $g_{\mathfrak{n}_{A}}$ に関する正規直交基底 $\{e_{A}\}:’ 1\leq i\leq n_{A}$ を選ひ, $N$ 上の左不変ベクトル

場に拡張する. このとき, (6) より $[\mathfrak{n}_{A},\mathfrak{n}_{B}]\subset \mathfrak{n}_{A+B}$ であるから, $N$ の構造定数を

$[e_{A},e_{B_{\mathrm{j}}}]:= \sum_{r=1}^{n_{A+B}}a_{A\dot{.}B_{j}}^{(A+B)_{r}}e_{(A+B)_{r}}$ , $1\leq A,$ $B\leq k$

とあらわすことができ, かつ他のブラケット積はすべて自明となることに注意. 同様に, 各 $\mathfrak{n}_{P}’$ に

対して, 左不変計量 $g_{\mathfrak{n}_{P}}’$, に関する正規直交基底 $\{e_{P_{\alpha}}’\},$ $1\leq\alpha\leq n_{P}’$ を選ひ, $N’$ 上の左不変ベクト

ル場に拡張するとき, $N’$ の構造定数は

$[e_{P_{a}}’,e_{Q\rho}’]= \sum_{\gamma=1}^{n_{\acute{P}+Q}}b_{P_{\alpha}Q}^{(P+Q)_{\gamma}},,e_{(P+Q)_{\gamma}}’$ , $1\leq P,$ $Q\leq l$

とあらわすことができ, 他のブラケット積はすべて自明となる.
このように選んだ標構ベクトル場 $\{e_{i}\}$ と $\{e_{\alpha}’\}$ に関して, 写像 $u$ の微分 du およひテンション場

$\tau(u)$ を

$du= \sum_{i=0}^{m-1}\sum_{\alpha=0}^{m’-1}u_{\dot{l}}^{\alpha_{C:}*}\otimes e_{\alpha}’$ , $\tau(u)=\sum_{\alpha=0}^{m’-1}\tau(u)^{\alpha}e_{\alpha}’$

と成分表示する. ここに $\{e_{i}^{*}\}$ は $\{e:\}$ の双対ベクトル場をあらわす.
このとき, 半空間モデル $N\cross R_{+}$ およひ $N’\cross R_{+}$ における Riemann 計量 $g$ と $g’$ の表示式 (11)

からの直接的帰結として, Carnot 空間の間の固有な調和写像の漸近挙動を調べる際の基本的手段
となる, テンション場 $\tau(u)$ に関する次の表示式がえられる.

命題 2 $u:Marrow M’$ を $k$-step Carnot 空間 $M$ から $l$ -step Camot 空間 $M’$ への $C^{2}$ 級写像で, 半

空間モデル $N\cross R_{+}$ を $N’\cross R_{+}$ へ写すものとする. このとき, 上記の標構ベクトル場に関して,

$u$ のテンション場 $\tau(u)$ の成分表示は次であたえられる.

$\tau(u)^{0}=\sum_{i=0}^{m-1}g^{ii}(e_{i}\cdot u_{i}^{0})+(1-\lambda\sum_{A=1}^{k}A\cdot n_{A})yu_{0}^{0}-(y’\circ u)^{-1}\sum_{\dot{l}=0}^{m-1}g^{::}(u_{\dot{l}}^{0})^{2}$

$+ \sum_{i=0}^{m-1}g^{ii}\sum_{=P1}^{l}\mu P(y’\circ u)^{-2\mu P+1}\sum_{\beta=1}^{n_{P}’}(u_{i}^{P\rho})^{2}$ ,

(12)

$\tau(u)^{P_{\alpha}}=\sum_{i=0}^{m-1}g^{\dot{\iota}i}(e:\cdot u_{i}^{P_{\alpha}})+(1-\lambda\sum_{A=1}^{k}A\cdot n_{A})yu_{0}^{P_{\alpha}}-2\mu P(y’\circ u)^{-1}\sum_{\dot{l}=0}^{m-1}g^{::}u_{\dot{l}}^{P_{\alpha}}u_{\dot{l}}^{0}$

$+ \sum_{i=0}^{m-1}g^{ii}\sum_{=Q1}^{l-P}(y’\circ u)^{-2\mu Q}\sum_{=\beta 1}^{n_{Q}’}\sum_{\gamma=1}^{n_{P+Q}’}b_{P_{\alpha}Q\rho}^{(P+Q)_{\gamma}}u_{i}^{Q\rho}u_{i}^{(P+Q)_{\gamma}}$

ここに $1\leq P\leq l$ およひ $1\leq\alpha\leq n_{P}’$ である.

ここで, $g^{\dot{l}j}|\mathrm{h}$ Riemann 計量 $g$ の反変的成分, すなわち $g_{\dot{l}j}=g(e:, e_{j})$ から定まる行列 $(g_{\dot{l}j})$ の

逆行列 $(g^{ij})$ の成分をあらわす. また, (12) 式における $\tau(u)^{P_{\alpha}}$ の第 4 項は, $P=l$ のときには現

れないことに注意.
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7 調和写像の境界値 : $\lambda=\mu$の場合

最初に, (10) において $\lambda=\mu$ である場合, いいかえると (垣) において Riemann 計量 $g$ と $g’$ が

半空間モデルの理想境界 $N\cross\{0\}$ および $N’\cross\{0\}$ のまわりで同じオーダーで発散する場合につ

いて, 固有な調和写像の境界値がみたすべき条件を調べてみよう. 以下, 議論を簡単にするために

$\lambda=\mu=1$ とする.

$u:Marrow M’$ を $k$-step Carnot 空間 $M$ から $l$-step Carnot 空間 $M’$ への固有な $C^{\infty}$ 級写像とし,

$u$ は $N\cross R_{+}$ を $N’$ $\cross$ Rヤヘ写し, かつ理想境界 $N\cross\{0\}$ および $N’\cross\{0\}$ まで $C^{1}$ 級の写像とし

て拡張するとしよう. すなわち

$u\in C^{\infty}(N\cross R_{+}, N’\cross R_{+})\cap C^{1}(N\cross[0, \infty),$ $N’\cross[0, \infty))$

と仮定し, $u$ のテンション場 $\tau(u)$ の理想境界のまわりでの漸近挙動について調べる.
まず, (12) 式 [こおける $\tau(u)$ の成分 $\tau^{0}(u)$ (こ対して, 各整数 $1\leq B\leq l$ について $(y’\circ u)^{2l-1}y^{-2B}$

を考え $yarrow \mathrm{O}$ とすることにより, $\cdot$ 次の補題をえる.

補題 1 $u$ : $Marrow M’$ を $k$-step Carnot 空間 $M$ から $l$-step Carnot 空間 $M’$ への固有な $C^{\infty}$ 級
写像とし, $u\in C^{\infty}(N\cross R_{+}, N’\cross R_{+})\cap C^{1}(N\cross[0, \infty),$ $N’\cross[0, \infty))$ とする. このとき各整数
$1\leq B\leq l$ に対して, テンション場 $\tau(u)$ の成分 $\tau^{0}(u)$ は次をみたす.

(1) $yarrow \mathrm{O}$ のとき, $\tau(u)^{0}\cross(y’\mathrm{o}u)^{2l-1}y^{-2B}$ の最初の 3 項{ま $B<l$ ならば 0[こ収束し, $B=l$

のときは

$-( \sum_{A=1}^{k}An_{A})(u_{0}^{0})^{2l}$

に収束する.

(2) $\tau(u)^{0}\cross(y’\circ u)^{2l-1}y^{-2B}$ の第 4 項は, $m(B, P)= \min\{B+P-l, k\}$ とおくとき

$\sum_{P=l-B+1}^{l}P\sum_{\beta=1}^{n_{P}’}(y^{-B+1}(y’\circ u)^{l-P}u_{0}^{P_{/\mathit{3}}})^{2}$

$+ \sum_{P=l-B+1}^{l}\sum_{A=1}^{m(B,P)}P\sum_{i=1}^{n_{A}}\sum_{\beta=1}^{n_{P}’}(y^{A-B}(y’\circ u)^{l-P}u_{A}^{P,}.’.)^{2}+o(1)$

となる.

とくに $u$ が調和写像ならば, $\tau(u)^{0}=0$ であるから, 補題 1 における $B=1$ の場合より, 固有な
調和写像の $C^{1}$ 級の境界値がみたすべき条件として次がえられる.

補題 2 補題 1 の仮定のもとで, $u$ が調和写像ならば, 理想境界 $N\cross\{0\}$ 上で次がなりたつ.

(1) $l=1$ ならば

$( \sum_{A=1}^{k}An_{A})(u_{0}^{0})^{2}=\sum_{i=0}^{n_{1}}\sum_{\beta=1}^{n_{1}’}(u_{i}^{1_{/d}})^{2}$.

(2) $l>1$ ならば, 任意の $1\leq i\leq n_{1}$ と $1\leq\beta\leq n_{l}’$ に対して

$u_{0}^{l_{l\mathit{3}}}=0$ , $u_{1_{i}}^{l,}’=0$ .
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たとえば, $u$ が複素双曲型空間 $CH^{m}$ の間の固有な調和写像ならば, $k\ovalbox{\tt\small REJECT} l\ovalbox{\tt\small REJECT} 2$ かつ nE 1 であ

るから, 補題 2 の (2) より, 各 1 $\ovalbox{\tt\small REJECT} i\ovalbox{\tt\small REJECT} n$’に対して理想境界上で $uJ\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ となることがわかる. $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ )

いかえると, $CH^{m}$ の半空間モデル $N\mathrm{x}R_{+}$ において, $u$ の $C^{1}$ 級の境界値 $f$ は $N\cross\{0\}$ 上で

$df_{p}((\mathfrak{n}_{1})_{p})\subset(\mathfrak{n}_{1}’)_{[(p)}$, $p\in N\cross\{0\}$

をみたすことがわかる. このことは, 固有な調和写像 $u:CH^{m}arrow CH^{m}$ の境界値 $f$ : $S^{2m-1}arrow$

$S^{2m-1}$ が理想境界 $S^{2m-1}$ 上の接触変換となることを意味する.
一般に, 補題 2 の (2) は次を意味している.

系 1 $u:Marrow M’$ を $k$-step $\dot{\mathrm{C}}$arnot 空間 $M$ から $l$-step Carnot 空間 $M’$ への固有な調和写像と

し, $u\in C^{\infty}(N\cross R_{+}, N’\cross R_{+})\cap C^{1}(N\cross[0, \infty),$ $N’\mathrm{x}[0, \infty))$ とする. このとき $u$ の境界値 $f$

は, 任意の $p\in N\cross\{0\}$ において

$l-1$

$df_{p}(( \mathfrak{n}_{1})_{p})\subset\sum(\mathfrak{n}_{j}’)_{f(p)}$

$j=1$

をみたす.

固有な調和写像 $u$ が, 理想境界までより高い微分可能性をもって拡張する場合には, 補題 1 から

帰納的に次を導くことができる.

系 2 $l\geq 2$ かつ $1\leq r\leq l-1$ とする. $u:Marrow M’$ を $k$-step Carnot 空間 $M$ 力 $\mathrm{a}$ ら l-step Carnot

空間 $M’$ への固有な調和写像とし, $u$ は半空間モデル $N\cross R_{+}$ を $N’\cross R_{+}$ に写し, かつ理想境界

$N\cross\{0\}$ およひ $N’\cross\{0\}$ 上まで $C^{r}$ 級の写像として拡張するとする. このとき, $N\cross\{0\}$ 上で次

がなりたつ.

(1) 任意の $l-r+1\leq P\leq l$ に対して

$e_{0}\cdot u_{0}^{{}_{S}P\rho}=0$ , $0\leq s\leq P-l+r-1$ .

(2) 任意の $l-r+1\leq P\leq l$ と $1 \leq A\leq\min\{P-l+r, k\}$ に対して

$e_{0}\cdot u_{A}^{{}_{S}P\rho}\dot{.}=0$ , $0\leq s\leq P+r-A-l$ .

一方, 写像 $u$ の微分 du の成分 $u_{0}^{0}$ に関して, 補題 1 より理想境界上でなりたつ次の等式がえら

れる.

補題 3 $u:Marrow M’$ を $k$-step Carnot 空間 $M$ から $l$-step Carnot 空間 $M’$ への固有な調和写像

とし, $u$ は半空間モデル $N\cross R_{+}$ を $N’\cross R_{+}$ に写し, かつ理想境界 $N\cross\{0\}$ およひ $N’\cross\{0\}$ 上

まで $C^{l}$ 級の写像として拡張するとする. このとき, $N\cross\{0\}$ 上で次がなりたつ.

$( \sum_{A=1}^{k}An_{A})(u_{0}^{0})^{2l}-\sum_{P=1}^{l}P\sum_{\beta=1}^{n_{P}’}\{(l-1)!\}^{-2}(e_{0}^{l-1}\cdot((y’\circ u)^{l-P}u_{0}^{P,}’))^{2}$

- $\sum_{P=1}^{l}\sum_{A=1}^{\min\{P,k\}}P\sum_{\dot{\iota}=1}^{n_{A}}\sum_{\beta=1}^{n_{\acute{P}}}\{(l-A)!\}^{-2}(e_{0}^{l-A}\cdot((y’\circ u)^{l-P}u_{A}^{P\rho}.\cdot))^{2}=0$ .
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$k\geq l$ のときは $\min\{P, k\}=P$ であるから, 補題 3 の等式より, もし $N\cross\{0\}$ 上で

$\sum_{i=1}^{n_{l}}\sum_{\beta=1}^{n_{\acute{l}}}(u_{l_{\tau}}^{l_{\beta}})^{2}\neq 0$ (13)

であるならば, いいかえると $u$ の境界値 $f$ が任意の $p\in N\cross\{0\}$ において

$df_{p}(( \mathfrak{n}_{l})_{p})\not\subset\sum_{j\neq l}(\mathfrak{n}_{j}’)_{f(p)}$
(14)

をみたすならば, $N\cross\{0\}$ 上で $u_{0}^{0}\neq 0$ となることが容易にわかる.
この事実と $r=l-1$ の場合の系 2 の結果を組み合わせることにより, 次の命題がえられる.

命題 3 $k\geq l\geq 2$ とする. $u:Marrow M’$ を $k$-step Carnot 空間 $M$ から $l$-step Carnot 空間 $M’$ へ

の固有な調和写像で, 半空間モデル $N\cross R_{+}$ を $N’\cross R_{+}$ に写し, かっ理想境界 $N\cross\{0\}$ および
$N’\cross\{0\}$ 上まで $C^{l}$ 級の写像として拡張し, $N\cross\{0\}$ 上で (13) あるいはこれと同値な (14) をみた
すものとする. このとき, $N\cross\{0\}$ 上で次がなりたっ.

(1) 任意の $2\leq P\leq l$ こ対して

$e_{0}\cdot u_{0}^{{}_{S}P_{/\mathit{3}}}=0$ , $0\leq s\leq P-2,1\leq\beta\leq n_{P}’$ .

(2) 任意の $2\leq P\leq l$ と $1 \leq A\leq\min\{P-1, k\}$ に対して

$e_{0}\cdot u_{A_{i}}^{{}_{\mathit{8}}P_{l}}’=0$ , $0\leq s\leq P-A-1$ , $1\leq\beta\leq n_{P}’$ .

次に, $u$ のテンション場 $\tau(u)$ の他の成分 $\tau(u)^{P_{\circ}}$ からえられる条件について考える. そのために,
以下 $u$ は理想境界 $N\cross\{0\}$ および $N’\cross\{0\}$ 上まで $C^{l}$ 級の写像として拡張し, $N\cross\{0\}$ 上で次の
仮定

$k\geq l$ のときは $\sum_{i=1}^{nl}\sum_{\beta=1}^{n_{\acute{l}}}(u_{l_{j}}^{l_{\beta}})^{2}\neq 0$,
(15)

$k<l$ のときは $u_{0}^{0}\neq 0$

をみたすとする. すなわち, 理想境界 $N\cross\{0\}$ 上でっねに $u_{0}^{0}\neq 0$ がなりたっ場合について考える.
この仮定のもと (こ, (12) 式 (こおける $\tau(u)$ の成分 $\tau(u)^{P_{C1}}$ (こ対して, $(y’\mathrm{o}u)^{2l-P-1}y^{-2l+1}$ を考え

$yarrow \mathrm{O}$ とし, 系 2 と命題 3 を用いることにより, 次の補題をえる.

補題 4 $u:Marrow M’$ を $k$-step Carnot 空間 $M$ から $l$ -step Carnot 空間 $M’$ への固有な調和写像
で, 半空間モデル $N\cross R_{+}$ を $N’\cross R_{+}$ に写し, かっ理想境界 $N\cross\{0\}$ および $N’\cross\{0\}$ 上まで
$C^{l}$ 級の写像として拡張し, $N\cross\{0\}$ 上で (15) をみたすものとする. このとき, $u$ のテンション場
$\tau(u)$ の成分 $\tau(u)^{P_{\mathrm{c}\tau}}$ は, $yarrow \mathrm{O}$ のとき次をみたす.

(1) 任意の $1\leq P\leq l$ |こ対して, $\tau(u)^{P_{\alpha}}\cross(y’\circ u)^{2l-P-1}y^{-2l+1}$ の最初の 3 項は

$- \{(P-1)!\}^{-1}(\sum_{A=1}^{k}An_{A}+P)(u_{0}^{0})^{2l-P-1}(e_{0}^{P-1}\cdot u_{0}^{P_{\alpha}})$

に収束する.
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(2) 任意の $1\leq P\leq l-1$ [こ対して, $\tau(u)^{P_{\alpha}}\cross(y’\circ u)^{2l-P-1}y^{-2l+1}$ の第 4 項は

$\sum_{Q=1}^{l-P}c_{1}(P, Q, 1)(u_{0}^{0})^{2l-P-2Q-1}\sum_{\beta=1}^{n_{\acute{\mathrm{Q}}}}\sum_{\gamma=1}^{n_{\acute{P}+\mathrm{Q}}}b_{P_{\alpha}Q_{\beta}}^{(P+Q)_{\gamma}}(e_{0}^{Q-1}\cdot u_{0}^{Q_{\beta}})(e_{0}^{P+Q-1}\cdot u_{0}^{(P+Q)_{\gamma}})$

$+ \sum_{Q=1}^{l-P}\sum_{A=1}^{\min\{Q,k\}}c_{1}(P, Q, A)(u_{0}^{0})^{2l-P-2Q-1}\dot{.}\sum_{=1}^{n_{A}}\sum_{\beta=1}^{n_{Q}’}\sum_{\gamma=1}^{n_{P+Q}’}b_{P_{\alpha}Q_{\beta}}^{(P+Q)_{\gamma}}(e_{0}^{Q-A}\cdot u_{A}^{Q,}\dot{.}’)(e_{0}^{P+Q-A}\cdot u_{A}^{(P+Q)_{\gamma}}.\cdot)$

に収束する. ここに $c_{1}(P, Q, A)=\{(Q-A)!(P+Q-A)!\}^{-1}$ である.

とくに $u$ が調和写像ならば, $\tau(u)^{P_{a}}=0$ であるから, この補題 4 と一般に $C^{2}$ 級の写像につい

てなりたつ可積分条件 $ddu=0$ およひ系 2 を繰り返し用いることにより, 帰納的に次の定理をえ

ることができる ([7, 8]).

定理 4 $u:Marrow M’$ を $k$-step Carnot 空間 $M$ から $l$-step Carnot 空間 $M’$ への固有な調和写像

で, 半空間モデル $N\cross R_{+}$ を $N’\cross R_{+}$ に写し, かつ理想境界 $N\cross\{0\}$およひ $N’\cross\{0\}$ 上まで $C^{l}$

級の写像として拡張し, $N\cross\{0\}$ 上で (15) をみたすものとする. このとき, $N\cross\{0\}$ 上で次がな

りたつ.

(1) 任意の $1\leq P\leq l$ に対して

$e_{0}^{r}\cdot u_{0}^{P_{\alpha}}=0$ , $0\leq r\leq P-1,1\leq\alpha\leq n_{P}’$ .

(2) 任意の $2\leq P\leq l$ と $1 \leq A\leq\min\{P-1, k\}$ に対して

$e_{0}^{r}\cdot u_{A}^{P}’\dot{.}.=0$, $0\leq r\leq P-A,$ $1\leq i\leq n_{A},$ $1\leq\alpha\leq n_{P}’$ .

(3) $u_{0}^{0}$ は次の多項式をみたす.

$( \sum_{A=1}^{k}An_{A})(u_{0}^{0})^{2l}-\sum_{P=1}^{\min\{k,l\}}P\{.\sum_{1=1}^{n_{P}}\sum_{\beta=1}^{n_{\acute{P}}}(u_{P}^{P_{\beta}}.\cdot)^{2}\}(u_{0}^{0})^{2(l-P)}=0$ .

ここで, Carnot 空間の間の固有な写像の境界値に関して, 次の定義をおこう.

定義 2 $k\geq l$ とする. $u:Marrow M’$ を $k$-step Carnot 空間から $l$-step Carnot 空間 $M’$ への固有

な C�級写像とし,

$u\in C^{\infty}(N\cross R_{+}, N’\cross R_{+})\cap C^{1}(N\mathrm{x}[0, \infty),$ $N’\mathrm{x}[0, \infty))$ ,

かつ $u$ の境界値 $f$ について $f\in C^{1}(N\mathrm{x}\{0\}, N’\mathrm{x}\{0\})$ とする. このとき $f$が非退化 (nondegenerate)
であるとは, (13) 式と同値な条件

$df_{p}(( \mathfrak{n}_{l})_{p})\not\subset\sum_{j\neq l}(\mathfrak{n}_{j}’)_{f\mathrm{t}p)}$

が任意の $p\in N\cross\{0\}$ に対してなりたつときをいう.

たとえば $k=l=1$ 場合には, $\mathfrak{n}_{0}’=\{0\}$ という約束のもとに, この条件は $df_{p}((\mathfrak{n}_{1})_{p})\neq\{0\}$ , す

なわち任意の $p\in N\cross\{0\}$ において $df_{p}\neq 0$ となることを意味する. とくに $u$ が実双曲型空間の

間の固有な写像である場合, これは定理 1 で仮定された条件 $e(f)>0$ と同値である.

この定義のもとに, 定理 4 の特別な場合として次の系をえる.
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系 3 $k\geq l$ とする. $u:Marrow M’$ を $k$-step Carnot 空間 $M$ から $l$ -step Carnot 空間 $M’$ への固有
な調和写像で, 半空間モデル $N\cross R_{+}$ を $N’\cross R_{+}$ に写し, かっ理想境界 $N\cross\{0\}$ および $N’\cross\{0\}$

上まで $C^{l}$ 級の写像として拡張し, $u$ の境界値 f&i非退化であるとする. このとき, $N\cross\{0\}$ 上で

次がなりたつ.

(1) 任意の $1\leq P\leq l$ に対して

$e_{0}^{r}\cdot u_{0’}^{P_{\chi}}=0$, $0\leq r\leq P-1,1\leq\alpha\leq n_{P}’$ .

(2) 任意の $2\leq P\leq l$ と $1\leq A\leq P-1$ に対して

$e_{0}^{r}\cdot u_{A_{i}}^{P_{\ell}}$
. $=0$ , $0\leq r\leq P-A,$ $1\leq i\leq n_{A},$ $1\leq\alpha\leq n_{P}’$ .

(3) $u_{0}^{0}$ は次の多項式をみたす.

$( \sum_{A=1}^{k}An_{A})(u_{0}^{0})^{2l}-\sum_{P=1}^{l}P\{\sum_{i=1}^{n_{P}}\sum_{\beta=1}^{n_{P}’}(u_{P_{j}}^{P_{\beta}})^{2}\}(u_{0}^{0})^{2(l-P)}=0$.

系 3 において $r=0$ の場合を考えると, このような固有な調和写像 $u$ : $Marrow M’$ は, 任意の
$1\leq A\leq P-1$ と $A+1\leq P\leq l$ に対して, 理想境界 $N\cross\{0\}$ 上で $u_{A}^{P_{\alpha}}\dot{.}=0$ をみたすことがわか
る. このことは, $u$ の境界値 $f$ について, 各 $1\leq i\leq l$ と任意の $p\in N\cross\{0\}$ に対して

$df_{p}( \sum_{j=1}^{i}(\mathfrak{n}_{j})_{p})\subset\sum_{j=1}^{i}(\mathfrak{n}_{j}’)_{f(p)}$ (16)

がなりたつことを意味する. すなわち, $k\geq l$ かっ $\lambda=\mu=1$ の場合, $k$-step Carnot 空間 $M$ か
ら l-step Carnot 空間 $M’$ への固有な調和写像 $u:Marrow M’$ の境界値 $f$ は, 次数っき Lie 代数 $\mathfrak{n}$ と

$\mathfrak{n}’$ がそれぞれ理想境界 $N\cross\{0\}$ および $N’\cross\{0\}$ 上に定義する幾何構造を完全に保っゎけではない
が, それらに付随する ‘フィルトレーション’ の構造

$\mathfrak{n}_{1}\subset \mathfrak{n}_{1}+\mathfrak{n}_{2}\subset\cdots\subset\sum_{j=1}^{l}\mathfrak{n}_{j}$, $\mathfrak{n}_{1}’\subset \mathfrak{n}_{1}’+\mathfrak{n}_{2}’\subset\cdots\subset\sum_{j=1}^{l}\mathfrak{n}_{j}’$

を保存することがわかる.
$1\leq i\leq n_{P}$ かつ $1\leq\beta\leq n_{P}’$ のとき, 理想境界における $u_{P_{j}}^{P_{\beta}}$ の値は, $u$ の境界値 $f$ のみで決まる

ので $f_{P}^{P,}.\cdot$’と書くことにすると, 系 3 の (3) より, $f$ が理想境界 $N\cross\{0\}$ 上でみたすべき条件として

$( \sum_{A=1}^{k}An_{A})(u_{0}^{0})^{2l}-\sum_{P=1}^{l-1}P\{\sum_{i=1\beta}^{nP}\sum_{=1}^{n_{\acute{P}}}(f_{P_{i}}^{P_{l^{g}}})^{2}\}(u_{0}^{0})^{2(l-P)}-l\sum_{=i1\beta}^{n_{l}}\sum_{=1}^{n_{\acute{l}}}(f_{l}^{l_{\beta}}\dot{.})^{2}=0$

をえる. $f$ が非退化ならば, (13) より $\sum_{i=1}^{n\iota}\sum_{\beta=1}^{n_{\acute{l}}}(f_{l_{i}}^{l_{f\mathit{3}}})^{2}>0$ であるから, 上の多項式は一意的な
正値解 $u_{0}^{0}>0$ をもつ. したがって, $k\geq l$ かっ $\lambda=\mu=1$ の場合, 非退化な境界値 $f$ をもっ固有
な調和写像 $u$ の微分 du の $e_{0}^{*}\otimes e_{0}’$ に関する成分 $u_{0}^{0}$ の値は, 境界値 $f$ からアプリオリに決まるこ
とがわかる.

この事実と最大値の原理から, Carnot 空間の間の固有な調和写像に関する一意性を示すことが
できる. すなわち, $u$ と $v$ を系 3 の条件をみたす固有な調和写像とし, $u$ と $v$ は $N\cross\{0\}$ 上で同
じ非退化な境界値 $f$ をもち, かっ $u(p)$ と $v(p)$ の $M’$ での距離 $d_{\Lambda f’}(u(p), v(p))$ が $parrow\infty$ のとき
$d_{M’}(u(p), v(p))arrow 0$ となるならば, $u$ と $v$ は $M$ 上で一致することがわかる.
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\S 2 でみた実双曲型空間 $RH^{m}$ の場合と同様に, Carnot 空間の間の固有な調和写像 $u$ についても,

$u$ が理想境界まで十分な微分可能性をもってのひない場合には一意性がなりたつとは限らない. 実
際, 渡部 [10] は一般の $k$-step Carnot 空間に対して, 理想境界上の恒等写像を境界値とする調和微

分同相写像の 1 径数族を構成している.
また, 系 3 の結果およひ (16) における ‘フイルトレーション’構造の保存性は, $u$ の理想境界ま

での微分可能性に関する条件の適切な修正のもとに, より一般に $k\geq l$ かつ $\lambda=\mu\in N$ が任意の

自然数である場合にも, 同様になりたつことが確かめられる ([8]).

注意 3 $k<l$ の場合には, 系 3 の (3) は等式

$(u_{0}^{0})^{2(l-k)}[( \sum_{A=1}^{k}An_{A})(u_{0}^{0})^{2k}-\sum_{P=1}^{k}P\{.\sum_{1=1}^{n_{P}}\sum_{\beta=1}^{n_{\acute{P}}}(f_{P}^{P\rho}.\cdot)^{2}\}(u_{0}^{0})^{2(k-P)]}=0$

を導くことに注意. したがって, 理想境界上で $u_{0}^{0}=0$ となる点においては, 一般に $u_{0}^{0}$ の値を境界

値 $f$ からアプリオリに制御することができず, 状況はより複雑となる.

8 調和写像の境界値 : $\lambda\neq\mu$の場合

次に, (10) において $\lambda\neq\mu$ である場合, すなわち (11戸こおいて Riemann 計量 $g$ と $g’$ が半空間

モデルの理想境界 $N\cross\{0\}$ およひ $N’\cross\{0\}$ のまわりで異なったオーダーで発散する場合について

調べてみよう.
$u:Marrow M’$ を $k$-step Carnot 空間 $M$ から $l$-step Carnot 空間 $M’$ への固有な調和写像とし, $u$

は $N\cross R_{+}$ を $N’\cross R_{+}$ へ写し, かつ理想境界 $N\cross\{0\}$ およひ $N’\cross\{0\}$ まで十分な微分可能性を

もって拡張するとする. この場合, 一般的な状況で $u$ の境界値 $f$ がみたすべき条件をもとめるこ

とは複雑なので, まず典型的な場合として, $k$ と $l$ が 1 または 2, かつ $k\lambda=l\mu$ である場合につい

て考えることにしよう.

Case 1 $k=1,$ $l=2$ かつ $\lambda=2\mu,$ $\mu\in N$ である場合について, \S 7 の場合と同様にして調べるこ

とにより, 次がわかる.

定理 5 $u:Marrow M’$ を 1-step Carnot 空間 $M$ から 2-step Carnot 空間 $M’$ への固有な調和写像

とし, $u$ は半空間モデル $N\cross R_{+}$ を $N’\cross R_{+}$ へ写し, また (11戸こおいて $\lambda=2\mu$かつ $\mu\in N$ は自

然数であるとする. このとき, $u$ が理想境界 $N\cross\{0\}$ およひ $N’\cross\{0\}$ まで $C^{2\mu}$ 級の写像として拡

張し, $N\cross\{0\}$ において

$\sum_{\dot{l}=1}^{n_{1}}\sum_{\beta=1}^{n_{2}’}(u_{1}^{2_{\beta}}.\cdot)^{2}\neq 0$ (17)

をみたすならば, $N\cross\{0\}$ 上で次がなりたつ.

(1) $u_{0}^{0}\neq 0$ .
(2) $e_{0}^{r}\cdot u_{0}^{1_{\alpha}}=0$ , $0\leq r\leq\mu-1,1\leq\alpha\leq n_{1}’$ ,

$e_{0}^{r}\cdot u_{0}^{2\rho}=0$ , $0\leq r\leq 2\mu-1,1\leq\beta\leq n_{2}’$ .
(3) $u_{0}^{0}$ は次の等式をみたす.

$\lambda n_{1}(u_{0}^{0})^{4\mu}=2\mu.\sum_{1=1}^{n_{1}}\sum_{\beta=1}^{n_{2}’}(u_{1}^{2_{l}}\dot{.}’)^{2}$ .
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注意 3 でみたように, $\lambda=\mu=1$ かつ $k<l$ の場合は, (17) の仮定から一般に $u_{0}^{0}\neq 0$ を導くこ
とはできなかったが, この場合には結論として $u_{0}^{0}\neq 0$ が導かれることに注意しよう.

Case 2 $k=2,$ $l=1$ かつ $\mu=2\lambda,$ $\lambda\in N$ である場合については, 対応して次がえられる.

定理 6 $u:Marrow M’$ を 2-step Carnot 空間 $M$ から 1-step Carnot 空間 $M’$ への固有な調和写像

とし, $u$ は半空間モデル $N\cross R_{+}$ を $N’\cross R_{+}$ へ写し, また (11) こおいて $\mu=2\lambda$ かつ $\lambda\in N$ は自
然数であるとする. このとき, $u$ が理想境界 $N\cross\{0\}$ および $N’\cross\{0\}$ まで $C^{2\lambda}$ 級の写像として拡
張し, $N\cross\{0\}$ において

$\sum_{i=1}^{n_{2}}\sum_{\beta=1}^{n_{1}’}(u_{2_{i}}^{1_{\beta}})^{2}\neq 0$

をみたすならば, $N\cross\{0\}$ 上で次がなりたつ.

(1) $u_{0}^{0}\neq 0$ .
(2) $e_{0}^{r}\cdot u_{0}^{1_{\beta}}=0$, $0\leq r\leq 2\lambda-1,1\leq\beta\leq n_{1}’$ ,

$e_{0}^{r}\cdot u_{1_{i}}^{1,\mathit{3}}=0$ , $0\leq r\leq\lambda,$ $1\leq\beta\leq n_{1}’$ .
(3) $u_{0}^{0}$ は次の等式をみたす.

$( \sum_{A=1}^{2}An_{A})(u_{0}^{0})^{4\lambda}=2\sum_{i=1}^{n_{2}}\sum_{\beta=1}^{n_{1}’}(u_{2_{i}}^{1_{\beta}})^{2}$ .
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