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1 はじめに

本研究では, 長い円管内の中心軸上を一定速度 (亜音速) で動く, はりを伝わる非線形空力弾
性波動を記述する方程式の定常進行波解について考察をおこなう. まずこの波動方程式の導出に
ついて簡単に述べる $[1, 2]$ . 図 1 のような, 円管と, その中に同軸におかれた円形断面をもっ一様
な弾性はりからなる系を考える. ここで, 円管は無限に長く, 内部は圧縮性の理想気体で満たされ

図 1: 円管と弾性はりからなる系

ており, 非粘性の渦なし流れを仮定する. はりも同じく無限に長く, 円管の中心軸上を一定の速度
$U$ で動く. 空気とはりの相互作用は, はり側面にはたらく圧力を通して, 誘導質量の形でのみ考慮
されており, 端の効果や粘性の効果は無視する. はりの進行方向を $x$ 軸の正方向とし, はりのた
わみは中心軸を含む水平面内, すなわち $y$ 軸方向に限定されてぃるものとする. はりにはその大
きさが変位に比例する復元力が作用するものとする. もし復元力がなければ, はりと周囲の空気
の相対的な運動のために, 不安定を引き起こす. 一方, はりの曲げこわさは, 波長が短くなるにっ
れ, 不安定を押さえるようにはたらく. また, はりのたわみの波長は長く, はりがたわむ際, はり
の中心軸に垂直な断面は円形を保っと仮定する. 本研究で取り扱っている円管と弾性はりの系は
x-y 平面に関して対称であるから, 上半空間に限定して考えるならば, トンネル内を高速で走行す
る列車の水平方向の低周波数の運動に対する簡略化されたモデルになってぃる.
この系に対して, 断熱の条件の下で, 円管内の気体の連続の式, 運動方程式, 円管壁面での境界

条件, はりの表面の運動学的条件およびはりのたわみ運動を支配する方程式を立式し, この系を
記述する基礎方程式系とする. これらの方程式は流体の速度ポテンシャル $\phi$ とはりのた\lambda \lambda \supset み $h$ を

用いて書き表すことができる. この方程式系を円管の半径 $R$ , はりのたわみ運動の代表的波長 $\lambda$ ,
$y$ 方向の代表的変位 $c$ , 音速 $a_{0}$ および大気圧における流体密度 $\rho 0$ を用いて無次元化する. このと
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き二つの微小な無次元パラメータ

$\mu=(\frac{R}{\lambda})^{2}\ll 1$ , $\epsilon=\frac{c}{R}\ll 1$

を導入する.

まず $\phi$ をこれらの微小パラメータを用いて展開する. 次いで管壁面上の境界条件を満足する解

をはり表面の運動学的条件に適用し, 高次の項を無視して, $\phi$ を $h=h(x, t)$ で表すと, 系全体を支

配する単一の波動方程式

$( \frac{\partial}{\partial t}+M\frac{\partial}{\partial x})^{2}h+\mu J\frac{\partial^{4}h}{\partial x^{4}}+Gh=-\sigma s\frac{\partial^{2}h}{\partial t^{2}}-\epsilon^{2}\sigma\alpha h\frac{\partial^{2}}{\partial t^{2}}(h^{2})+\mu\sigma\eta(\frac{\partial^{2}}{\partial t^{2}}-\frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}})\frac{\partial^{2}h}{\partial t^{2}}$ (1)

を導くことができる [1]. ここで $M$ は, はりの速度のマッハ数 $(=U/a_{0})$ , $J$ と $G$ は, はりの材

質によって決まる正の定数, $s,$ $\alpha,$ $\eta$ は幾何的に決まる正の定数である. また, $\sigma$ は, はりの単位長

さ当たりの質量に対する誘導質量の比 $(0<\sigma\ll 1)$ で空力効果を表す量である. 波動方程式 (1)

の導出の際, $\mu$ と $\epsilon$ による漸近展開を用いているが, 式 (1) では $O(\mu)$ と $O(\epsilon^{2})$ より小さい項は無

視している. 以下の解析ではこれらの微小パラメータおよひ $G$ の大きさを同程度, すなわち

$\frac{\mu}{\sigma}\sim\frac{\epsilon^{2}}{\sigma}\sim\frac{G}{\sigma}\sim O(1)$

と仮定する. 方程式 (1) の導出の過程から非線形項ははり表面における運動学的条件に帰因して
いることがわかる. 方程式 (1) の線形分散関係については次章で詳しく考察する.

この波動方程式がもつ定常解の解析を試みるために変数変換をおこなう. 方程式 (1戸こおける

最低次の項, すなわち右辺第 1 項から, 眉ま $h(x-Mt)$ の形で $x$ と $t$ に依存していると考えられ

る. そこで新しい変数

$\xi=x-Mt$ , $\tau=\sqrt{\sigma}t$

を導入し, $\beta$ を定数として, $h(\zeta=x-Mt-\sqrt{\sigma}\beta t)$ なる解を仮定すると, 方程式 (1) から常微分
方程式

$C_{1} \frac{d^{2}h}{d\zeta^{2}}+\epsilon^{2}C_{2}h\frac{d^{2}}{d\zeta^{2}}(h^{2})+C_{3}\frac{d^{4}h}{d\zeta^{4}}+\frac{G}{\sigma}h=0$ (2)

を得る. ここで $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3}$ は定数であり,

$C_{1}=\beta^{2}+s(M+\sigma^{1/2}\beta)^{2}$ ,
$C_{2}=\alpha M^{2}$ ,
$C_{3}= \frac{\mu}{\sigma}[J+\sigma\eta(1-M^{2})M^{2}]$

で与えられる. $M<1$ では $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3}$ は全て正となる. 第 3 章では方程式 (2) の解について, 解
析的, 数値的に調べる.
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2 線形分散関係

導出した波動方程式 (1) の非線形解を求める前に, 方程式の線形分散関係を調べておくことは
有益である. 方程式 (1) で非線形項を無視し $(\epsilonarrow 0),$ $h$ を $\exp[\mathrm{i}(kx-\omega t)]$ の形の正弦波で与える.
$k,$ $\omega$ はそれぞれ, 波数, 角振動数である. これを $\epsilon=0$ とした方程式 (1) こ代入すると分散.関係式

$(\omega-Mk)^{2}-\mu Jk^{4}-G=-\sigma s\omega^{2}-\mu\sigma\eta(\omega^{2}-k^{2})\omega^{2}$ (3)

が得られる. $\omega$ を $k$ で表すため, $\omega$ を $\sigma^{1/2}$ の幕級数

$\omega=Mk+\sigma^{1/2}\omega^{(1)}+\sigma\omega^{(2)}+\sigma^{3/2}\omega^{(3)}+\cdots$ (4)

で展開すると, 各係数は

$\omega^{(1)}=\pm(\frac{G}{\sigma}-sM^{2}k^{2}+\frac{\mu}{\sigma}Jk^{4})^{1/2}$ , (5a)

$\omega^{(2)}=-sMk$ , (5b)

$\omega^{(3)}=\frac{1}{2\omega^{(1)}}[-\frac{G}{\sigma}s+2s^{2}M^{2}k^{2}-\frac{\mu}{\sigma}sJk^{4}+\frac{\mu}{\sigma}\eta(1-M^{2})M^{2}k^{4}]$ (5c)

と求まる. $\omega^{(1)}$ の複号 $”\pm$”は分散曲線の 2 本の “枝”を示しており (図 2) , $\omega^{(3)}$ はそれぞれに対

応する. もし $G$ が無い場合, すなわち復元要素が無い場合, $\omega^{(1)}$ は $k<(\sigma s/\mu J)^{1/2}M$ に対して純

虚数となるが, これははりと周囲の空気の相対的な運動に起因する不安定性を示唆してぃる. 以
下ではそのような場合を除くため条件 $s^{2}M^{4}-4\mu GJ/\sigma^{2}\leq 0$ を課し, $\omega^{(1)}$ が任意の $k$ に対して実

数となるようにする.

$\omega$

$k$

図 2: 分散曲線 $(M=0.4, J=0.29, G=0.07, \mu=0.0156, \sigma=0.0035)$
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いま一定速度で伝播する定常な線形解を探すと, 解は正弦波で, 位相速度 $\omega/k$ がその速度に等

しくなるように求まる. 作図的には $(\omega, k)$ 平面で原点を通る直線を引いて分散曲線との交点を求

めることで見出される. 図 2 から, 明らかに実数の波数が求められな $\mathrm{A}\mathrm{a}$ , すなわち有界な線形解が

存在しない領域があることがわかる. この領域の上限は分散曲線の上の枝における位相速度の最

小値で与えられ, 下限は下の枝における最大値で与えられる. $(\omega, .k)$ 平面においてこれらの限界

を与える点を以下では critical point とよぶことにする.

critical point の値を微小パラメータ $\sigma$ を用いた摂動展開により求める. $(\omega, k)$ 平面上で $\beta$ を任

意の定数として直線 $\omega=Mk+\sigma^{1/2}\beta k$ を 5岡とき, 交点はこの直線と分散曲線 (4) を等しくおく

ことによって得られる:

$\sigma^{1/2}\omega^{(1)}+\sigma\omega^{(2)}+\sigma^{3/2}\omega^{(3)}+\ldots-\sigma^{1/2}\beta k\equiv W(k)=0$ . (6)

critical point は直線が分散曲線と接する点であるから, $\mathrm{d}W/\mathrm{d}k=0$ より次のように表される:

$[(\beta+\sigma^{1/2}sM)^{2}+sM^{2}]k^{2}-Jk^{4}-=2\sigma\omega^{(1)}\omega^{(3)}\underline{\mu}\underline{G}--$ , (7)
$\sigma$ $\sigma$

$2[( \beta+\sigma^{1/2}sM)^{2}+sM^{2}]k-\frac{4\mu}{\sigma}Jk^{3}=2\sigma\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}k}(\omega^{(1)}\omega^{(3)})$. (8)

ここでは $O(\sigma)$ まで考慮している. 以下では critical point を与える $\beta$ と $k$ をそれぞれ $\beta_{\mathrm{c}}$ と k。で

表す. まず微小な (7) と (8) の右辺を無視することにより, $\beta_{\mathrm{c}}$ と k。の最低次の解が

$\beta_{\mathrm{c}}+\sigma^{1/2}sM=\pm(-sM^{2}+\frac{2\mu}{\sigma}Jk_{\mathrm{c}}^{(0)2})^{1/2}\equiv\pm\beta_{\mathrm{c}}^{(0)}$ , (9a)

$k_{\mathrm{c}}=( \frac{G}{\mu J})^{1/4}\equiv k_{\mathrm{c}}^{(0)}$ (9b)

と得られる. ここで $\beta_{\mathrm{c}}^{(0)}$ は正である. (9b) から上の枝と下の枝の critical point の波数が等しいこ
とに注意する. 高次の修正項は \beta 。と k。をそれぞれ

$\beta_{\mathrm{c}}=\pm\beta_{\mathrm{c}}^{(0)}-\sigma^{1/2}sM\pm\sigma\beta_{\mathrm{c}}^{(2)}$ , (10a)

$k_{\mathrm{c}}=k_{\mathrm{c}}^{(0)}+\sigma k_{\mathrm{c}}^{(2)}$ (10b)

と展開することにより求めることができる (複号同順) . これから $\beta_{\mathrm{c}}^{(2)}$ と $k_{\mathrm{c}}^{(2)}$ は

$\beta_{\mathrm{c}}^{(2)}=\frac{1}{2\beta_{\mathrm{c}}^{(0)}}[2s^{2}M^{2}-\frac{2\mu}{\sigma}sJk_{\mathrm{c}}^{(0)2}+\frac{\mu}{\sigma}\eta(1-M^{2})M^{2}k_{\mathrm{c}}^{(0)2}]$ , (lla)

$k_{\mathrm{c}}^{(2)}=- \frac{\eta}{4J}(1-M^{2})M^{2}k_{\mathrm{c}}^{(0)}$ (llb)

と計算される. 以上より, 上の枝は

$\beta=\beta_{\mathrm{c}}^{(0)}-\sigma^{1/2}sM+\sigma\beta_{\mathrm{c}}^{(2)}\equiv\beta_{\mathrm{c}}^{+}$ (12)

に対して k=k。で直線 $\omega=Mk+\sigma^{1/2}\beta k$ と接し, 下の枝は

$\beta=-\beta_{\mathrm{c}}^{(0)}-\sigma^{1/2}sM-\sigma\beta_{\mathrm{c}}^{(2)}\equiv\beta_{\mathrm{c}}^{-}$ . (13)

に対して k=k。で直線 $\omega=Mk+\sigma^{1/2}\beta k$ と接する. $-\sigma^{1/2}sM$ の項のために上の枝と下の枝で

は $|\beta_{\mathrm{c}}^{\pm}|$ は異なる値をとることを注意しておく.
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3 定常進行波解

非線形波動方程式 (1) の定常進行波解, すなわち常微分方程式 (2) の解を求める. 線形化を行う
と方程式 (2) は $k$ を波数として $\exp(\mathrm{i}k\zeta)$ の形の解を許す. 実数の $k$ に対しては $C_{1}^{2}-4GC_{3}/\sigma\geq 0$

が要求される. 前章の議論から, これは上の枝で $\beta\geq\beta_{\mathrm{c}}^{+}$ , 下の枝で $\beta\leq\beta_{\mathrm{c}}^{-}$ の条件に一致してぃ
る. $\beta_{\mathrm{c}}^{-}<\beta<\beta_{\mathrm{c}}^{+}$ なる $\beta$ に対しては有界な線形の定常解は存在しない.

3.1 厳密解

線形解の拡張の観点から Jacobi の楕円関数で表される解につぃて考えるならば, 方程式 (2) が
この形の解を厳密解として許すことがわかる. 実際, $h0,$ $k_{0}$ をそれぞれ非線形周期波の振幅, 波数;

$m^{2}$ を楕円関数の母数として, $h$ を

$h=h_{0}\mathrm{c}\mathrm{n}(k_{0}\zeta, m)$ (14)

と表すと, 方程式 (2) に代入することにより $h_{0}$ と $k_{0}$ につぃて, 関係式

$h_{0}^{2}= \frac{4k_{0}^{2}m^{2}C_{3}}{\epsilon^{2}C_{2}}$ , $k_{0}^{2}= \frac{C_{1}}{2(1-2m^{2})C_{3}}=(\frac{G}{\sigma C_{3}})$

$1/2$

(15)

が得られる. ちなみに, $\mathrm{s}\mathrm{n},$

$\mathrm{d}\mathrm{n}$ で表される楕円関数も方程式 (2) を満足することができるが, この
とき振幅または波数が実の関係式を満足することができない. 関係式 (15) の第 1 式は $h_{0}$ が $O(1)$

であるためには $m^{2}$ が $O(\epsilon^{2})$ 程度に小さくなければならないことを意味してぃる. それゆえ厳密
解は非線形であるが線形化された方程式の正弦波解に近いことがわがる. また第 2 式から, 線形
分散関係から得られる最小または最大の位相速度において, $k_{0}$ は k。に $O(\sigma)$ まで一致してぃるこ
とがわかる. これら二つの関係式から母数を消去すると波数は振幅を用いて

$k_{0}^{2}= \frac{C_{1}}{2C_{3}}+\frac{C_{2}}{2C_{3}}h_{0}^{2}$ (16)

と表せる. $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3}$ の定義を代入すると関係式 (16) は

$(\beta+\sigma^{1/2}sM)^{2}+sM^{2}=\sigma s^{2}M^{2}-\sigma s\beta^{2}$

$+2 \frac{\mu}{\sigma}[J+\sigma\eta(1-M^{2})M^{2}]k_{0}^{2}-C_{2}h_{0}^{2}$ (17)

となる. $(\omega, k)$ 平面上でこの厳密解が存在する領域を調べるために $\beta$ を $\beta=\beta_{\mathrm{c}}^{\pm}+\sigma\beta’$ とおき,
関係式 (17) に代入すると

$\pm 2\sigma\beta_{\mathrm{c}}^{(0)}\beta’=-\epsilon^{2}C_{2}h_{0}^{2}$ (18)

となる. ここで正負の複号はそれぞれ分散曲線の上下の枝を示す. $C_{2}>0$ であることを考慮する
と, k=k。で, 分散曲線の上の枝の下側 $(\beta’<0)$ または下の枝の上側 $(\beta’>0)$ に非線形の厳密解
(14) が存在することがわかる. critical point に近づくとき, すなゎち $\beta’arrow 0$ のとき, 振幅 $h_{0}$ は 0
となり, 眉ま波数 k。をもっ線形の正弦波解に帰着する.
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32 漸近解析

次に常微分方程式 (2) を微小パラメータ $\sigma$ を用いて漸近的に解く. $h$ と $\beta$ を $\sigma^{1/2}$ によってそれ

ぞれ

$h=h^{(0)}+\sigma^{1/2}h^{(1)}+\sigma h^{(2)}+\cdots$ , (19a)

$\beta=\beta^{(0)}+\sigma^{1/2}\beta^{(1)}+\sigma\beta^{(2)}+\cdots$ (19b)

と展開し, $\zeta_{n}=\sigma^{n/2}\zeta(n=0,1,2, \ldots)$ で定義される多重スケールを導入する. $\zeta$ に関する微分は

$\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}\zeta}=\frac{\partial}{\partial\zeta_{0}}+\sigma^{1/2}\frac{\partial}{\partial\zeta_{1}}+\sigma\frac{\partial}{\partial\zeta_{2}}+\cdots$ (20)

と展開する.
$h^{(0)}$ に対する最低次の関係式は

$Lh^{(0)}=0$ (21)

と書くことができる. ここで微分演算子 $L$ は

$L \equiv(\beta^{(0)^{2}}+sM^{2})\frac{\partial^{2}}{\partial\zeta_{0}^{2}}+\frac{\mu}{\sigma}J\frac{\partial^{4}}{\partial\zeta_{0}^{4}}+\frac{G}{\sigma}$ (22)

である. 関係式 (21) の解として正弦波解

$h^{(0)}=A\exp(\mathrm{i}\kappa\zeta 0)+A^{*}\exp(-\mathrm{i}\kappa\zeta 0)$ (23)

を仮定する. ここで $A$ は $\zeta_{1},$ $\zeta_{2},$ $\cdots$ に依存する複素振幅であり, $A^{*}$ は $A$ の複素共役である. 波

数 $\kappa$ は分散関係

$-( \beta^{(0)^{2}}+sM^{2})\kappa^{2}+\frac{\mu}{\sigma}J\kappa^{4}+\frac{G}{\sigma}\equiv D(\kappa)=0$ (24)

を満足しなければならない.

計算を $O(\sigma^{1/2})$ に進めると,

$Lh^{(1)}= \{\mathrm{i}[-2(\beta^{(0)^{2}}+sM^{2})\kappa+\frac{4\mu}{\sigma}J\kappa^{3}]\frac{\partial A}{\partial\zeta_{1}}+2(\beta^{(1)}+sM)\beta^{(0)}\kappa^{2}A\}$

$\mathrm{x}\exp(\mathrm{i}\kappa\zeta_{0})+\mathrm{c}.\mathrm{c}$ . (25)

を得る. $h^{(1)}$ で永年項が生じないようにするため次の 2 つの条件を要求する:

$-2( \beta^{(0)^{2}}+sM^{2})\kappa+\frac{4\mu}{\sigma}J\kappa^{3}=\frac{\mathrm{d}D}{\mathrm{d}\kappa}=0$, $2(\beta^{(1)}+sM)\beta^{(0)}=0$ . (26)

第 1 の条件と (24) は, $\beta^{(0)}$ と $\kappa$ が critical point における \beta 。と k。の最低次で一致していることを
示しており, $\beta^{(0)}$ と $\kappa$ はそれぞれ $\pm\beta_{\mathrm{c}}^{(0)}$ と $k_{\mathrm{c}}^{(0)}$ で与えられる. 加えて第 2 の条件は $\beta^{(1)}=-sM$

を与えており, これは $\beta$ が $\beta_{\mathrm{c}}^{\pm}$ と $O(\sigma^{1/2})$ まで一致していることを意味している.

160



展開を $O(\sigma)$ まで実行すると, 次の関係式

$Lh^{(2)}=(P \frac{\partial^{2}A}{\partial\zeta_{1}^{2}}+Q|A|^{2}A-RA)\exp(\mathrm{i}\kappa\zeta 0)+\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{s}$ in $\exp(3\mathrm{i}\kappa)$

$+\mathrm{c}.\mathrm{c}$ . (27)

が得られる. ここで $P,$ $Q,$ $R$ は

$P= \frac{1}{2}\frac{\mathrm{d}^{2}D}{\mathrm{d}\kappa^{2}}=-(\beta^{(0)2}+sM^{2})+\frac{6\mu}{\sigma}J\kappa^{2}=\frac{4\mu}{\sigma}J\kappa^{2}$, (28a)

$Q= \frac{4\epsilon^{2}}{\sigma}$ \mbox{\boldmath $\alpha$}M2\kappa 2フ (28b)

$R=[-2 \beta^{(0)}\beta^{(2)}+2s^{2}M^{2}-\frac{2\mu}{\sigma}sJ\kappa^{2}+\frac{\mu}{\sigma}\eta(1-M^{2})M^{2}\kappa^{2}]\kappa^{2}$ (28c)

であり, $\beta^{(0)}=\beta_{\mathrm{c}}^{(0)}$ , \kappa =kc(0ゝである. また $\beta^{(2)}$ は未定の定数である. $\partial A/\partial\zeta_{2}$ と�$A/\partial\zeta_{1}$ の項は

条件 (26) のために自動的に消えることを注意しておく. $h^{(2)}$ に対して永年項を生じない条件から

(ここで $D(3\kappa)\neq 0$ ), 方程式

$P \frac{\partial^{2}A}{\partial\zeta_{1}^{2}}+Q|A|^{2}A-RA=0$ (29)

を得る. これは正に定常な非線形 Schr\"odinger方程式である. 方程式 (29) に至る過程で $\beta$ と $\kappa$ が

$\beta_{\mathrm{c}}^{\pm}$ と k。に $O(\sigma^{1/2})$ まで一致することを見てきたが, 複素振幅 $A$ のゆっくりとした変調を考慮し

ているので, 眉ま波数が $\kappa=k_{\mathrm{c}}^{(0)}$ のまわりで $O(\sigma^{1/2})$ の狭いバンド幅をもつ準単色波であること

に注意すべきである. また, もし未定定数 $\beta^{(2)}$ が $\beta_{\mathrm{c}}^{(2)}$ と選ばれたならば, $R$ は 0 となることにも
注意すべきである. このことから $R$ の正の値は分散曲線の上の枝のすぐ下側または下の枝のすぐ

上側の領域に対応していることがわかる.

方程式 (29) は一般に準単色波の波の変調を記述する一方で, 一定の振幅をもつ単色波の解をも
つ. 実際, 解

$A=A_{0}\exp(\mathrm{i}\kappa_{1}\zeta_{1}+\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.)$ (30)

を見出すのは容易い. ここで一 P\kappa 21 $=R-Q|A_{0}|^{2}$ である. この解が厳密解である周期解 (14) に一

致するかどうかを調べる. 解 (14) の波数は k。で与えられるので (式 (1Oa) も見よ), $k_{0}$ は $O(\sigma^{1/2})$

の項をもたない. また $\zeta_{1}=\sigma^{1/2}\zeta$ であるので, (14) は $\kappa_{1}=0$ である解に一致すべきである. それ
ゆえ $|A_{0}|^{2}$ は

$|A_{0}|^{2}=R/Q$ (31)

と決定される. ここで前と同様に $\beta^{(2)}=\beta_{\mathrm{c}}^{(2)}+\beta’$ とおいて, これを $R$ に代入すると, $R$ は
$\mp 2\kappa^{2}\beta_{\mathrm{c}}^{(0)}\beta’$ に帰着する. 関係式 (28) の $Q$ を用 $|_{\sqrt}\mathrm{a},$ $2|A_{0}|=h_{0}$ に注意すれば, 関係式 (31) は関係
式 (18) と等価である. それゆえ $\kappa_{1}=0$ の単色波解 (30) は厳密解の周期解に一致していることが
わかる. しかし漸近解析によって $\kappa_{1}\neq 0$ である別の周期解が critical point の周囲に存在するこ
とがわかる.
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これらの解の他に, 無限遠方で撹乱の無い条件を課すと, 方程式 (29) は $R>0$ に対して孤立波

解を許す. このとき $A$ は

$A=A_{\mathrm{s}}$ sech $(\Lambda_{\mathrm{s}}\zeta_{1}+\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.)$ (32)

で与えられる. ここで $A_{\mathrm{s}}^{2}=2R/Q,$ $\Lambda_{\mathrm{s}}^{2}=R/P$ である. これを式 (23) に代入すると, $h$ は

$h=2\sqrt{\frac{2R}{Q}}\mathrm{s}\mathrm{e}\ (\sqrt{\frac{\sigma R}{P}}\zeta+\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.)\cos(\kappa\zeta)+O(\sigma)$ (33)

と与えられる.

もし無限遠方で有限値をとる境界条件を課し, $A$ を $|A|\exp(\mathrm{i}\psi)$ の形で探すとき, 任意定数 $\psi_{0}$ で

固定された位相 $\psi$ をもつクノイダル波列解

$|A|^{2}=z_{2}+(z_{3}-z_{2}) \mathrm{c}\mathrm{n}^{2}\{[\frac{(z_{3}-z_{1})Q}{2P}]^{1/2}(\zeta_{1}+\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.)\}$ (34)

が存在する. ここで $z_{1},$ $z_{2},$ $z_{3}$ は 3次方程式一 Qz3+2Rz2+Sz $=Q(z-z_{1})(z-z_{2})(z_{3}-z)=0$

の実解であり, $z_{1}\leq z_{2}<z_{3}$ である. また $z_{1}$ と $z_{2}$ のどちらかは 0 であり, $S$ は $R^{2}+QS\leq 0$ を満

足する任意の定数, 楕円関数の母数 $m$ は $[(z_{3}-z_{2})/(z_{3}-z_{1})]^{1/2}$ で与えられる . $|A|^{2}$ に対する解は

$z_{2}$ と $z_{3}$ の間で存在可能である. $R>0$ かつ一 R2/Q $<S<0$ に対して根は $z_{1}=0<z_{2}<z_{3}$ と順

序づけられ, $R>0$ かつ $S>0$ に対しては根は $z_{1}<z_{2}=0<z_{3}$ と順序づけられる. 一方 $R<0$

の場合, $S>0$ に対しては $z_{1}<z_{2}=0<z_{3}$ となり, $S<0$ に対しては正の根が存在せずそれゆ

え $|A|^{2}$ の適切な解が存在しない. $R>0$ で $Sarrow \mathrm{O}$ , 従って $z_{2}arrow z_{1}=0,$ $z_{3}arrow 2R/Q,$ $m^{2}arrow 1$ な

る極限をとると, クノイダル波列は孤立波に帰着する. 解 (34) は critical point の近傍で存在する

が, 孤立波は分散曲線の上の枝の critical point のすぐ下側または Tの枝の critical point のすぐ

上側で存在できることに注意すべきである. さらにもし $\partial\psi/\partial\zeta_{1}\neq 0$ ならば, 振幅だけでなく位相

においても変調を受けた波列が存在する.

33 数値解析

前節の解析の結果を利用して方程式 (2) を数値的に解く. 方程式 (2) は次のように, 一回積分で

きて

$C_{1}( \frac{\mathrm{d}h}{\mathrm{d}\zeta})^{2}+2\epsilon^{2}C_{2}(h\frac{\mathrm{d}h}{\mathrm{d}\zeta})^{2}+C_{3}[2\frac{\mathrm{d}h}{\mathrm{d}\zeta}\frac{\mathrm{d}^{3}h}{\mathrm{d}\zeta^{3}}-(\frac{\mathrm{d}^{2}h}{\mathrm{d}\zeta^{2}})^{2}]+\frac{G}{\sigma}h^{2}=C$ (35)

となる. 前方で撹乱の無い条件を満たす解を探すとき, 積分定数 $C$ は 0 である. $C_{1}<2\sqrt{C_{3}G}/\sigma$

の場合, 無撹乱状態 $h\equiv 0$ は線形不安定になる. このとき $\zetaarrow-\infty$ で $harrow \mathrm{O}$ を仮定すると線形不

安定の解の振る舞いは漸近的に

$h=h_{0}\exp(k\mathrm{d}\zeta)\cos(k_{0}\zeta-\Theta)$ (36)
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と書くことができる. ここで $h_{0}(<<1)$ と $\Theta$ は任意定数であり, $k_{\mathrm{d}}$ と $k_{0}$ は

$k_{\mathrm{d}}=\sqrt{\frac{-C_{1}+2\sqrt{C_{3}G/\sigma}}{4C_{3}}}$ ,
(37)

$k_{0}= \sqrt\frac{C_{1}+2\sqrt{C_{3}G/\sigma}}{4C_{3}}$

である. この漸近解を用いて, 方程式 (2) を Runge-Kutta 法で数値的に解く. 計算の各段階にお
いて保存量 $C(=0)$ の値を調べることにより計算誤差の評価を行う. 定数に適当な値 1) を与えた
ときの数値計算結果を図 3 と図 4 に示す. 図 4 は図 3 の部分拡大図である. 図 3 は得られた定

$\zeta$

図 3: 数値解 $(C_{1}=10.1585, \epsilon=0.1, C_{2}=0.0351, C_{3}=1.29, G=0.07, \sigma=0.0035)$

常進行波解が包絡孤立波解の様相を呈していることを示している. これまで議論からわかるよう
に, この種の解の存在は $C_{1}$ , すなわち $\beta$ の値に強く依存している. 分散曲線の上の枝の下側また

は下の枝の上側で, 原点を通る直線が critical point から大きく離れるように $\beta^{(2)}$ を与えていくな

らば, それにつれて波\sigma .)振幅は増大し, 遂には壁に接触するようになり, 最後には計算誤差の増大
とともに包絡線も壊れてしまうことがわかる.

4 まとめ

長い円管と弾性はりからなる系において, 円管の中心軸上を一定速度で動くはり上を伝播する
非線形空力弾性波動を記述する方程式 (1) の導出の概要を述べ, その定常進行波解に関する考察
を, 偏微分方程式 (1) から得られる常微分方程式 (2) を解析的, 数値的に解くことによりおこなっ

1)定数の値は山梨リニア実験線や新幹線で用いられている材料定数を参考にしている.
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$\zeta$

図 4: 図 3 の部分拡大図

た. その結果, (i) 方程式 (2) が $\mathrm{c}\mathrm{n}$ 関数で表される厳密解をもつこと, (i) $\sigma$ による多重尺度法を

用いた漸近解析から周期波列と包絡孤立波を解としてもつこと, (iii) 線形分散曲線と, (i), (ii) で

得られた解の存在領域の関係, (iv) 上流で撹乱の無い境界条件の下で得られる数値解が (\"u) の包

絡孤立波解とよい一致を示すことを明らかにした.
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