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概要

The nappe oscillation is examined and predicted by amodel based upon the potential flow
theory. The shear waves appearing on the sheet and leading to the sheet break-up are discussed by
a linear stability analyses of the Navier-Stokes equation.

1 序論

堰から越流する水膜は、落下に伴って白励振動を始める。水膜が空気中を振動しながら落下すること
で低周波音が発生し、 また、振動振幅が増大すると水膜の破れが生じる。 したがって、 この現象の理解
は滝における水滴の生成や水空間の設計にとって重要である。
水膜振動はナップの脈動現象に関連して過去に研究された [1, 2, 3]. ナップの振動の発生原因として

は, ゲートと水膜背面の空気の連成振動 [4] およひ水膜上に発生する不安定波が考えられ, 実際の現象は
これらが重合した形で起きている. また, 水膜厚さが流れ方向に変化する流れの安定問題はフィルムの
コーティングの際の液膜の安定性と関連して研究されている [3]. これら水膜の全体的な運動に対して,
Taylor は水の表面張力が支配的となる空間スケールにおける水膜上の波・水膜の破れ・水滴生成につい
て実験およひ理論から探求した $[5, 6]$ . この方面の研究は液体の微粒化と併せてさらなる研究が進められ
ている. とくに, 液膜流の安定問題は, 液体の噴霧化 (燃料の混合) に関連して, 実験的 [7] およひ理論
的 [8] に研究されている. ただし, この現象では空気流によるせん断応力が支配的であるため, 重力の効
果は無視されている. 一方, 自由落下水膜は重力により厚さが変化し, 本実験において水膜ばらけ位置
における水膜厚さは数ミ )$1$ , 落下速度は $6\mathrm{m}/\mathrm{s}$ であり, 空気の影響を大きく受けている.
過去の実験から理解されるように [9], 落下水膜の振動を議論する際にはその原因を大きく別けて 2っ
考慮する必要がある. 1 つ目は水膜と背後に閉じ込められた空気の連成振動による不安定性, 2 っ目は
落下水によって加速された空気流のせん断不安定である. 水膜の落下高さが小さく, 水膜前面もしくは
背面の空気が閉じ込められている場合は前者の要因が支配的であり, 水膜の落下高さが大きく水膜前後
の空間が吹き抜けになっている場合には後者の要因が水膜振動に大き $\text{く}$ 関与する. 水膜振動を理論的に
予測する際に考慮すべき点を挙げると次のようになる. (A) 非一様流. (B) 重力の効果. (C) 空気を媒介
とする圧力の伝播. (D) 水およひ空気のせん断流の不安定. (E) 水の表面張力の影響. ニこでは, 理論的
検討の初期段階として水膜振動の Kelvin-Helmholtz不安定性およひ空気流のせん断不安定性について検
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2Kelvin-Helmholtz不安定性一水膜と空気の連成振動
水膜前面およひ背面の空気が鉛直壁, 水面, 上壁面などで囲まれているときは, 局所的な水膜変動の

影響は空気を通して水膜全体に伝播する. 本節では水膜全体の運動を対象とし, 水膜と空気の間に生じ

るせん断流の効果は無視する. それゆえ, 流れ場は渦無しであると仮定する. 水膜前後の空間が様々な
幾何学形状をもつ場合に適用可能な物理モデルを求めるために, 水膜の運動方程式と水膜に作用する圧

力を別々に導く.

21 基礎方程式

まず, 水流の運動方程式はラプラス方程式およひ圧力方程式であり次式で与えられる.

$\Delta\phi=0$ , $\frac{\partial\phi_{I}}{\partial t}+\frac{1}{2}\{(\frac{\partial\phi_{I}}{\partial x})^{2}+(\frac{\partial\phi_{I}}{\partial y})^{2}\}-gx+\frac{P_{I}}{\rho_{w}}=0$ (1)

ここで, $\phi_{I}$ およひ $P_{I}$ はそれぞれ速度ボテンシャルと圧力である. T付添字の $I$ は水膜部分における諸

量を表わし. $\rho_{w}$ は水の密度, $g$ は重力加速度である. $t$ は時間, $x,y$ は空間座標で $x$ 軸は鉛直下方が正

となるように選んだ. 水膜と空気の 2つの界面の位置を $\eta_{r},$ $\eta_{e}\iota\iota$ と置くと, 水流に対する境界条件は

$P_{I}+T\kappa_{\alpha}-P_{S\alpha}=0$ , $\frac{\partial\eta_{\alpha}}{\partial t}+\frac{\partial\phi_{I}}{\partial x}\frac{\partial\eta_{\alpha}}{\partial x}$ $- \frac{\partial\phi_{I}}{\partial y}=0$ , at $y=\eta_{\alpha},$ $\alpha=r,\ell$ (2)

で与えられる. 下付添字の $\alpha$ は $r$ もしくは $\ell$ であり, 水流の右側を $r$ , 左側を $\ell$で表わすことでそれぞれ

の界面における値を区別する. ニこで, $Ps\alpha$ は界面における空気流の圧力, $T$ は表面張力係数, $\kappa_{\alpha}$ は界

面の曲率である.
さて, $x$方向の空間スケールが $y$方向の空間スケールに比べて極めて大きい運動を対象とし

$O(\partial/\partial x)/O(\partial/\partial y)=\epsilon\ll \mathit{1}$ (3)

を仮定する. また, 流体の加速度は重力加速度と同オーダであるとする. 以上の仮定のもとに摂動解と
して

$\eta_{\alpha}=\eta_{\alpha}\mathrm{o}(x,t)+\delta\eta_{\alpha 1}(x,t)+\cdots$ ,
$\phi_{I}=\phi_{a0}(x,y,t)+\delta\phi_{\alpha 1}(x,y,t)+\cdots$ ,

$Ps_{\alpha}=\mathit{1}$ 5。o(xt $t$) $+\delta Ps\alpha 1(x,t)+\cdots$ ,
$\delta\equiv\epsilon^{2}$ (4)

を与え, 基礎方程式に代入し各オーダの方程式を求め整理すると次式が得られる [3].

$\frac{\partial \mathrm{Y}_{l}}{\partial t}+\frac{\partial}{\partial x}(U_{0}\mathrm{Y}_{l})=0$ , (5)

$\rho_{w}(\frac{\partial U_{0}}{\partial t}+U_{0}\frac{\partial U_{0}}{\partial x})=(\rho_{w}-\rho_{a})g$ , (6)

$2 \rho_{w}\mathrm{Y}_{l}\frac{\partial^{2}\mathrm{Y}_{m}}{\partial t^{2}}+2\rho_{w}\mathrm{Y}_{s}(\frac{\partial U_{0}}{\partial t}+U_{0}\frac{\partial U_{0}}{\partial x})\frac{\partial \mathrm{Y}_{m}}{\partial x}$

$+4 \rho_{w}\mathrm{Y}_{l}U_{0}\frac{\partial^{2}\mathrm{Y}_{m}}{\partial t\partial x}+(2\rho_{w}\mathrm{Y}_{l}U_{0}^{2}-2T)\frac{\partial^{2}\mathrm{Y}_{m}}{\partial x^{2}}$ $=P_{S\ell 1}-P_{Sr1}$ . (7)

ただし,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\frac{\partial\phi_{I0}}{\partial x},$ $\mathrm{Y}_{l}=\frac{1}{2}(\eta_{r0}-\eta\ell 0),$ $\mathrm{Y}_{m}=\frac{1}{2}(\eta_{r0}+\eta\ell 0)$ , (8)
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である. 式 (5) は体積保存則, 式 (6), (7) は鉛直方向およひ水平方向の運動方程式である. 式 (6) から
$U_{0}$ , 次に式 (5) から $\mathrm{Y}_{s}$ , 最後に式 (7) から $\mathrm{Y}_{m}$ を決定する. ただし, 空気流の界面における圧 $f$] Ps。は
界面変位 \eta 。の関数となる.
前述の圧力を決定するためには, 空気流のポテンシャル関数を求めれば良い. 空気流に対する基礎方

程式もラプラス方程式であり, その解は界面における境界条件

$\frac{\partial\phi_{\alpha}}{\partial n}=\{1+(\frac{\partial\eta_{\alpha}}{\partial x})^{2}\}^{-1/2}$
$(- \frac{\partial\phi_{\alpha}}{\partial x}\frac{\partial\eta_{\alpha}}{\partial x}$ $+ \frac{\partial\phi_{\alpha}}{\partial y})$ , $y=\eta_{\alpha}$ (9)

およひ水膜前後の空間の境界上での運動学的条件から決定することができる. ただし, $\alpha=r,$ $\ell$ である.
研究の初期段階として, ここでは水膜振動が小さく水膜表面の平均位置が鉛直平面であるとする. この

とき矩形領域にグリーンの定理を適用し, グリーン関数として境界上でその法線微分が 0 となるものを
用いれば, ポテンシャル関数は次式で与えられる.

$\phi_{S\alpha 1}(x, t)=2\int_{0}^{h}G_{\alpha}(x,\overline{x})\frac{\partial\eta_{\alpha 0}}{\partial t}(\overline{x}, t)d\overline{x}$, $G_{\alpha}(x, \overline{x})=-\frac{1}{\pi}\sum_{n=1}^{\infty}\frac{\cos\frac{n\pi x}{h}\cos- n_{7^{\pi\underline{\overline{x}}}}}{n\tanh\frac{n\pi L}{h}}$ . (10)

ここで, 眉ま水膜の落下高さ, y=L。は矩形領域の鉛直壁の位置である. ここでは長波近似を用いてお
らす, 上式は任意の VL。に適用される. ポテンシャル流においては, 空気の流れは水膜表面の法線方
向変位によって引き起こされるため水膜変位が小さいとき空気流の非線形性は無視される. したがって,
圧力は主に運動の非定常性から生じ, 圧力方程式によって

$Ps \alpha 1(x, t)=-2\rho a\int_{0}^{h}G_{\alpha}(x,\overline{x})\frac{\partial^{2}\eta_{\alpha 0}}{\partial t^{2}}(\overline{x}, t)\Gamma x$ , (11)

で与えられる. これを水膜の水平方向の運動方程式に代入すれば閉じた方程式系が得られる.
また、水膜前後に壁面がなく、無限領域に水膜が落下している状況では圧力表示は次式で与えられる。

$P_{S\alpha 1}(x, t)=- \frac{\rho_{a}}{\pi}\int_{-\infty}^{\infty}\log|\begin{array}{ll}\overline{x}x --- h h\end{array}| \frac{\partial^{2}\eta_{\alpha 0}}{\partial t^{2}}(\overline{x}, t)d\overline{x}$, (12)

3 空気流のせん断不安定性による波動

水膜と空気の界面におけるせん断流が水膜に与える効果を見るために、 ここでは粘性流体の運動を解
析する。 前節と同様に、 まず水流の運動方程式を解く。 この際、水膜が気流から受ける応力は外力とし
て運動方程式に現れる。次に、水と空気界面の速度の連続条件を使い、水膜上で空気の速度を境界条件
として与え、 空気流の解を求める。 この空気流の解から水膜上の応力を求めれば、閉じた方程式系が得
られる。

31 水膜の運動方程式

水膜は鉛直下方に重力により徐々に加速されるため、ポテンシャル流の場合と同様に $x$方向の変化率
は $y$ 方向の変化率に比べて小さいと仮定する。 ただし、粘性流体では粘性のスケールを指定する必要が
ある。 自由落下水膜は加速に伴って水膜内の境界層が発達し、一方で水膜厚さは減少する。 ここでは、
境界層近似を用いることにより、粘性項の効果についても検討する。境界層近似の方程式は、 よく知ら
れているように、

$\frac{\partial u_{w}}{\partial x}+\frac{\partial v_{w}}{\partial y}=0$

$\rho_{w}(\frac{\partial u_{w}}{\partial t}+u_{w}\frac{\partial u_{w}}{\partial x}+v_{w}\frac{\partial u_{w}}{\partial y})-\mu_{w}\frac{\partial^{2}u_{w}}{\partial y^{2}}-(\rho_{w}-\rho_{a})g=0$

$\frac{\partial p_{w}}{\partial y}=\rho_{w}(\frac{\partial v_{w}}{\partial t}+u_{w}\frac{\partial v_{w}}{\partial x}+v_{w}\frac{\partial v_{w}}{\partial y})-\mu_{w}\frac{\partial^{2}v_{w}}{\partial y^{2}}$ (13)
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で与えられる。 ポテンシャル流では、いわゆる長波近似によって $y$ 方向の関数形を解析的に決定するこ

とができたが、粘性流体の場合には上記の微分方程式を解く必要がある。 水膜内で境界層が十分発達し
ているとき、水膜内の流速は水膜横断方向の距離のベキ級数で展開される。本論文では、境界層方程式
において粘性項が加味されるように $u_{w}$ は $y$ の 2 次のベキまで、また、 この $u$ に対して連続式が満たさ

れるように $v_{w}$ は $y$ の 3次のベキまでを考慮する。
$u_{w}(x,y,t)\approx u_{w}\mathrm{o}(x,t)+yu1(x,t)+y^{2}u_{w2}(x,t)$

$v_{w}(x,y,t)\approx v_{w0}(x,t)+yv_{w1}(x,t)+y^{2}v_{w2}(x, t)+y^{3}v_{w3}(x,t)$ (14)

上式を境界層方程式 (13) に代入すると

$EqMx \equiv\rho_{w}(\frac{\partial u_{w0}}{\partial t}+u_{w0}\frac{\partial u_{w0}}{\partial x})-\rho_{w}g-2_{h}\sim 2=0$ (15)

また、水膜表面の運動学的条件に代入後、整理すると

$EqK_{S\ell} \equiv-v_{w0}+\frac{\partial\eta\ell}{\partial t}+\frac{\partial}{\partial x}(\mathrm{u}_{w0}\eta\ell+\frac{1}{2}u_{w1}\eta\ell^{2}+\frac{1}{3}u_{w2}\eta\ell^{3})=0$ , $\ell=p,$ $\mathrm{n}$ (16)

同様に水膜上の法線およひ接線応力の連続条件は、それぞれ

$EqSn_{\ell} \equiv-Sn\ell-p_{w}(x,\eta\ell,t)-\frac{\partial}{\partial x}(2\mu_{w}u_{w}0+2\mu u_{w1}\eta\ell+2\mu v\mathrm{M}2\eta\ell^{2}+S\frac{\partial\eta\ell}{\partial x}).=0$, $\ell=p,$ $n$ (17)

およひ

$EqSt_{\ell}\equiv-St_{\ell}+\mu_{w}u_{w1}+2\mu_{w}u_{w2}\eta\ell=0$, $\ell=p,$ $n$ (18)

となる。 ここで、 $Sn\ell$ およひ $St\ell$ は水膜が空気から受ける法線およひ接線応力である。一方、水膜内の
圧力は境界層方程式 (13) の第 2 式から

$p_{w}(x, y, t)$ $\approx$ $p_{wm}(x, t)- \rho_{w}y(\frac{\partial v_{w0}}{\partial t}+\frac{\mu_{w}\partial_{\mathrm{h}v1}}{\rho_{w}\partial x}$ +u、心–\partial \partial vxw0 $-v_{w}0 \frac{\partial u_{w0}}{\partial x})$

$- \rho_{w}\frac{y^{2}}{2}\{\frac{\partial^{2}u_{w0}}{\partial t\partial x}+(\frac{\partial u_{w0}}{\partial x})^{2}+2\frac{\mu_{w}}{\rho_{w}}\frac{\partial u_{w2}}{\partial x}+u_{w1}\frac{\partial v_{w0}}{\partial x}-v_{w0}\frac{\mathrm{R}_{1}}{\partial x}\}$ (19)

で与えられる。 ここで $p_{wm}(x, t)$ は水膜中心 $y=0$ における圧力である。 ただし、上式の導出では近似

(14) を考慮し、 $y$ に関して 3次以上の多項式は無視した。

32 気流の運動方程式

気流が水膜に及ぼす力を算定するためには、気流の運動方程式を解き、水膜との界面における応力を
求める必要がある。そのためには、ナビエ. ストークス方程式

$\rho_{a}(\frac{\partial u_{a}}{\partial t}+u_{a}\frac{\partial u_{a}}{\partial x}+u_{a}\frac{\partial u_{a}}{\partial y})+\frac{\phi_{a}}{\partial x}-\mu_{a}\Delta u_{a}=0$

$\rho_{a}(\frac{\partial v_{a}}{\partial t}+u_{a}\frac{\partial v_{a}}{\partial x}+u_{a}\frac{\partial v_{a}}{\partial y})+\frac{\partial p_{a}}{\partial y}-\mu_{a}\Delta v_{a}=0$

$\frac{\partial u_{a}}{\partial x}+\frac{\partial v_{a}}{\partial y}=0$ (20)

を粘着条件

$Equ\ell\equiv-u_{a}$ ($x,\eta\ell$ , t)+u、\tilde +uwl\eta \ell +uw2\eta \ell 2 $=0$, $\ell=p,$ $n$

$Eqv \ell\equiv-v_{a}(x,\eta\ell, t)+v_{w0}-\frac{\partial u_{w0}}{\partial x}\eta\ell-\frac{1}{2}\frac{\partial u_{w1}}{\partial x}\eta\ell^{2}-\frac{1}{3}\frac{\partial u_{w2}}{\partial x}\eta\ell^{3}=0$, $\ell=p,$ $n$ (21)

およひ無限遠で速度が 0 となる条件のもとで解き、その解から界面における応力を算定しなければなら
ない。仮にこの方程式が解けたとすると、水膜の運動方程式中の応力 $Sn\ell$およひ $St\ell$ は、式 (21hこ現れ

る変数 $\eta_{p},$ $\eta_{n},$ $u_{w0},$ $u_{w1},$ $u_{w2},$ $v_{w}0$ の関数となる。 式 (15)\sim (18) に含まれる未知関数は $Pwm$ を含め 7つで

あり、 これら 7本の方程式を解けば原理的に解を決定することができる。
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3.3 $\mathbb{R}\mathrm{E}\mathrm{I}_{-}^{-}\lambda\backslash 1To \mathrm{F}\mathrm{E}\mathrm{f}$

高レイノルズ数流れでは、粘性応力に比例する項 $u_{w1},$ $u_{w2}$ は慣性項に比ぺて小さい。そこで、第 1 近
似として

$u_{w1}=0$ , $u_{w2}=0$ (22)

と置き、 前節で導いた方程式の近似解を求める。 この方法の妥当性は、 以下の漸化式の解の $narrow\infty$ に

おける収束性により判定される。

$EqMx^{(n)}--- \rho_{w}(\frac{\partial u_{w0}^{(n)}}{\partial t}+u_{w0}^{(n)}\frac{\partial u_{w0}^{(n)}}{\partial x})-(\rho_{w}-\rho_{a})g-2\mu_{w}u_{w2}^{(n)}=0$,

$EqK_{S\ell}^{(n)} \equiv-v_{w0}^{(n)}+\frac{\partial\eta_{\ell}^{(n)}}{\partial t}+\frac{\partial}{\partial x}(u_{w0}^{(n)}\eta_{\ell}^{(n)}+\frac{1}{2}u_{w1}^{(n)}\eta_{\ell}^{(n)^{2}}+\frac{1}{3}u_{w2}^{(n)}\eta_{\ell}^{(n)^{3}})=0$ ,

$EqSn_{\ell}^{(n)} \equiv-Sn_{\ell}^{(n)}-p_{w}^{(n)}(x, \eta_{\ell}^{(n)}, t)-\frac{\partial}{\partial x}(2\mu_{w}u_{w0}^{(n)}+2\mu u_{w1}^{(n)}\eta_{\ell}^{(n)}+2\mu_{w}u_{w2}^{(n)}\eta_{\ell}^{(n)^{2}}+S\frac{\partial\eta_{\ell}^{(n)}}{\partial x})=0$,

$EqSt_{\ell}^{(n)}\equiv-St_{\ell}^{(n)(n+1)(n+1)}+\mu_{w}u_{w1}+2\mu_{w}u_{w2}\eta_{\ell}^{(n)}=0$, $\ell=p,$ $n$ (23)

上式中 $Sn_{\ell}^{(n)},$ $St_{\ell}^{(n)}$ およひ $p_{w}^{(n)}$ の添え字 n&h $n$ ステップ目の速度により算定された応 $y$]およひ圧 fJであ
ることを示す。
第 0近似解 $u_{w1}^{(0)}=0,$ $u_{w2}^{(0)}=0$ を式 (23) に代入し整理すると、 $x$ 方向の運動方程式、質量保存則、お

よひ、水膜の横方向の運動方程式は、次のようになる。

$\frac{\partial u_{w0}^{(0)}}{\partial t}+u_{w0}^{(0)}\frac{\partial u_{w0}^{(0)}}{\partial x}=g$ (24)

$\frac{\partial \mathrm{Y}_{s}^{(0)}}{\partial t}+\frac{\partial}{\partial x}(\mathrm{Y}_{s}^{(0)}u_{w0}^{(0)})=0$ (25)

$2 \rho_{w}\mathrm{Y}_{\theta}\frac{\partial^{2}\mathrm{Y}_{m}^{(0)}}{\partial t^{2}}+2\rho_{w}\mathrm{Y}_{s}^{(0)}(\frac{\partial u_{w0}^{(0)}}{\partial t}+u_{w0}^{(0)}\frac{\partial u_{w0}^{(0)}}{\partial x})\frac{\partial \mathrm{Y}_{m}^{(0)}}{\partial x}$

$+4 \rho_{w}\mathrm{Y}_{S}^{(0)}u_{w0}^{(0)}\frac{\partial^{2}\mathrm{Y}_{m}^{(0)}}{\partial t\partial x}+(2\rho_{w^{\}_{S}^{(0)_{u_{w0}^{(0)^{2}}-2T)\frac{\partial^{2}\mathrm{Y}_{m}^{(0)}}{\partial x^{2}}}}}}$

$=Sn_{p}^{(0)}-Sn_{n}^{(0)}$ (26)

ここで、 $\mathrm{Y}_{s}$ , Yp の定義式

$\mathrm{Y}_{s}=\frac{1}{2}(\eta_{p}-\eta_{n})$ , $\mathrm{Y}_{m}=\frac{1}{2}(\eta_{p}+\eta_{n})$ (27)

およひ

$v_{w0}^{(0)}= \frac{\partial \mathrm{Y}_{m}^{(0)}}{\partial t}+\frac{\partial}{\partial x}(\mathrm{Y}_{m}^{(0)}u_{w0}^{(0)})$ (28)

を用いた。方程式 (24)\sim (26) はポテンシャル流の場合に導いたものと同型である。
次に式 (26) 中の応力 $Sn_{p}^{(0)}$およひ $Sn_{n}^{(0)}$ を算定する。まず、空気流に対する境界条件は方程式 (21) から

$u_{a}^{(0)}(x, \eta_{\ell}^{(0)}, t)$ $=$ $u_{w0}$ ,

$v_{a}^{(0)}(x, \eta_{\ell}^{(0)}, t)$ $=$
$v_{w0}^{(0)}- \frac{\partial u_{w0}^{(0)}}{\partial x}\eta_{\ell}^{(0)}=\frac{\partial\eta_{\ell}^{(0)}}{\partial t}+u_{w0}^{(0)}\frac{\partial\eta_{\ell}^{(0)}}{\partial x}=0$, $\ell=p,$ $n$ (29)

で与えられる。上第 2式の変形には、運動学的条件 (16) を用いた。上記の境界条件のもとで気流の運動
方程式 (20) の解を求めるために、 まず定常流の解を求め、次にその摂動として非定常運動を考える。
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34 定常流の解

定常流の場合には、式 (20) において境界層近似が適用される。 自由落下水膜の定常流は $y$軸に関して
対称であるから、以下では $y>0$ の領域における流れを解析する。

$\frac{\partial u_{a\epsilon}}{\partial x}+\frac{\partial v_{a\epsilon}}{\partial y}=0$

$\rho_{a}$ (u。$\frac{\partial u_{as}}{\partial x}+v_{a\epsilon}\frac{\partial u_{as}}{\partial y}$) $- \mu_{a}\frac{\partial^{2}u_{a\epsilon}}{\partial y^{2}}=0$ (30)

ここで、 $u_{as},v_{as}$ は定常流の流速を表わす。一方 $\text{、}$
境界条件は式 (24), (25) を解くことにより得られる

関係

$u_{w0}^{(0)}=\sqrt{2gx+u_{wI}}\approx\sqrt{2gx}$ ; $\mathrm{Y}_{s}=b(x)$ , $b(x) \equiv\frac{q}{2u_{w0}^{(0)}}\approx\frac{q}{2\sqrt{gx}}$ (31)

を使って、

$u_{as}(x, b)=\sqrt{2gx}$, $v_{as}(x, b)= \sqrt{2gx}\frac{db}{dx}\approx 0$ , (32)

と表現される。 ここで、 $u_{wI}$ は水膜のノズル出田こおける水流の初速度、 $b$ は水膜厚さの $1/2_{\text{、}}q$ は水膜

の単位幅当たりの流量である。本論文で対象とするような越流水膜では、水膜上のほとんどの領域にお
いて、近似 $2gx>>u_{wI}$ が成立すると考えられる。
方程式系 (30),(32) で与えられる流れは、加速流の境界層の安定問題に関連して研究されている。その

解は、いわゆる Falkner-Skan の相似解として知られており [10]、領域 $2gx>>u_{wI}$ に対して次式により
与えられる。

$u_{as}= \frac{\partial\psi_{s}}{\partial y}$ , $v_{a\epsilon}=- \frac{\partial\psi_{\epsilon}}{\partial x}$ , $\psi_{\epsilon}=u_{w0}^{(0)}\delta f(\xi)$, $\xi=\frac{y-b}{\delta}$ , $\delta=\sqrt{\frac{4\mu_{a}x}{3\rho_{a}u_{w0}^{(0)}}}$

$\frac{d^{3}f}{d\xi^{3}}+f\frac{d^{2}f}{d\xi^{2}}-\frac{2}{3}(\frac{df}{d\xi})^{2}=0$, $f|_{\xi=0}=0; \frac{df}{d\xi}|_{\xi=0}=1;\frac{df}{d\xi}|_{\xiarrow\infty}=0$ (33)

上記の表示は $y\geq b$ に対するものであるが、 $y\leq b$ についても同様である。 とくに数値計算から

$f\approx e^{-\xi}$ (あ)

であることが知られているため、 以下では解析を容易にするために上記の近似式を用いる。

35 水膜に作用する z力

非定常流成分が定常流からの摂動で与えられる場合について、水膜表面に作用する応力 $Sn_{\mathrm{p}}^{(0)}$ の近似
解を求める。以下では、計算の煩雑さを避けるために、定常流の流下方向変化率、すなわち $x$微分はす

べて無視する。 したがって、定常流或分は平行流と見なされる。
まず、流速およひ水膜表面の位置を

$u_{a}^{(0)}=u_{a\epsilon}+u_{af}$, va(0)=v。$+v_{a[}$ , $\eta_{p}^{(0)}=b+\eta$[, for $y\geq b$ (35)

と置く。 ここで、変動成分 $u_{af},v_{af}$ およひ etaf は微小量であると仮定する。 これを流体の法線応力表示
式に代入し、定常流の $x$微分を無視すると

$Sn_{p} \approx-p_{af}-2\mu_{a}\frac{\partial u_{a\ell}}{\partial y}\frac{\partial\eta_{f}}{\partial x}+2\mu_{a}\frac{\partial v_{a[}}{\partial y}$, at $y=b$ (36)
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を得る。 上式中圧力 $p_{af}[]$’E、 気流の $x$ 方向の運動方程式

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=-\rho_{a}(\frac{\partial u_{af}}{\partial t}+u_{as}\frac{\partial u_{af}}{\partial x}+v_{af}\frac{\partial u_{as}}{\partial y})+\mu_{a}(\frac{\partial^{2}u_{af}}{\partial x^{2}}+\frac{\partial^{2}u_{af}}{\partial y^{2}})$ (37)

を積分することにより、流速を用いて表現される。
ここでは、定常流の $x$ 方向変化率を無視してぃるため、流速変動が満たすべき方程式は平行流に乗っ

た擾乱の支配方程式に一致する。

$( \frac{\partial}{\partial t}+u_{as}\frac{\partial}{\partial x})\Delta v_{af}-\frac{\partial^{2}u_{as}}{\partial y^{2}}\frac{\partial v_{af}}{\partial x}-,\Delta^{2}v_{af}=0$ , $\frac{\partial u_{af}}{\partial x}+\frac{\partial v_{af}}{\partial y}=0$ (38)

上記の方程式に対する境界条件は、式 (29) に式 (35) を代入し高次項を無視すると

$u_{af}=- \frac{\partial u_{as}}{\partial y}\eta_{f}$ , $v_{af}= \frac{\partial\eta f}{\partial t}+u_{as}\frac{\partial\eta_{f}}{\partial x}$, at $y=b$ (39)

となる。 この関係式を圧力算定式 (37) に代入すると水膜表面では慣性項は 0 となり、圧 $f$]勾配は粘性項
と釣り合うことがわかる。一方、 ポテンシャル流れの場合には圧力勾配と局所慣性項� ua$f/\partial t$ が釣り合
い、 u。$f$ |ま流れ場を解いて初めて決定され、 これを代入することで圧$f$]が算定される。

36 フーリエ空間における解

さて、 方程式 (38) の時間周期的な解を求める。 まず、 以下の変数変換

$v_{af}=u_{w0}^{(0)}\Phi(\chi,\xi)e^{-i\omega t}$ , $\chi=\frac{x}{\delta}$ , $\xi=\frac{y-b}{\delta}$ (40)

を行い、 式 (38) に代入すると

$(-i \Omega+f\frac{\partial}{\partial\chi})\overline{\Delta}\Phi-\frac{d^{2}f}{d\xi^{2}}\frac{\partial\Phi}{\partial\chi}-\frac{1}{Re_{a}}\overline{\Delta}^{2}\Phi=0$ , $\overline{\Delta}\equiv\frac{\partial^{2}}{\partial\chi^{2}}+\frac{\partial^{2}}{\partial\xi^{2}}$ (41)

を得る。 ただし、 上式中の無次元量は次式で定義される。

$\Omega=\frac{\omega\delta}{(0)}$ , $Re_{a}= \frac{u_{w0}^{(0)}\delta}{\nu_{a}}$ (42)
$u_{w0}$

次に、 式 (41) に含まれるパラメータ $\Omega$ , Re。の $x$ 依存性を無視し、 この方程式を変数 $\chi$ に関してフー
リエ変換すと、 Orr-Sommerfelds 方程式

$(f-c)( \hat{\Phi}’’-k^{2}\hat{\Phi})-f’’\hat{\Phi}-\frac{1}{ikRe_{a}}(\hat{\Phi}^{\mathrm{i}\mathrm{v}}-2k^{2}\hat{\Phi}’’+k^{4}\hat{\Phi})=0$ , $\Omega\equiv\frac{\Omega}{k}$ (43)

を得る。 ここで、 $k$ は波数、 ”’ は $\xi$ に関する微分を意味する。 同様にして境界条件 (39) に無次元化 (40)
およひ

$\eta_{f}=\delta\zeta e^{:\Omega t}$ (44)

を適用し、 $\chi$ に関してフーリエ変換すると

$\hat{\Phi}’(0)=ikf’(0)\hat{\zeta}$ , $\hat{\Phi}(0)=ic\hat{\zeta}+ikf(0)\hat{\zeta}$ (45)

が導かれる。 ここでは、 高レイノルズ数流れを対象とするため、無限遠で 0 に収束する 2 っの独立な解
として Rayleigh方程式の解 $\hat{\Phi}_{inv}$ およひ境界層解もしくは内部摩擦層解 $\hat{\Phi}_{v}$: を用いる。 これら 2っの独
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立な解の線形結合が境界条件 (45) を満たすようにその係数を決定すると、 最終的な解は次式で与えら
れる。

$\hat{\Phi}(\xi)=.,.\frac{\hat{\Phi}_{1nv}’(0)\hat{\Phi}(0)-\hat{\Phi}_{1nv}(0)\hat{\Phi}’(0)}{\hat{\Phi}_{\dot{m}s}(0)\hat{\Phi}_{1nv}(0)-\hat{\Phi}_{1nv}(0)\hat{\Phi}_{\dot{m}s}’(0)}..\hat{\Phi}_{v*\epsilon}.(\xi)+.’\frac{\hat{\Phi}_{\dot{m}s}(0)\hat{\Phi}’(0)-\hat{\Phi}_{v\cdot*}’(0)\hat{\Phi}(0)}{\hat{\Phi}_{v\cdot\epsilon}(0)\hat{\Phi}\cdot(1nv0)-\hat{\Phi}_{1nv}(0)\hat{\Phi}_{\dot{m}\epsilon}’(0)}.\cdot\hat{\Phi}_{1nv}.(\xi)$ (46)

同様に水膜表面の圧力およひ法線応力を算定する。式 (37) を無次元化した後、 フーリエ変換し、 さら

に $\xi=0$ と置くと

$\overline{p}_{af}\equiv\frac{p_{a}f}{(0)^{2}}$ , $\frac{\hat}{p}af^{|_{\xi=0}=\frac{1}{Re_{a}}(-\hat{\Phi}’(0)+\frac{1}{k^{2}}\hat{\Phi}’’’(0))}$ (47)
$\rho_{a}u_{w0}$

が得られる。 ここで、式 (37) の右辺の慣性項は水膜表面で 0 となることに注意する。上記の圧力表示を
式 (36) のフーリエ変換に代入すると、法線応力 (36) は

$\overline{Sn}_{p}\equiv\frac{Sn_{p}}{(0)^{2}}$ , $\overline{Sn}_{\mathrm{p}}|\epsilon=0=-\frac{1}{Re_{a}}(-3\hat{\Phi}’(0)+2ikf’(0)\hat{\zeta}+\frac{1}{k^{2}}\hat{\Phi}’’’(0))$ (佃)
$\rho_{a}u_{w0}$

となる。原理的には、上式で与えられる応力のフーリエ変換を逆変換すれば物理面における表示式が得
られる。 式 (48) に含まれる $\hat{\Phi}’’’(0)$ を計算するには、方程式 (43) を具体的に解く ,A‘.‘要がある。

37Orr-Sommerfelds方程式の解

関数 $f$が指数関数の場合には、式 (43) で &a\rightarrow �とした方程式の厳密解が知られている [11]。また、
もう一方の解として内部摩擦層における漸近解を利用することができる [12]。 ます、 関数 $f$ が式 (34) で
与えられるとき、Rayleigh方程式

$(f-c)(\hat{\Phi}’’-k^{2}\hat{\Phi})-f’’\hat{\Phi}=0$ (49)

の無限遠で 0 に収束する解は、 ガウスの超幾何関数を使って

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\hat{\Phi}_{1nv}.(\xi)$ , $\hat{\Phi}_{1nv}.(\xi)\equiv e^{-|k|\epsilon_{2}}F_{1}[|k|-\sqrt{1+k^{2}}, |k|+\sqrt{1+k^{2}},1+2|k|, e^{-\xi}/c]$ (50)

で与えられる。 ここで、波数 $k$ に絶対値が付いているのは、 $k$ の正負の値に対して無限遠での条件を満
たすようにするためである。
一方、 内部摩擦層における近似方程式

$\hat{\Phi}^{\mathrm{i}\mathrm{v}}-ikRe_{a}f’(\xi_{*})(\xi-\xi_{l})\hat{\Phi}’’=0$ (51)

の解のうち無限遠で 0 に収束するものは次式で与えられる。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\hat{\Phi}_{v\cdot*}.(\xi)$ , $\hat{\Phi}_{v\cdot*}.(\xi)=\frac{A[|kRe_{a}f’(\xi_{l})|^{1}\S(\xi-\xi_{l})]}{|kRe_{a}f’(\xi_{\epsilon})|^{2}\tau}$ (52)

ただし、 $\xi_{l}$ は Rayleigh方程式の特異点であり、

$f(\xi_{l})=c$ (53)

を満たす。 また、関数 $A$ は波数 $k$ の正負に応じて以下のように与えられる。

$A[z]=\{$

$\int^{z}dz_{2}\int^{z_{2}}z_{1}^{\frac{1}{2}}H_{\frac{1}{s}}^{(2)}[$ -32e-平 zl-s2] $dz_{1}$ , for $-kRe_{a}f’(\xi_{l})>0$

$\gamma_{\infty}dz_{2}\gamma_{\infty}^{2}z_{1}\frac{1}{2}H_{\frac{1}{s}}^{(1)}[\frac{2}{3}e^{\frac{3-}{4}}.z_{1^{\frac{s}{2}}}]dz_{1}$ , $f$or $-kRae_{0}f’(\xi_{l})<0$

(54)
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ここで. $H_{n}’$ ) と $H_{n}^{(2)}$ はそれぞれ $n$次の第 1種およひ第 2種の Hankel関数である。式 (54) の一 $kR\ovalbox{\tt\small REJECT} f’(\xi_{8})$

$0$ に対する積分は、超幾何関数を用いると次式のように表わされる。

$I_{1}(z_{2})= \int^{z_{2}}z^{\frac{1}{1^{2}}}H_{\frac{1}{3}}^{(2)}[\frac{2}{3}e^{-\frac{3\dot{\cdot}\pi}{4}}z_{1^{\frac{3}{2}}}]dz_{1}$ , $I_{2}(z)= \int^{z}(I_{1}(z_{2})-I_{1}(\infty))dz_{2}$ (55)

ただし、

$I_{1(Z_{2})=\frac{2i^{\frac{3}{2}}\Gamma[\frac{1}{3}]}{3^{\frac{\tau}{6}}\Gamma[\frac{2}{3}]\Gamma[\frac{4}{3}]}1}F_{2}[ \{\frac{1}{3}\},$ $\{\frac{2}{3}, \frac{4}{3}\},$ $-i \frac{z_{2^{3}}}{9}]z_{2}-\frac{i^{\frac{1}{2}}(1+i3^{\frac{1}{2}})\Gamma[\frac{2}{3}]}{3^{\frac{11}{6}}\Gamma[\frac{4}{3}]\Gamma[\frac{5}{3}]}1F_{2}[\{\frac{2}{3}\},$$\{\frac{4}{3}, \frac{5}{3}\},$ $-i \frac{z_{2^{3}}}{9}]z_{2^{2}}$

$I_{2}(z)= \frac{2i^{\frac{3}{2}}\Gamma[\frac{1}{3}]}{3^{\frac{13}{3}}\Gamma[\frac{4}{3}]\Gamma[\frac{5}{3}]}1F_{2}[\{\frac{1}{3}\},$ $\{\frac{4}{3}, \frac{5}{3}\},$ $- \cdot\frac{z^{3}}{9}]z^{2}-\frac{i^{\frac{1}{2}}(1+i3^{\frac{1}{2}})\Gamma[\frac{2}{3}]}{3^{\frac{11}{3}}\Gamma[\frac{4}{3}]\Gamma[\frac{5}{3}]}1F_{2}[\{\frac{2}{3}\},$ $\{\frac{4}{3}, \frac{5}{3}\},$ $-i \frac{z^{3}}{9}]z^{3}$

$+ \frac{2i^{\frac{11}{6}}(3i+3^{\frac{1}{2}})\Gamma[\frac{1}{3}]\Gamma[\frac{2}{3}]}{27\Gamma[\frac{4}{3}]\Gamma[\frac{5}{3}]}J_{-\frac{2}{3}}[\frac{2}{3}i^{\frac{1}{2}}z^{\frac{3}{2}}]z-I_{1}(\infty)z$ (56)

である。 ここで、 $J_{-2/3}[z]$ は -2/3 次の Bessel 関数、 $1F2$ は Pochhammer の一般化された超幾何関数で
ある。 ただし、水表面、すなわち $\xi=0$ における式 (54) の関数 $A$ の変数の偏角は以下のように選ぶ。

$-\xi_{\theta}=e^{i\pi}\xi_{\mathit{8}}$ for $-kRe_{a}f’(\xi_{s})>0$ ; $-\xi_{s}=e^{-:\pi}\xi_{s}$ $f$or $-kRe_{a}f’(\xi_{s})<0$ (57)

このとき、 関数 $A$ は $\xi=0$ を含む領域で解析的となる。 -kRe。f’(\mbox{\boldmath $\xi$}8) $<0$ の場合に対する積分も同様に
行うことができる。
高レイノルズ数流れにおける圧力を評価するためには、内部摩擦層解の壁面上における $Re_{a}arrow\infty$ の

振る舞いを調べる必要がある。 ところが、壁面 $\xi=0$ は内部摩擦層に含まれるため、壁面における式 (52)
中の関数 $A$ の定義域は

$|kRe_{a}f’(\xi_{\epsilon})|^{\frac{1}{3}}\xi_{s}=O(1)$ (58)

を満たす。 したがって、漸近解を求めることは難しい。
一方、境界層解は、Orr-Sommerfelds方程式 (43) の $\xi=0$近傍における近似方程式

$\hat{\Phi}^{\mathrm{i}\mathrm{v}}-ikRe_{a}(f(0)-c)\hat{\Phi}’’=0$ (59)

の無限遠で 0 に収束する解によって与えられ、次のようになる。

$\hat{\Phi}_{v1s}.(\xi)=\{$

$\exp[-e^{:\frac{\pi}{4}}\sqrt{kRe_{a}(f(0)-c)}\xi]$ , $f$or $kRe_{a}(f(0)-c)>0$

$\exp[-e^{-:\frac{\pi}{4}}\sqrt{-kRe_{a}(f(0)-c)}\xi]$ , $f$or $kRe_{a}(f(0)-c)<0$
(60)

上式を式 (46) に代入し、 $|kRe_{a}(f(0)-c)|>>1$ の場合について漸近解を求めると

$\hat{\Phi}’’’(0)\approx\Lambda^{2}(\hat{\Phi}’(0)-\cdot\frac{\hat{\Phi}’(1nv0)}{\hat{\Phi}_{\dot{\iota}nv}(0)}\hat{\Phi}(0))+\Lambda\{-.\cdot\frac{\hat{\Phi}_{1nv}’(0)}{\hat{\Phi}_{1nv}(0)}\hat{\Phi}’(0)+(\frac{\hat{\Phi}_{\dot{\iota}nv}’(0)}{\hat{\Phi}_{\dot{l}nv}(0)})^{2}\hat{\Phi}(0)\}+O(\Lambda^{0})$ (61)

ここで、

$\Lambda=\{$

$e^{:\frac{n}{4}}\sqrt{|kRe_{a}(f(0)-c)|}$, for $kRe_{a}(f(0)-c)>0$

$e^{-:\frac{\pi}{4}}\sqrt{|kRe_{a}(f(0)-c)|}$ , for $kRe_{a}(f(0)-c)<0$
(62)

である,。 高レイノルズ数流れ場中の圧力は式 (61) の第一項で評価される。式 (47) に式 (61) を代入し、
$Re_{a}arrow\infty$ の極限をとると

$\frac{\hat}{p}af^{|\epsilon=0=(1-c)}[1+(1+\frac{c}{k})\frac{1+i\pi-1\pi+1\mathrm{o}\mathrm{g}(\frac{1}{\mathrm{c}}-1)}{1+\{1+i\pi-\frac{1}{k}+\log(\frac{1}{\mathrm{c}}-1)\}(\frac{1}{c}-1)}]\hat{\zeta}$. (63)
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ここで、 $\hat{\Phi}_{1nv}.(0)$ およひ $\hat{\Phi}_{1nv}’.(0)$ に対して以下の近似を用いた。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1nv}.(0)\approx 1+\{1+i\pi-\frac{1}{k}+\log(\frac{1}{c}-1)\}(\frac{1}{c}-1)$ ,

$\hat{\Phi}_{\dot{\iota}nv}’(0)\approx 1+i\pi-\frac{1}{k}+\log(\frac{1}{c}-1)$ (64)

4 結論およひ考察

ナップの振動を予測するモデルを導いた。 このモデルにより実験で観察された水膜振幅の変調現象が
説明される。 また、落下水膜によって加速された空気流のせん断不安定性により水膜が自励振動すると
考え、粘性を考慮したモデルの導出を試みた。本報告の解析をさらに検討し、 より現実的なモデルを導
出する予定である。
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