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1Madelung constant 5la ?

マーデ $y\triangleright$ ング定数 (Madelung constant) は、元々物理や化学の分野、特に分子の結晶構
造やイオン半径などを決定する際に用いられるもので、数学とはあまり関係しないものと
思われてきました。実際、 MathSciNet $\text{な}$ どで検索しても数学の専門誌では掲載されてぃな
いのでほとんどの数学者は知らないと思ゎれます。紹介されてぃる数少ない例としては、
NaCl(食塩) の場合とその一般化したものしかありません。
今回得られた結果は、その NaCl 型の一般次元に $\#$けるマーデルング定数を与える式を得
たことですが、主な結晶に対しては、その数学的モデルが分力 1ってぃるので同様にその場合
のマーデ $y\triangleright$ング定数を得ることが出来ることは容易に推測できます。
マーデ $J\triangleright$ ング定数とは、その結晶の構造にょって決定される定数で、定義は以下のよう $l\mathrm{C}$

与えられています。

結晶は可算無限個の 2種類のイオンで生成され、理想的な構造をしてぃると仮定します。
$Z_{i}e,$ $Z_{j}e$ ( $e$ は単位電荷で、 $e=1.6022\cross 10^{-19}C$) を結晶内の点電荷 (またはイオン) と

し、 $r_{i,j}$ を 2 点間の距離とする。 この時 2点間に働くクーロンカ (Coulomb potential) は

$V= \frac{Z_{i}Z_{j}e^{2}}{\Gamma.,j}$

.

となり $\text{、}2$ 点間に働く斥力は (Electron-electron repulsion) は

$V_{\mathrm{e}-e}= \frac{b_{i,j}e^{2}}{n}$ , $6\leq\exists n\leq 12$

$r:,\mathrm{j}$

または

$V_{\mathrm{e}-e}=B:,j \exp(-\frac{r_{i,j}}{\rho})$

が成り立つと仮定できます。
これらより、 2点間に働く力は

$V(r:,j)=. \frac{Z.Z_{j}e^{2}}{r.\prime j}.+\cdot.\frac{b_{j\prime}e^{2}}{r.,j^{n}}$

.

で近似できます。
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結晶内の全てのイオンについて和をとるとその結晶を構成する際 K必要なエネルギー $V=$

$V_{\mathrm{Q}}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}1$ が与えられます :

$V_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}1}= \frac{1}{2}.\cdot\sum_{1\mathrm{j}}’\dot{o}_{>0}(\frac{Z_{}Z_{\mathrm{j}}e^{2}}{\Gamma.\prime j}.+\frac{b_{_{\dot{\theta}}}e^{2}}{r_{\dot{o}^{n}}})$

.

また、その結晶の構造が分か $D$ている場合には更に計算して、

$V_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}1}=- \frac{AZ^{2}e^{2}}{R}+\frac{Be^{2}}{R^{n}}$, $R= \min_{j_{\dot{O}}}r_{1\dot{o}}$
.

$r_{i.j}>0$

と成ります。 $A,$ $B>0$ は計算可能な定数で、特に定数 $A$ はマーデルング定数と呼ばれてい

ます。改めて定義し直すと

定義. 原点く陽イオンを配置し、最短距離にある陰イオンまでの距離を 1 とする。 また、

距離 $r1\mathrm{C}$ある陽イオンの個数を $N$ (r)+、陰イオンの個数を $N(r)^{-}$ とする。 この時マーデル

ング定数 $A$ は

$A$ $=$ $\sum_{r>0}\frac{N(r)^{-}-N(r)^{+}}{r}$

$=$ $\lim_{Rarrow\infty}(\sum_{0<f\leq R}\frac{N(r)^{-}-N(r)^{+}}{r})$

で定義される。

主な結晶の構造 (数学的\Delta モデル) 1

以下、 $(l, m, n)\in \mathbb{Z}^{3}$ とします。
$\bullet$ NaCl

$\mathrm{N}\mathrm{a}$ (or $\mathrm{C}1$) $:(l, m, n);l+m+n\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2)$

$\mathrm{C}1$ (or $\mathrm{N}\mathrm{a}$) $:(l, m, n);l+m+n\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2)$

$1\subset \text{の}\neq$デ $*\text{の}$ままでは陽イオンと陰イオンの最短距離が 1 ではないので直接は使えませんが、陽イオンが

原点に来るよう $\kappa$なっているので、最も近い陰イオンまでの距離はすく.に計算することが出来、全体をその値
で割ることでそのこと紘解決されます。
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$\mathrm{C}\mathrm{s}$ (or $\mathrm{C}1$) $:(2l, 2m, 2n)$

Cl (or $\mathrm{C}\mathrm{s}$) $:(2l+1,2m+1,2n+1)$
$\bullet$ $\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{F}_{2}$

Ca: $(2l, 2m, 2n);l+m+n\equiv 0$ (mOd2)
$\mathrm{F}$ : $(2l+1,2m+1,2n+1)$

$\bullet$
$\mathrm{Z}\mathrm{n}\mathrm{S}$ (Zinc Blende, Sphalerite)
Zn (or $\mathrm{S}$ ) $:(2l, 2m, 2n);l+m+n\equiv 0$ (mOd2)

$\mathrm{S}$ (or $\mathrm{Z}\mathrm{n}$ ) $:(2l+1,2m+1,2n+1);l+m+n\equiv 0$ (mOd2)
$\bullet$

$\mathrm{Z}\mathrm{n}\mathrm{S}$ (Wurtzite)
Zn: $lax+may+ \frac{n}{2}cz+\frac{a}{3}\chi_{2}(n)(x+y),$ $\chi_{2}(n)\equiv n$ (mOd2)

$\mathrm{S}:lax+may+(\frac{n}{2}+\frac{1}{8})cz+\frac{a}{3}\chi_{2}(n)(x+y)$

$(x=(1,0,0),$ $y=( \frac{1}{2},$ $\frac{\sqrt{3}}{2},0),$ $z=(0,0,1),$ $c/a= \frac{2\sqrt{6}}{3})$

$\bullet$ NiAs
Ni (or As): $laae+may+ncz$
A

$\{$

$\mathrm{s}$ (or Ni): $lax+may+ncz \pm(\frac{a}{3}oe+\frac{a}{3}y+\frac{c}{4}z)$

$x=(1,0,0),$ $y=( \frac{1}{2},$ $\frac{\sqrt{3}}{2},0),$ $z=(0,0,1),$ $c/a= \frac{2\sqrt{6}}{3})$

マーデルング定数を、例えば NaCl型の場合、定義通りに計算すると次のような無限級数
を計算すること $\text{に}$なります :

$A$ $=$ $\frac{6}{1}-\frac{12}{\sqrt{2}}+\frac{8}{\sqrt{3}}-\frac{6}{\sqrt{4}}+\frac{24}{\sqrt{5}}-\frac{24}{\sqrt{6}}+\cdots$

(1) $=$ $\lim_{rarrow\infty}($

$\sum_{l,m,n\in \mathrm{Z},0<l^{2}+m^{2}+n^{2}\leq r^{2}}\frac{(-1)^{l+m+n+1}}{\sqrt{l^{2}+m^{2}+n^{2}}})$
.

この級数は確か \epsilon 収束はしていますが、 その速度は非常 $l\mathrm{C}$遅い。既知のマーデルング定数
の中には、定義通 $\text{り}\mathrm{Y}\mathrm{C}$ direct sum で与えられたものもあり、精度の良く $\text{な}$い近似値しか得
られていないものもあります。 この方法では critical value (の精度の高い近似値) が得ら
れませんし、計算回数が多いほど誤差も増えるので、誤った値が紹介されてぃるかも知れま
せん。

次の章では、定義式を関数として捉える直すことで、その関数に対し「スシュムナー原
理」を用い、急収束級数に変形する方法を紹介します。
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2 $n$ 次元 NaCl 型のマーデルング定数

式 (1) よりごく自然た発想で NaCl 型の場合、

$M(s)=(l,m,n) \neq(\mathrm{o}^{\mathrm{Z}}\mathrm{o},0)\sum_{l,m,n\in},\frac{(-1)^{l+m+n+1}}{(l^{2}+m^{2}+n^{2})^{s}}$

という関数を考えたくなります。関数 $M(s)$ が $s= \frac{1}{2}$ を含む領城まで解析接続され、 $s= \frac{1}{2}$

を計算することが出来れば NaCl型のマーデルング定数が得られます。
$rightarrow|\gamma_{1}$

$\gamma_{2}$
. . . $\gamma_{m}|_{/_{\wedge}\backslash }-\iota*$

. . ..Epstein zeta function $Z|\begin{array}{lll}/1 /.l ;\mathrm{m}\mathrm{r} \mathrm{r} \kappa\end{array}|(s)Q$ lf
$\delta_{1}$ $\delta_{2}$ .. . $\delta_{m}$

$Z|\begin{array}{llll}\gamma_{1} \gamma_{2} \gamma_{m}\delta_{1} \delta_{2} .\cdot . \delta_{m}\end{array}|(s)_{Q}$

$:=Q(n_{1}+ \acute{\gamma}_{1,\ldots\prime}\acute{n}_{n}+\gamma_{m})\neq 0\sum_{n_{1}n_{2},\ldots n_{m}\in \mathrm{z}}\frac{\exp(2\pi i\Sigma j_{-}^{-}1n_{j}\delta_{j}m)}{Q(n_{1}+\gamma_{1},\ldots,n_{m}+\gamma_{m})^{*/2}}$

,

$Q(x_{1}, \ldots, x_{m})=\sum_{j=1}^{m}\sum_{k=1}^{m}aj,kxjxk$ : 正定値二次形式; $Q=(aj,k)j,k$ ,

で定義され、 $\Re s>m$ で絶対収束し、高々 $s=m\text{に}1$ 位の極を持ち、関数等式

$\pi^{-\frac{}{2}}.\Gamma(\frac{s}{2})Z|\gamma_{1}\delta_{1}$
$\gamma_{2}\delta_{2}$

$6_{m}^{m}|(s)_{Q}$

$\exp(-2\pi i\sum_{j=1}^{m}\gamma_{j}\delta_{j})$ \pi -〒

$=$
$\sqrt{\mathrm{e}\mathrm{t}}$

$\Gamma(\frac{m-s}{2})Z|_{-\gamma_{1}-\gamma_{2}\cdots-\gamma}\delta_{1}\delta_{2}\cdots\delta l(m-s)_{Q}-1$

が成立します。 ([3])

Epstein zeta function を使って先はどの関数 $M(s)$ を表記すると

$M(s)=-Z|\begin{array}{lll}0 0 0\frac{1}{2} \frac{\mathrm{l}}{2} \frac{\mathrm{l}}{2}\end{array}|(2s)_{Q}$ , $Q(x_{1}, x_{2}, x_{3})=x_{1}^{2}+x_{2}^{2}+x_{3}^{2}$

と或るので、以下 Epstein zeta function $\text{に}$ よる表示式を扱うこと $\mathrm{Y}\mathrm{C}$ します。

更 $\text{に}$ この定義を $n$ 次元まで拡張します :

定義. 関数 $Q(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}),$ $\varphi_{n}(s),$ $\varphi_{n}(s, a)$ を以下のよう K定義する。

$Q(x_{1},x_{2}, \ldots, x_{n})=\sum_{j=1}^{n}$ xj2フ

$\varphi_{n}(s):=-\pi^{-s}Z(2s)_{Q}\frac{|\begin{array}{llll}0 0 \cdots 0\frac{1}{2} \frac{1}{2} \cdots \frac{1}{2}\end{array}|}{n}$

,

$\varphi_{n}(s, a)=-\pi^{-s}$
$\sum_{m_{1\prime\cdots\prime}m_{n}\in \mathrm{Z}}$

$(m_{1}^{2}+\cdots+m_{n}^{2}+a)\cdot$
’

$\underline{(-1)^{m_{1}+\cdots+m_{\hslash}}}$

$a>0$ .
$(m_{1},\ldots,m_{\hslash})\neq(0,\ldots,0)$
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一般次元の場合にも $s\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ での値を $7\sim$ 次元 NaCl型マーデルング定数と定義すると、 $\varphi_{n}$

は次の漸化式を満たしています $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\circ)$

Theorem. $n$ を 1 以上の整数とする。 この時、
$( \mathrm{i})\sqrt{\pi}\varphi_{1}(\frac{1}{2})=2\log 2$ ,

$( \mathrm{i}\mathrm{i})\sqrt{\pi}\varphi_{n+1}(\frac{1}{2})-\sqrt{\pi}\varphi_{n}(\frac{1}{2})$

$=2^{\lrcorner 3n_{\vec{2}}+1} \sum_{k_{1\prime\cdots\prime}k_{n}\in \mathrm{N}}\{\sum_{j=1}^{n}(2k_{j}-1)^{2}\}^{-\frac{n-1}{4}}\sum_{m\in \mathrm{N}}(-1)^{m-1}m^{\frac{\mathfrak{n}-1}{2}}I\mathrm{f}_{\frac{n-1}{2}}$

が成り立つ。 ここで、 $I\acute{\mathrm{t}}_{\nu}(x)$ は変形 Bessel関数

Corollary.
(i) $\sqrt{\pi}\varphi_{1}(\frac{1}{2})=2\log 2$ ,

(ii) $\chi_{4}(n)$ を $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4$ の Dirichlet 指標、 $\sigma_{0}(n)=\Sigma_{d|n}1$ とすると

$\sqrt{\pi}\varphi_{2}(\frac{1}{2})$ $=$ -4 $( \sqrt{2}-1)\zeta(\frac{1}{2})L(\frac{1}{2},$ $\chi_{4})$

$=$ 8
$\sum_{k,m\in \mathrm{N}}(-1)^{m-1}I\acute{\mathrm{t}}_{\mathrm{O}}(\pi m(2k-1))+2\log 2$

$=$ 8
$\sum_{n\in \mathrm{N}}K_{0}(\pi n)\sigma_{0}(n)-24\sum_{n\in \mathrm{N}}I\mathrm{f}_{0}(2\pi n)\sigma_{0}(n)$

+16 $\sum_{n\in \mathrm{N}}I\acute{\mathrm{s}}_{0}(4\pi n)\sigma_{0}(n)+2\log 2$ ,

(iii) $\sqrt{\pi}\varphi_{3}(\frac{1}{2})=\sqrt{\pi}\varphi_{2}(\frac{1}{2})+16\sum_{k_{1},k_{2}\in \mathrm{N}}\frac{1}{\sqrt{(2k_{1}-1)^{2}+(2k_{2}-1)^{2}}}$

$\cross\frac{1}{\exp(\pi\sqrt{(2k_{1}-1)^{2}+(2k_{2}-1)^{2}})+1}$ .

3Sketch of proof

組み合わせることで Theorem, Corollary が得られることは容易に分かると思います。

Lemma 1.

(i) $\varphi_{1}(s)=2(1-2^{1-2s})\pi^{-s}\zeta(2s)$ ,

(ii)
$\varphi_{n+1}(s)-\varphi_{n}(s)=2\sum_{m\in \mathrm{N}}(-1)^{m}\varphi_{n}(s, \pi m^{2})+\varphi_{1}(s)$

Lemma 2 ([1, 2]). $I\acute{\mathrm{t}}_{\nu}(x)$ を変形ベッセル関数とすると

$2I\mathrm{f}_{\nu}(x)$ $=$ $\frac{1}{2\pi i}\int_{(c)}(x/2)^{\nu-2s}\Gamma(s-\nu)\Gamma(s)ds,$ $c> \max(0, \Re\nu)$ ;
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$K_{\nu}(x)$ $=$ $K_{-\nu}(x)$ ;

$K_{n+(1/2)}(x)$ $=$ $K_{-n-(1/2)}(x)= \sqrt{\frac{\pi}{2x}}e^{-x}\sum_{r=0}^{n}\frac{(n+r)!}{r!(n-r)!(2x)^{t}}$ ;

$K_{\nu}(x)$ $\sqrt{\frac{\pi}{2x}}e^{-x}\sum_{f=0}^{\infty}\frac{\Gamma(\nu+n+\frac{1}{2})}{\Gamma(\nu-n+\frac{1}{2})n!(2x)^{n}}$ $(| \arg x|<\frac{3\pi}{2})$

$=$ $O(x^{-\frac{1}{2}}e^{-x})$ as $xarrow\infty$

が成り立つ。

Lemma 3 ([4]). $\{a_{n}\},$ $\{b_{n}\}$ を複素数列、 $\{\lambda_{n}\}$ , {\mu 訂を単調増加する正値数列とする。 ま

た Dirichret級数
$\varphi(s)=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{a_{n}}{\lambda_{n}^{s}}$ , $\psi(s)=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{b_{n}}{\mu_{n}^{s}}$

をある半平面で絶対収束し、関数等式

(2) $\Delta(s)\varphi(s)=\Delta(\delta-s)\psi(\delta-s)$ ( $\Delta(s)$ : 多重ガンマ因子)

が成り立つものとする。次 $\text{に}$ $E(x)$ を $\Delta(s)$ を (逆) メリン変換したもの

$E(x)= \frac{1}{2\pi i}\int_{(\kappa)}\Delta(s)x^{-s}ds$ .

とし、 $\Phi(x),$ $\Psi(x),\chi_{1}(s),$ $\chi_{2}(s)$ を各々

$\Phi(x)$ $=$ $\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}E(\lambda_{n}x)$ , $\Psi(x)=\sum_{n=1}^{\infty}b_{n}E(\mu_{n}x)$ ,

$\chi_{1}(s)$ $=$
$\chi_{1,A}(s)=\int_{0}^{\infty}(\frac{x}{A})^{s}\Phi(x)\frac{dx}{x}$

$\chi_{2}(s)$ $=$
$\chi 2,A(s)=\int_{0}^{\infty}(\frac{x}{A})^{s}\Psi(x)\frac{dx}{x}$

とする。 この時、関数等式 (2) と

(2)’ $\chi_{1}(s)=\chi_{2}(\delta-s)$ .

社同値である。
また、 $\chi_{A}(s)$ を $\chi_{1}$ と $\chi_{2}$ の共通部分での値とし、閉積分路 $\mathrm{C}$ を内部 $\text{に}$ $S$ を含むものとす

る $\text{。}$ この時、 uresidual function” $P(x)$ を

(3) $P(x)=P_{A}(x)= \frac{1}{2\pi i}\int_{\mathrm{C}}\chi_{A}(s)x^{-s}ds$

で定義すると、関数等式 (2) と

(2)” $\Phi(x)=(\frac{A}{x})^{\delta}\Psi(\frac{A^{2}}{x})+P(\frac{x}{A})$

は同値である。
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Lemma 4 ([1, 2]). Dirichlet 級数 $\varphi(s)(\alpha>0)$ に対し、

(4) $\varphi(s, \alpha)=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{a_{n}}{(\lambda_{n}+\alpha)^{s}}$

とすると、 $\varphi(s, a)$ は $\sigma>\max\{\delta-\frac{1}{2}, -1\},$ $s\neq 0$ で

(5) $A^{-s}\Gamma(s)\varphi(s, \alpha)$

$=$ $2 \alpha^{\frac{\delta-s}{2}}\sum_{n=1}^{\infty}b_{n}\mu^{\frac{-\delta}{n^{2}}}.K_{s-\delta}(2A\sqrt{\alpha\mu_{n}})+A^{-s}\int_{0}^{\infty}e^{-\alpha u}u^{s-1}P(u)du$,

と変形することが出来る。
逆 $\mathrm{Y}\mathrm{C}_{\text{、}}$ $\varphi(s, \alpha)$ が関数等式 (5) を満たすならぱ、 (2)’ が成り立っ。
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$\mathrm{o}$ Na $\bullet \mathrm{C}1$

$\mathrm{o}$ Zn $\bullet$

$\mathrm{S}$

$\mathrm{o}$ Cs $\bullet$ Cl

$\mathrm{o}$ Zn $\bullet \mathrm{S}$

$\mathrm{o}$ Ca $\bullet$

$\mathrm{F}$

(\lambda C禾 as $n_{\wedge}l$ )
$\mathrm{o}$ Ni $\bullet$ As
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