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1. 始めに

Hardy 空間 $H^{p}$ を一般化した函数空間を定義して、 この空間の相対空間が Cam-
panato 空間になることを示す。この函数空間の導入は、Example 2.2 のように、 $H^{1}$

に非常に近い空間の性質を調べるための手がかりになると考える。 この空間の導入

のきっかけは、 次の ffactional integral の有界性の一般化である。

Fractional integral $I_{\alpha}(0<\alpha<n)$ ;

$I_{\alpha}f(x)= \int_{\mathrm{R}^{n}}\frac{f(y)}{|x-y|^{n-\alpha}}dy=\int_{\mathrm{R}^{n}}f(y)\frac{|x-y|^{\alpha}}{|x-y|^{n}}dy$

について、 次の有界性が知られている。

Theorem 1.1 (Hardy-Littlewood-Sobolev).

$1<p<q<\infty$ , $-n/p+\alpha=-n/q$

のとき

$I_{\alpha}$ : $L^{p}(\mathbb{R}^{n})arrow L^{q}(\mathbb{R}^{n})$ $bdd$ .

函数 $\rho$ : $(0, +\infty)arrow(0, +\infty)$ に対して

$I_{\rho}f(x)= \int_{\mathrm{R}^{n}}f(y)\frac{\rho(|x-y|)}{|x-y|^{n}}dy$

とおく。 ただし $\rho$ は

(1.1) $\int_{0}^{1}\frac{\rho(t)}{t}dt<+\infty$,

(1.2) $\frac{1}{A_{1}}$ く $\frac{\rho(s)}{\rho(r)}\leq A_{1}$ for $\frac{1}{2}$ く $\frac{s}{r}\leq 2$ ,

(1.3) $\frac{\rho(r)}{r^{n}}\leq A_{2}\frac{\rho(s)}{s^{n}}$ for $s\leq r$ ,

を満たすとする。$A_{1},$ $A_{2}>0$ は $r,$ $s>0$ [こよらない定数である。$\rho(r)=r^{\alpha},$ $0<\alpha<n$

ならば、 $I_{\rho}$ は通常の丘 actiona垣 ntegral $I_{\alpha}$ である。
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Theorem 垣は、 この $I_{\rho}$ により、 Theorem 12 のように、 Orlicz 空間上に一般
化される。

$\mathcal{F}$ を、 連続な増加函数 $\Phi$ : $[0, +\infty)arrow[0, +\infty)$ で全単射なものの全体とする。
$\Phi\in \mathcal{F}$ ならば

$\Phi(0)=0$ , r\rightarrow +\infty lin $\Phi(r)=+\infty$

である。 $\Phi(+\infty)=+\infty$ としておく。
$\Phi\in \mathcal{F}$ が凸のとき、 $\Phi$ で定義される Orlicz 空間を $L^{\Phi}(\mathbb{R}^{n})$ と書く。すなゎち

$L^{\Phi}(\mathbb{R}^{n})=\{f\in L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{1}(\mathbb{R}^{n})$ : 1、$\Phi(\epsilon|f(x)|)dx<+\infty$ for some $\epsilon>0\}$ ,

$||f||_{L} \circ=\inf\{\lambda>0:\int_{\mathrm{R}^{n}}\Phi(\frac{|f(x)|}{\lambda})dx\leq 1\}$ .

$L^{\Phi}(\mathbb{R}^{n})$ はノルム $||f||_{L^{\Phi}}$ により Banach 空間になる。 $\Phi$ が次の条件を満たすとき、
� $2^{-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}}$市 tion を満たすと言い、 $\Phi\in\nabla_{2}$ と書く。

$\exists k>1$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\Phi(r)\leq\frac{1}{2k}\Phi(kr)$ , $r\geq 0$ .
また $\Phi$ に対して、 その complementary function を次のように定義する。

$\tilde{\Phi}(r)=\sup\{rs-\Phi(s) : s\geq 0\}$ , $r\geq 0$ .

Theorem 1.2 ([3]). $\Phi,$ $\Psi\in \mathcal{F}$ が凸で、 $\Phi\in\nabla_{2}$ とする。

(1.4) $\Phi^{-1}(\frac{1}{r^{n}})\int_{0}^{r}\frac{\rho(t)}{t}dt\leq C\Psi^{-1}(\frac{1}{r^{n}})$ , $r>0$ ,

(1.5) $\int_{r}^{+\infty}\tilde{\Phi}(\frac{\rho(t)}{Cf_{0}(\rho(s)/s)ds\Phi^{-1}(1/r^{n})t^{n}})t^{n-1}dt\leq C$ , $r>0$

ならば、

$I_{\rho}$ : $L^{\Phi}(\mathbb{R}^{n})arrow L^{\Psi}(\mathbb{R}^{n})$ $bdd$.

なお、 この定理 [こおいて、 $\Phi(r)=r^{p},$ $\Psi(r)=r^{q},$ $\rho(r)=r^{\alpha}$ の場合は、 (1.4) は
$-n/p+\alpha=-n/q$ と同値である。

Ractional integral $I_{\alpha}$ については、 Figure 1 の有界性が知られてぃる。
ここでは、 Figure 1 を $I_{\rho}$ に関する連続性に一般化するため、 Hardy 空間 $H^{p}$ を

-#化した函数空間を定義する。その際、

$-n/p+\alpha=-n/q$

の関係を、

$\Phi^{-1}(\frac{1}{r^{n}})\int_{0}^{r}\frac{\rho(t)}{t}dt\leq C\Psi^{-1}(\frac{1}{r^{n}})$ , $r>0$

に置き換えて成り立つようにすることが目標である。
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$(0<p<q<1)$
$H^{p}$ $H^{q}$ $H^{1}$

$(1<p_{1}<q_{1}<\infty)$

$L^{p_{1}}$ $L^{q_{1}}$

FIGURE 1. Boundedness of fractional integrals

2. 定義と結果

$\Phi\in \mathcal{F}$ のうち、

$\Phi(r)/r^{n/(n+1)}$ is almost increasing

であるものの全体を $\mathcal{F}_{0}$ で表す。

Definition 21. $\Phi\in \mathcal{F}_{0}$ , $1<q\leq\infty$ とする。 $\mathbb{R}^{n}$ 上の函数 $a$ が次の条件を満たす

とき $(\Phi, q)$-atom という.

$\exists B$ ,ball, $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\{_{\int a(x)dx=0}^{\sup \mathrm{p}a\subset B}||a||_{q}\leq|B|^{1/q}’.\Phi^{-1}(\frac{1}{|B|})$ ,

ここで、 $|B|$ は ball $B$ の Lebesgue 測度である。

Definition 22. $\Phi\in \mathcal{F}_{0}$ とし、 $U\in \mathcal{F}$ は凹函数とする。$f\in D’$ のうち、 $(\Phi, q)$-atom
の列 $\{a_{j}\}$ と $\sum_{j}U(|\lambda_{j}|)<+\infty$ を満たす数列 $\{\lambda_{j}\}$ が存在して、

$f= \sum_{j}\lambda_{j}a_{j}$
in $D’$

と表されるものの全体からなる空間を $H_{U}^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n})$ と定義する。 また

$||f||_{H_{U}^{\Phi,q}}= \inf\{U^{-1}(\sum_{j}U(|\lambda_{j}|))$ :
$f= \sum_{j}\lambda_{j}a_{j}$

in $D’\}$

とおく。 ただし、 下限は $f$ の表現すべてにわたるものとする。

$q=\infty$ のとき、 $H_{U}^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n})=H_{U}^{\Phi}(\mathbb{R}^{n})$ と書く。
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$\Phi(r)\ovalbox{\tt\small REJECT} 1/U(1\beta)$ のとき、 $H\ovalbox{\tt\small REJECT}^{q}’(\mathbb{R}^{n})\ovalbox{\tt\small REJECT} H^{9\ovalbox{\tt\small REJECT}}(\mathbb{R}^{n})$ と書く。
$q\ovalbox{\tt\small REJECT}\otimes$ かつ $\Phi(r)\ovalbox{\tt\small REJECT} 1/U(1/r)$ のとき、 $H\ovalbox{\tt\small REJECT}^{q}.(\mathbb{R}^{n})\ovalbox{\tt\small REJECT} H^{3}(\mathbb{R}^{n})$ と書く。

$d(f,g)=U(||f-g||_{H_{U}^{\Phi.q}})$ は距離になり、 $H_{U}^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n})$ は完備な線形距離空間である。
$I(r)=r$ とおくと、 ||f||H。, $q$ はノルムとなり、 $H_{t}^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n})$ は Banach 空間である。
$\Phi(r)=r^{p},$ $n/(n+1)<p\leq 1$ , ならば $H^{\Phi}(\mathbb{R}^{n})=H^{p}(\mathbb{R}^{n})$ である。

$1<q_{1}<q_{2}\leq\circ \mathrm{o}$ $\Rightarrow$ $H_{U}^{\Phi,q2}(\mathbb{R}^{n})\subset H_{U}^{\Phi,q1}(\mathbb{R}^{n})$ ,

$\Psi(r)\leq\Phi(Cr)$ for all $r>0$ $\Rightarrow$ $H_{U}^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n})\subset H_{U}^{\Psi,q}(\mathbb{R}^{n})$,

$V(r)\leq CU(r)$ for $0\leq r\leq 1$ $\Rightarrow$ $H_{U}^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n})\subset H_{V}^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n})$ ,

任意の凹函数 $U$ に対して $H_{U}^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n})\subset H_{t}^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n})$.

ここで、 埋め込みはいずれも連続である。 $1<q\leq\infty$ とする。

$L_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}}^{q,0}(\mathbb{R}^{n})=\{f\in L_{\infty \mathrm{m}\mathrm{p}}^{q}(\mathbb{R}^{n})$ : $\int f(x)dx=0\}$

とおくと、 $L_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}}^{q,0}(\mathbb{R}^{n})$ は $H_{U}^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n})$ で稠密である。

$\phi:(0, +\infty)arrow(0, +\infty)$ とする。 次の条件を doubling con市 tion という。

ヨ$C>0$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\frac{1}{C}\leq\frac{\phi(s)}{\phi(r)}\leq C$ for $\frac{1}{2}\leq\frac{s}{r}\leq 2$ .

Definition2.3. $1\leq p<\infty$ で、 $\phi$ が doubling condition を満たすとき. Campanato
空間 $\mathcal{L}_{p,\phi}(\mathbb{R}^{n})$ を次のように定義する。

$\mathcal{L}_{p,\phi}(\mathbb{R}^{n})=\{f\in L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{p}(\mathbb{R}^{n}) : ||f||_{\mathcal{L}_{\mathrm{p},\phi}}<+\infty\}$ ,

$||f||_{\mathcal{L}_{\mathrm{p}.\phi}}= \sup_{B=B(z,r)}\frac{1}{\phi(r)}(\frac{1}{|B|}\int_{B}|f(x)-f_{B}|^{p}dx)^{1/p}$ ,

$f_{B}= \frac{1}{|B|}\int_{B}f(x)dx$ .

ここで、 $B(z, r)$ は中心 $z\in \mathbb{R}^{n}$ 半径 $r>0$ の ball である。
$\mathcal{L}_{p,\phi}(\mathbb{R}^{n})$ は、 定数を法とした空間として、 ノル $\Delta$

$||f||_{\mathcal{L}_{\mathrm{p},\phi}}$ }こより Banach 空間に
なる。

$1\leq p_{1}<p_{2}<\infty$ $\Rightarrow$ $\mathcal{L}_{p_{2},\phi}(\mathbb{R}^{n})\subset \mathcal{L}_{p_{1},\phi}(\mathbb{R}^{n})$

$\phi(r)\leq C\psi(r)$ for all $r>0$ $\Rightarrow$ $\mathcal{L}_{p,\phi}(\mathbb{R}^{n})\subset \mathcal{L}_{p,\psi}(\mathbb{R}^{n})$ .

ここで、 埋め込みはいずれも連続である。特に、

$\phi\sim\psi$ $\Rightarrow$ $\mathcal{L}_{p,\phi}(\mathbb{R}^{n})=\mathcal{L}_{p,\psi}(\mathbb{R}^{n})$ , $||f||_{\mathcal{L}_{\mathrm{p},\phi}}\sim||$fllLp,や.
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$\phi$ が almost increasing ならば. l<p<\otimes {こ対して

$\mathcal{L}_{p,\phi}(\mathbb{R}^{n})=\mathcal{L}_{1,\phi}(\mathbb{R}^{n})$ , $||f||_{\mathcal{L}_{\mathrm{p},\phi}}\sim||f||_{\mathcal{L}_{1,\phi}}$ .

この空間を $\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{O}_{\phi}(\mathbb{R}^{n})$ と書く。 さらに $\phi\equiv 1$ ならば、 $\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{O}(\mathbb{R}^{n})$ である。

Theorem 2.1. $1<q\leq\infty,$ $1/q+1/q’=1,$ $\Phi\in \mathcal{F}_{0}$ とし、 $r^{n/q}\Phi^{-1}(1/r^{n})$ は almost

decreasing とする。 また $U\in \mathcal{F}$ は凹関数で

$\sup_{0<s<1}\frac{U(rs)}{U(s)}arrow 0$ $(rarrow 0)$

とする。 このとき

$\phi(r)=\frac{1}{r^{n}\Phi^{-1}(\frac{1}{r^{n}})}$
$\Rightarrow$ $(H_{U}^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n}))^{*}=\mathcal{L}_{q’,\phi}(\mathbb{R}^{n})$ .

Remark 2.1. $B=B(z,r)$ のとき、

$\phi(r)\sim\frac{1}{|B|\Phi^{-1}(\frac{1}{|B|})}$
.

Example 21. $\Phi(r)=r$ のとき、 $\phi(r)\equiv 1$ . このとき

$(H_{U}^{1,q}(\mathbb{R}^{n}))^{*}=\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{O}(\mathbb{R}^{n})$ .

Exaenple 22. $\beta\in \mathbb{R}$ に対して、 $\Phi_{\beta}\in \mathcal{F}$ ,

$\Phi_{\beta}(r)=\{$

$r(\log(1/r))^{-\beta}$ for small $r$ ,
$r(\log r)^{\beta}$ for large $r$

とおくと、 $\beta<0$ ならば $\Phi_{\beta}$ は凹関数、 $\beta>0$ ならば $\Phi_{\beta}$ は凸函数である。 このとき

$\Phi_{\beta}^{-1}(r)\sim\{$

$r(\log(1/r))^{\beta}$ for small $r$,
$r(\log r)^{-\beta}$ for large $r$ .

$\Phi_{\beta}^{-1}(\frac{1}{r^{n}})\sim\{$

$r^{-n}(\log(1/r))^{-\beta}$ for small $r$ ,
$r^{-n}(\log r)^{\beta}$ for large $r$ .

そこで

$\phi_{\beta}(r)=\frac{1}{r^{n}\Phi_{\beta}^{-1}(\frac{1}{r^{n}})}$

とおくと、

$\phi_{\beta}(r)\sim\{$

$(\log(1/r))^{\beta}$ for small $r$,
$($1Og $r)^{-\beta}$ for large $r$ .

$\beta<0$ ならば $\phi_{\beta}$ は almost increasing $\vee\tau^{\backslash }\backslash$あり $\text{、}$

$(H_{U}^{\Phi_{\beta},q}(\mathbb{R}^{n}))^{*}=\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{O}_{\phi_{\beta}}(\mathbb{R}^{n})$.
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$\beta>0$ ならば $\phi_{\beta}$ は almost decreasing であり.

$(H_{U}^{\Phi\rho,q}(\mathbb{R}^{n}))^{*}=\mathcal{L}_{q’,\phi_{\beta}}(\mathbb{R}^{n})$ .

Proposition 2.2. $\Phi\in F_{0}$ とし、 $U\in \mathcal{F}$ は凹とする。

$\frac{1}{U^{-1}(Cr)}\leq\Phi^{-1}(\frac{1}{r})\leq\frac{U^{-1}(\frac{C\epsilon}{r})}{U^{-1}(s)}$ for $0<s\leq r<+\infty$ ,

$U(rs)\leq CU(r)U(s)$ for $0<r,s\leq 1$

ならば

$H_{U}^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n})=H_{U}^{\Phi,\infty}(\mathbb{R}^{n})$.

Example 2.3. $n/(n+1)\leq p_{1}\leq p_{2}\leq 1$ とし、

$\Phi(r)=1/U(1/r)=\{$
$r^{p1}$ for smal $r$,
$r^{p2}$ for large $r$,

とおく。 このとき

$H^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n})=H^{\Phi,\infty}(\mathbb{R}^{n})$ .

以下の定理では、 函数 $\rho:(0, +\infty)arrow(0, +\infty)$ は、 (1.1)-(1.3) およひ

$| \frac{\rho(r)}{r^{n}}-\frac{\rho(s)}{s^{n}}|\leq C|r-s|\frac{\rho(r)}{r^{n+1}}$ for $\frac{1}{2}\leq\frac{s}{r}\leq 2$

を満たすとする。 また、 $q=\infty$ とする。

Theorem 2.3. $\Phi,$ $\Psi\in \mathcal{F}_{0}$ とし、 $U,$ $V\in F$ は凹とする。

(2.1) $\Phi^{-1}(\frac{1}{r^{n}})\int_{0}^{r}\frac{\rho(t)}{t}dt\leq C\Psi^{-1}(\frac{1}{r^{n}})$ , $r>0$ ,

(2.2) $V(rs)\leq CV(r)U(s)$ , $0\leq r,$ $s\leq 1$ ,

かつ、 $0<\exists\theta<1s.t$ .

$\int_{r}^{\infty}V((\frac{\Psi^{-1}(1/t^{n})}{\Psi^{-1}(1/r^{n})})^{(1/\theta)-1})t^{-1}dt\leq C$ , $r>0$ ,

$\int_{r}^{+\infty}t^{n}(\Psi^{-1}(\frac{1}{t^{n}}))^{1/\theta}t^{-1}dt\leq Cr^{n}($ $r>0$ ,$\Psi^{-1}(\frac{1}{r^{n}}))^{1/\theta}$ ,

$\frac{\rho(r)}{r^{n+1}}(\Psi(\frac{1}{r^{n}}))^{-1/\theta}$ is almost decreasing

を満たすとき、 $I_{\rho}$ : $H_{U}^{\Phi}(\mathbb{R}^{n})arrow H_{V}^{\Psi}(\mathbb{R}^{n})$ は連続である。
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(2.2) より、

$\forall C_{1}>0\exists C_{2}>0$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $0<s,t\leq C_{1}\Rightarrow V(st)\leq C_{2}V(s)U(t)$

が成り立つ。

Theorem 24. $\Phi\in F_{0}$ とし、 $\Psi,$ $U\in \mathcal{F}$ で、 $\Psi$ ま凸、 $U$ tま凹とする。

$\Phi^{-1}(\frac{1}{r^{n}})\int_{0}^{r}\frac{\rho(t)}{t}dt\leq C\Psi^{-1}(\frac{1}{r^{n}})$ , $r>0$ ,

$\int_{r}^{+\infty}\Psi(\frac{\rho(t)r^{n+1}\Phi^{-1}(1/r^{n})}{t^{n+1}})t^{n-1}$ dt\leq C》 $r>0$

を満たすとき、 $I_{\rho}$ : $H_{U}^{\Phi}(\mathbb{R}^{n})arrow L^{\Psi}(\mathbb{R}^{n})$ は連続である。

Exmple2.4. $\alpha>0$ に対して

$\rho_{\alpha}(r)=\{$

$(\log(1/r))^{-\alpha-1}$ for small $r$,
$(\log r)^{\alpha-1}$ for large $r$

とおくと、

$. \int_{0}^{r}\frac{\rho_{\alpha}(t)}{t}dt\sim\{$

$(\log(1/r))^{-\alpha}$ for small $r$ ,
$(\log r)^{\alpha}$ for large $r$ .

$\Phi_{\beta}$ を Example 22 で定義したものとすると、

$\Phi_{\beta}^{-1}(\frac{1}{r^{n}})\int_{0}^{r}\frac{\rho_{\alpha}(t)}{t}dt\sim\Phi_{\beta+\alpha}^{-1}(\frac{1}{r^{n}})$ .

また、 Theorems 23, 2.4 のほかの条件も満たすことから、 Figure 2 の連続性力\prec 得

られる。

3. 証明の概略

Lemma 3.1.
$\sup_{0<s<1}\frac{U(rs)}{U(s)}arrow 0$ $(rarrow 0)$

のとき、 $\ell\in(H_{U}^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n}))^{*}$ ならば、

$|| \ell||=\sup\{|\ell(f)|$ : $||f||_{H_{U}^{\Phi,q}}\leq 1\}<+\infty$ .

Theorem 21 の証明. $g\in \mathcal{L}_{q’,\phi}(\mathbb{R}^{n})$ とする。 $(\Phi, q)$-atom $a$ 1こ対して、 $ag\in L^{1}(\mathbb{R}^{n})$

かつ

$\int a(x)g(x)dx=\int a(x)(g(x)-g_{B})dx$ .
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FIGURE 2. Continuity of generalzed ffactional integrals

ただし、 $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}a\subset B=B(z,r)$ とする。 このとき、

$| \int a(x)g(x)dx|\leq||a||_{q}(\int_{B}|g(x)-g_{B}|^{\phi}dx)^{1/q’}$

$\leq|B|^{1/q}\Phi^{-1}(\frac{1}{|B|})(\int_{B}|g(x)-g_{B}|^{q’}dx)^{1/q’}$

$=|B| \Phi^{-1}(\frac{1}{|B|})(\frac{1}{|B|}\int_{B}|g(x)-g_{B}|^{q’}dx)^{1/q’}$

$\sim\frac{1}{\phi(r)}(\frac{1}{|B|}\int_{B}|g(x)-g_{B}|^{d}dx)^{1/\phi}\leq||g||_{\mathcal{L}_{q’,\phi}}$ .

$f\in L_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}}^{q,0}(\mathbb{R}^{n})$ のとき、 $fg\in L^{1}(\mathbb{R}^{n})$ . また

$f= \sum_{j}\lambda_{j}a_{j}$. , $U^{-1}( \sum_{j}U(|\lambda_{j}|))\leq 2||f||_{H_{U}^{\Phi,q}}$

とすると、

$\int f(x)g(x)dx=\sum_{j}\lambda_{j}\int a_{j}(x)g(x)dx$ ,

かつ

$| \int f(x)g(x)dx|\leq C(\sum_{j}|\lambda_{j}|)||g||_{\mathcal{L}_{q’,\phi}}$

$\leq CU^{-1}(\sum_{j}U(|\lambda_{j}|))$ llgllLq”。 $\leq 2C||f||_{H_{U}^{\Phi.q}}||g||_{\mathcal{L}_{q’.\phi}}$ .
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逆に $\ell\in(H_{U}^{\Phi,q}(\mathbb{R}^{n}))^{*}$ とする。$B=B(z, r)$ を任意にとって固定する。$f\in L^{q,0}(B)$

に対して、

$a(x)=\{$
$|B|^{1/q} \Phi^{-1}(\frac{1}{|B|})||f||_{q}^{-1}f(x)$ $x\in B$

0 $x\not\in B$

とおくと $a$ は $(\Phi, q)$-atom tこなる。従って

$|\ell(a)|\leq||\ell||$ ,

すなわち

$\frac{|\ell(f)|}{||f||_{q}}\leq||\ell||(|B|^{1/q}\Phi^{-1}(\frac{1}{|B|}))^{-1}\sim||\ell||\phi(r)|B|^{1/q’}$ , $f\in L^{q,0}(B)$ .

$L^{q,0}(B)$ は $L^{q}(B)$ の部分空間だから Hahn-Banach の定理により、

$||\ell||_{(L^{q}(B))^{*}}\leq C||\ell||\phi(r)|B|^{1/q’}$ ,

すなわち

$\exists h^{B}\in L^{q}’(B)$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .

$\ell(f)=\int_{B}f(x)h^{B}(x)dx$ , $||h^{B}||_{L^{q’}(B)}\leq C||\ell||\phi(r)|B|^{1/q’}$ .

$g^{B}(x)=h^{B}(x)-(h^{B})_{B},$ $x\in B$ , とおくと

$(g^{B})_{B}=0$ , $||g^{B}||_{L^{q’}(B)}\leq C||\ell||\phi(r)|B|^{1/q’}$

$\ell(f)=\int_{B}f(x)h^{B}(x)dx=\int_{B}f(x)g^{B}(x)dx$ , $f\in L^{q,0}(B)$ .

各 ball $B$ に対して以上のように $g^{B}$ が定まる。族 $\{g^{B}\}_{B}$ に対して、

$\exists g\in L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{q’}(\mathbb{R}^{n})$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . for each ball $B$ , $g-g_{B}=g^{B}$ on $B$ .

このとき

$g\in \mathcal{L}_{q’,\phi}(\mathbb{R}^{n})$ , $||g||_{\mathcal{L}_{q’,\phi}}\leq C||\ell||$ ,

$\ell(f)=\int f(x)g(x)dx$ for $f\in L_{\mathrm{c}o\mathrm{m}\mathrm{p}}^{q,0}(\mathbb{R}^{n})$ . $\square$

Definition 3.1. $\Phi\in \mathcal{F}_{0}$ とし、 $0<\theta<1$ とする。 $\mathbb{R}^{n}$ 上の函数 $M$ が、

$\exists z\in \mathbb{R}^{n}$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $||M||_{\infty}^{1-\theta}||(\Phi^{-1}(|\cdot-z|^{-n}))^{-1/\theta}M||_{\infty}^{\theta}$ く十 $\infty$ ,

$[M(x)dx=0$
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であるとき $M$ を $(\Phi, \infty,\theta)$-molecule という。 また、

$N(M)=N^{\Phi,\infty,\theta}(M)= \inf_{z\in \mathrm{R}^{n}}||M||_{\infty}^{1-\theta}||(\Phi^{-1}(|\cdot-z|^{-n}))^{-1/\theta}M||_{\infty}^{\theta}$

とおく。

Proposition 3.2. $\Phi,$ $\Psi\in F_{0}$ とし、 $U,$ $V\in \mathcal{F}$ は凹とする。

$\Phi^{-1}(\frac{1}{r^{n}})\int_{0}^{r}\frac{\rho(t)}{t}dt\leq C\Psi^{-1}(\frac{1}{r^{n}})$ , $r>0$ ,

$0<\exists\theta<1$ $s.t$. $\frac{\rho(r)}{r^{n+1}}(\Psi(\frac{1}{r^{n}}))^{-1/\theta}$ 飴 almost decreasing

とする. このとき、 $a$ が $(\Phi, \infty)$-atom ならば $I_{\rho}a$ は $(\Psi, \infty, \theta)$ -molecule であり ‘

$N(I_{\rho}a)\leq C$ が成り立つ。 ただし、 $C$ は $(\Phi, \infty)$ -atom $a$ によらない定数である。

Proposition 3.3. $\Psi\in \mathcal{F}_{0}$ とし、 $V\in F$ は凹とする。

$0<\exists\theta<1s.t$ . $\int_{r}^{\infty}V((\frac{\Psi^{-1}(1/t^{n})}{\Psi^{-1}(1/r^{n})})^{(1/\theta)-1})t^{-1}dt\leq C$ , $r>0$

とする。 このとき、 $M$ が $(\Psi, \infty,\theta)$ -molecule ならば $M\in H_{V}^{\Psi}(\mathbb{R}^{n})$ であり、

$\forall C_{1}>0\exists C_{2}>0$ $s.t$. $N^{\Psi,\infty,\theta}(M)\leq C_{1}\Rightarrow||M||_{H_{\gamma}^{\Psi}}\leq C_{2}$ .

Theorem 2.3 の証明.

$f\in L_{\mathrm{c}\mathrm{o}\acute{\mathrm{m}}\mathrm{p}}^{\infty 0}(\mathbb{R}^{n})$,
$f= \sum_{j}\lambda_{j}a_{j}$

, $U^{-1}( \sum_{j}U(|\lambda_{j}|))\leq 2||f||_{H_{U}^{\Phi}}$ ,

$||f||_{H_{U}^{\Phi}}\leq 1$ .
とする $\text{。}$ Proposition 32 と Proposition 33 によ,り、

$I_{\rho}a_{j}= \sum\lambda_{j,k}a_{j,k}$ , $a_{j,k}$ are $(\Psi, \infty)$-atoms, $V^{-1}[ \sum V(|\lambda_{j,k}|)]\leq C$.
$k$ $\backslash k$

このとき、

$|\lambda_{j}|\leq 2$ , $|\lambda_{j,k}|\leq C$ .
ゆえに

$I_{\rho}f= \sum_{j}\lambda_{j}I_{\rho}a_{j}=\sum_{j}\lambda_{j}\sum_{k}\lambda_{j,k}a_{j,k}=\sum_{j,k}\lambda_{j}\lambda_{j,k}a_{j,k}$
,

$\sum_{j,k}V(|\lambda_{\mathrm{j}}\lambda_{j,k}|)\leq C\sum_{j,k}U(|\lambda_{j}|)V(|\lambda_{j,k}|)$

$\leq C’\sum_{\wedge}$

.
$U(|\lambda_{j}|)\leq 2C’U(||f||_{H_{U}^{\Phi}})$ .
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$V(||I_{\rho}f||_{H_{V}^{\Psi}})\leq CU(||f||_{H_{U}^{\Phi}})$ f$\mathrm{o}$r $||f||_{H_{U}^{\Phi}}\leq 1$ . $\square$

Proposition 34. Theorem 2.4 の仮定のもとで、 $a$ が $(\Phi, \infty)$ -atom ならば

$I_{\rho}a\in L^{\Psi}(\mathbb{R}^{n})$ , and $||I_{\rho}a||_{L^{\Psi}}\leq C$.

ただし、 $C$ は $(\Phi, \infty)$ -atom $a$ [こよらない定数である。

Theorem 2.4 の証明. $U(r)=I(r)=r$ の場合を示せばよい。

$f\in L_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}}^{\infty,0}(\mathbb{R}^{n})$ ,
$f= \sum_{j}\lambda_{j}a_{j}$

,
$\sum_{j}|\lambda_{j}|\leq 2||f||_{H_{I}^{\Phi}}$

.

とする。 Proposition 3.4 により、

$I_{\rho}f= \sum_{j}\lambda_{j}I_{\rho}a_{j}$
, and

$||I_{\rho}f||_{L^{\Psi}} \leq\sum_{j}|\lambda_{j}|||I_{\rho}a_{j}||_{L^{\Psi}}\leq C\sum_{j}|\lambda_{j}|\leq 2C||f||_{H_{I}^{\Phi}}$
. $\square$
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