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この小論では特に断らない限り $X$ をコンパクト Hausdorff空間, $C(X)$ を $X$ 上の複素数

値連続関数全体からなる可換 Banach環とする. $\check{\mathrm{C}}$irffi[1] は正則関数の連続関数による近

似に関連して次の結果を示した.

定理 1(Cirka. [1]) $A$ を局所連結コンパクト Hausdorff空間 $X$ 上の関数環とする. この

とき任意の $f\in A$ に対して $f=g^{2}$ なる $g\in A$ が存在すれば $A=C(X)$ である.

ところで “ 任意の $f\in C(X)$ に対して $f=g^{2}$ なる $g\in C(X)$ が存在する ” という $C(X)$

の代数的性質は, $X$ の位相構造に大きく依存することが次の例からも分かる.

例 1(1) 任意の $f\in C([0,1])$ に対して $f=g^{2}$ なる $g\in C([0,1])$ が必ず存在する.

(2) $S^{1}=\{z\in \mathbb{C} : |z|=1\}$ とする. このとき $S^{1}$ 上の恒等関数 $z$ に対しては $z=g^{2}$ なる

$g\in C(S^{1})$ は存在しない.

(3) $n\in \mathrm{N}$ [こ対し $I_{n}=\{1/n\}\cross[-1,1],$ $I_{0}=\{0\}\cross[-1,1]$ とし, $I= \bigcup_{n=0}^{\infty}I_{n}$ とする. $I$ 上

の関数 $f_{0}$ を次で定義する :

$f_{0}(0,t)=\{$
0, $t=0$

$|t|e^{2\pi\cdot/t}.$ , $t\neq 0$

$n$ が偶数であるとき

$f_{0}(1/n,t)=\{$
$1/n$ , $|t|\leq 1/n$

$|t|e^{2\pi 1/t}.$ , $|t|>1/n$
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$n$ が奇数であるとき

$f_{0}(1/n, t)=\{$

$(1/n)e^{(nt+1)\pi i}$ , $|t|\leq 1/n$

$|t|e^{2\pi i/t}$ , $|t|>1/n$ .

このとき $f_{0}\in C(I)$ であるが, $f_{0}=g^{2}$ なる $g\in C(I)$ は存在しないことが分かる.

そこで $C(X)$ の代数的性質 “ 任意の $f\in C(X)$ に対して $f=g^{2}$ なる $g\in C(X)$ が存在す

る” を空間 $X$ の位相構造により特徴づける問題が考えられる. 実際次の結果が知られてい

る. ここで位相空間が局所連結であるとは, 連結な開集合の全体が位相の開基をなすこと

であることに注意する.

定理 2(Hatori-M. [6]) $X$ を局所連結コンパクト Hausdorff空間とする. このとき次は同

値である.

(1) 任意の $f\in C(X)$ に対して $f=g^{2}$ なる $g\in C(X)$ が存在する.

(2) $\dim X\leq 1$ かつ $\check{H}^{1}(X, \mathbb{Z})$ は自明な群となる. ここに $\dim X$ は $X$ の被覆次元 (cf. [8])

を表し, $\check{H}^{1}(X, \mathbb{Z})$ は定数層 $\mathbb{Z}$ に係数をもつ $X$ の 1 次の $\check{C}ech$ cohomology群である.

時代は前後するが, 一方で $C(X)$ のより一般の代数的性質を空間 $X$ の位相構造で表現す

る結果が知られている. そのことを述べるため次の定義をする.

定義 1 $C(X)$ が代数的に閉じているとは, $C(X)$ の元を係数とする任意の monic多項式が

$C(X)$ に解をもつことである. つまり任意の非負整数 $n$ と任意の $a_{0},$ $a_{1},$ $a_{2},$ $\cdots,$ $a_{n}\in C(X)$

に対して $f\in C(X)$ が存在して

$f^{n+1}(x)+a_{n}(x)f^{n}(x)+\cdots+a_{1}(x)f(x)+a_{0}(x)=0$ , $(x\in X)$
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となることである. 特に任意の $a\in C(X)$ に対して $f^{2}(x)=a(x),$ $(x\in X)$ なる $f\in C(X)$

が存在するとき, $C(X)$ は平方根に関して閉じているという.

Deckard-Pearcy は $X$ が完全不連結コンパクト Hausdorff空間のとき及ひ $X=[0,1]$ の

とき, $C(X)$ は代数的に閉じていることを示した. このとき用いられた手法を応用して,

Countryman[2] は代数的に閉じた $C(X)$ を $X$ の位相の言葉で特徴づけた. その結果を述べ

るため, 幾つかの定義を必要とする.

定義 2 位相空間 $T$ が $A$ -spaceであるとは, 境界点が高々有限個であるような開集合の全体

がその位相の開基をなすことである.

定義 3 位相空間 $T$ が hereditaily unicoherentであるとは, 任意の連結閉集合 $M,$ $N$ に対し

てその共通部分 $M\cap N$がまた連結となることである.

定義 4 位相空間 $T$ が dmost locally-connoetdであるとは, $T$が次をみたす互いに素な連結

閉集合族 $\{C_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}$ を含まないことである :

各 $C_{n}$ は $\bigcup_{n\in \mathrm{N}}C_{n}$ の閉包における開集合であり, $x_{n},y_{n}\in C_{n}$ として得られる数

列 $\{x_{n}\}_{n\in \mathrm{N}},$ $\{y_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}$で異なる点に収束するものが存在する.

最後にコンパクト Hausdorff空間 $X$ の任意の連結成分 $X_{\lambda}$ に対し, $C(X_{\lambda})$ が代数的に

閉じているとき $X$ は $\mathrm{C}$-spaceであるという. また簡単のため A-spaceかっ $\mathrm{C}$-space を単に

$\mathrm{A}\mathrm{C}$-space という. 次の結果は Countryman[2] から直ちに分かる :

定理 3 $(\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{t}\ovalbox{\tt\small REJECT}. [2])X$ をコンパクト Haut dorff空間とする. このとき (1) $\Rightarrow(2)\Rightarrow$

(3) $\Rightarrow(4)$ が成り立つ :
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(1) $X$ {ま $AC$-spaceである.

(2) $C(X)$ は代数的に閉じている.

(3) $C(X)$ は平方根に関して閉じている.

(4) $X$ は hereditar.ly unicoherentかつ almost locally-connectedである.

特に $X$ が第一可算公理をみたせば (4) $\Rightarrow(1)$ が成り立つ. つまり, このとき上の条件

(1), (2), (3), (4) は全て同値である.

以上に述べたように, [2] と [6] によって $C(X)$ が平方根に関して閉じているための $X$ の

特徴づけがいくつか得られている. それではこれらの特徴づけにはどのような関係がある

のだろうか ? ここではそれらの関係を調べる. まず次の関係があることが分かる.

補題 4 $X$ をコンパクト Hausdorff空間とする. このとき $\dim X\leq 1$ かつ $\check{H}^{1}(X, \mathbb{Z})=0$ な

らば $X$ {ま heoeditardy unicoheoentである.

証明. $X$ が hereditarfly unicoherentでなければ, $\check{H}^{1}(X, \mathbb{Z})$は自明な群でないことを示す. [2,

Lemma 2.1] の証明より $X$ のある閉部分集合 $F$ と $h\in C(F)^{-1}$ が存在して, 任意の $f\in C(F)$

に対して $h\neq f^{2}$ であることが分かる. さて $\dim X\leq 1$ であることと, 任意の閉集合 $K$ と

その上の連続関数 $u$ で $u(K)\subset S^{1}$ なるものに対して $X$ 上の連続関数 $\tilde{u}$ で $\tilde{u}|_{K}=u$ かつ

$\tilde{u}(X)\subset S^{1}$ をみたすものが存在することは同値であることが知られている (cf. [8]). よって

$\tilde{h}|_{F}=h$ なる $\tilde{h}\in C(X)^{-1}$ が存在する. $h\neq f^{2},$ $(f\in C(F))$ であるから, $\tilde{h}\neq g^{2},$ $(g\in C(X))$

となる. このとき特に $\tilde{h}\not\in\exp C(X)$ である. よって $\tilde{h}\in C(X)^{-1}\backslash \exp C(X)$ となる. Arens-

Roydenの定理 (cf. [5, Theorem 72of Chapter III]) により $C(X)^{-1}/\exp C(X)=\check{H}^{1}(X, \mathbb{Z})$

であるから, $\check{H}^{1}(X, \mathbb{Z})$ は自明な群ではない. $\blacksquare$
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定理 5 $X$ をコンパクト Hausdo ff空間とする. このとき $X$ が $AC$-spaceならば $X$ の各連結

成分 $X_{\lambda}$ は局所連結で, 市mX\lambda $\leq 1$ かつ $\check{H}^{1}(X_{\lambda}, \mathbb{Z})=0$ となる.

特に $X$ が第一可算公理をみたすとき, 定理 3 の条件 (1), (2), (3), (4) は次と同値である :

(5) $X$ は almost locally-connectedで, $X$ の各連結成分 $X_{\lambda}$ は局所連結であり,

$\dim X_{\lambda}\leq 1$ かつ $\check{H}^{1}(X_{\lambda}, \mathbb{Z})=0$ をみたす.

証明. [2, Remark (1)] により A-space $X$の各連結成分 $X_{\lambda}$ は局所連結である. また定理 3 に

より, $X$ が $\mathrm{A}\mathrm{C}$-spaceならば $C(X)$ は平方根に関して閉じてぃるので, $C(X_{\lambda})$ も平方根に関

して閉じている. いま各 $X_{\lambda}$ は局所連結なので, 定理 2 上り $\dim X_{\lambda}\leq 1$がっ $\check{H}^{1}(X_{\lambda}, \mathbb{Z})=0$

となる. よって定理の前半部分が示された.

いま示したことから (1) $\Rightarrow(5)$ が成り立っ. また補題 4 にょり (5) $\Rightarrow(4)$ である. $X$ が第

一可算公理をみたすとき (1), (2), (3), (4) は同値であるから, 以上にょり (1), (2), (3), (4), (5)

の同値性が示された. $\blacksquare$

定理 3 によれば, $X$ が第一可算公理をみたすとき, $C(X)$ が代数的に閉じてぃることと

平方根に関して閉じていることは同値である. 定理 2 では $C(X)$ が平方根に関して閉じて

いるための局所連結な空間 $X$ の特徴づけを与えてぃる. それでは $X$ が第一可算公理をみ

たすとは限らない局所連結な空間の場合も, $C(X)$ が平方根に関して閉じてぃることと代

数的に閉じていることは同値であるだろうか ? この間いに対する答えが次の結果である.

定理 6 $X$ を局所連結コンパクト Hausdo ff空間とする. このとき以下は同値である.

(1) $X$ は $AC$-spaceである.

(2) $X$ は $C$-spaceである.
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(3) $C(X)$ は代数的に閉じている.

(4) $C(X)$ は平方根に関して閉じている.

(5) $\dim X\leq 1$ かつ $\check{H}^{1}(X, \mathbb{Z})$ は自明な群である.

(6) $X$ は hereditar.ly unicoherentである.

この結果を示すためにいくつかの準備を必要とする.

補題 7(Lemma 22, [3]) $P(\cdot, \zeta)$ を $C(X)$ の元を係数とする任意の monic多項式とする.

つまりある非負整数 $n\in \mathbb{Z}$ と $a_{0},$ $a_{1},$ $\cdots,$ $a_{n}\in C(X)$ に対して

$P(x, \zeta)=\zeta^{n+1}+a_{n}(x)\zeta^{n}+\cdots+a_{1}(x)\zeta+a_{0}$ , $(x\in X)$

である. $x_{0}\in X$ を固定し, $z_{0}\in \mathbb{C}$ を複素係数 monic多項式 $P(x_{0}, \zeta)=0$ の $m$位の解とす

る. このとき $\epsilon>0$ [こ対して $P(x_{0}, ()=0$ が $\{z\in \mathbb{C} : 0<|z-z_{0}|\leq\epsilon\}$ {こ解をもたなければ,

$x_{0}$ のある開近傍 $V_{0}$ が存在して任意の $y\in V_{0}$ に対して $P(y, \zeta)=0$ は $\{z\in \mathbb{C} : |z-z_{0}|<\epsilon\}$

に (重複度まで数えて) ちょうど $m$個の解をもつ.

定義 5 $S$ を連結な位相空間とする. $p\in S$ が $a,$ $b\in S\backslash \{p\}$ : $a\neq b$ を $S$ [こおいて分離する

とは, それぞれ $a,$ $b$ を含む互いに素な 2つの開集合 $A,$ $B$ が存在して $S\backslash \{p\}=A\cup B$ とな

ることである. $p$ が $a,$ $b\in S\backslash \{p\}$ の cuttingであると {ま, $a,$ $b$ を含む任意の連結閉部分集合

が $p$ を含むことである. 特に $S$ が連結かつ局所連結なコンパクト Hausdorff空間であると

きは, [7, Theorem 3-6] により 2つの概念は一致する.

$X$ を連結なコンパクト Hausdorff空間とする. このとき [7, Theorem 2-10] により, 任意

の $x,$ $y\in X$ に対して $x,$ $y$ を含む (包含関係に関して) 極小な $X$ の連結閉部分集合が存在す
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る. さらに $X$ が hereditarfly unicoherent であれば, そのような集合はただ 1 つに限ること

が分かるので, それを $E[x, y]$ で表わすことにする. 簡単のため以下では次の記号を用いる :

$E[x,y)=E[x,y]\backslash \{y\},E(x,y]=E[x,y]\backslash \{x\},E(x,y)=E[x,y]\backslash \{x,y\}$.

このとき $E[x,y]$ は $x,y$ を含む最小の連結閉集合であるから, 先に注意したように $x\neq y$ の

とき $E(x,y)$ の各点は $x,y$ を $X$ において分離する. 最後に $E[x,y]$ の separation order を定

義する. 任意の $p,$ $q\in E[x,y]$ 1こ対して, $p=x$ ある 1 は $p$ が $x$ と $y$ を $X$ において分離する

とき $p<q$ と定義する. さらに任意の $a,$ $b\in E[x, y]$ [こ対して $a=b$ または $a<b$ であると

き $a\leq b$ と定義する. このとき $E[x,y]$ の separation orderは全順序であることが分かる $(\mathrm{c}\mathrm{f}_{:}$

$[7, \mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}2-21])$ . さらに order topolo訂と呼ばれる $E[x, y]$ の位相が次のように定義され

る. order topoloyの開集合は次の形の集合の和集合として表されるものである :

(1) 各 $a\in E[x,y]\}$こ対して集合 $\{b\in E[x,y] : b<a\}$ .

(2) 各 $a\in E[x,y]$ に対して集合 $\{b\in E[x,y] : a<b\}$ .

(3) 各 $a,b\in E[x, y];a<b$ [こ対して集合 $\{c\in E[x,y] : a<c<b\}$ .

このとき $E[x, y]$ の order topology は $E[x, y]$ の相対位相と同相である (cf. [7, Theorem 2-

25]). separation order の定義より $E[x, y]=\{z\in X : x\leq z\leq y\}$ である. 最後に $E[x, y]$ の

空でない任意の部分集合は, separation order に関して最小上界をもっことが [7, $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$

2-26] により分かる.

以上の準備のもと, 定理 6 を証明する.

定理 6の証明. まず定理 2 より条件 (4) と (5) は同値である. また定理 3 より (4) $\Rightarrow(6)$ で

あるから, (2) $\Rightarrow(3)$ 及ひ (6) $\Rightarrow(1)$ を示せばよい.
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(2) $\Rightarrow(3)X$ は局所連結であるから, $X$ の各連結成分は開集合である. よって $X$ は高々

有限個の連結成分からなる. よって $X$ が $\mathrm{C}$-space ならば $C(X)$ は代数的に閉じている.

(6) $\Rightarrow(1)X$ は hereditarily unicoherent であるとする. このとき $X$ は $\mathrm{A}\mathrm{C}$-space である

ことを示す. さて, いま $X$ は局所連結であるから $X$ の各連結戒分は開かつ閉集合である.

そこで一般性を失うことなく $X$ は連結であると仮定してよいのでそうする.

はじめに $X$ は A-space であることを示す. $x_{0}\in X$ を任意に取り, $V$ を $x_{0}$ の任意の開近

傍とする. $X\backslash V\neq\emptyset$ の場合を考えれば十分である. 各 $x\in X\backslash V$ に対して $E[x_{0}, x]$ を $x_{0},$ $x$

を含む最小の連結閉集合とする. このとき $y_{x}\in V\cap E(x_{0}, x)$ は $x_{0}$ と $x$ を $X$ において分離

する. すなわち次をみたす開集合 $A_{x},$ $B_{x}$ が存在する.

$x_{0}\in A_{x},$ $x\in B_{x},$ $A_{x}\cap B_{x}=\emptyset$ かつ $X\backslash \{y_{x}\}=A_{x}\cup B_{x}$ .

このとき $y_{x}$ は $A_{x}$ のただ 1 つの境界点であることに注意する. $X\backslash V$ はコン Jくクトなので,

有限個の点 $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots,$ $x_{m}$ が存在して $X \backslash V\subset\bigcup_{j=1}^{m}B_{x_{\mathrm{j}}}$ となる. $V_{0}= \bigcap_{j=1}^{m}A_{x_{j}}$ とおくと,

$V_{0}$ は $V$ に含まれる $x_{0}$ の開近傍でその境界点は高々 $m$個である. よって高々有限個の境界

点をもつ開集合の全体は $X$ の開基をなす. すなわち $X$ は A-space である.

次に $C(X)$ は代数的に閉じていることを示す. そこで $P(\cdot, \zeta)$ を $C(X)$ 上の任意の monic

多項式とし, 次をみたす $X$ の部分集合 $D$ と $D$ 上の複素数値連続関数 $f$ の組 $(D, f)$ 全体か

らなる集合を $\mathfrak{D}$ とする :

任意の $a,$ $b\in D$ に対して $E[a, b]\subset D$ かつ $P(x, f(x))=0,$ $(x\in D)$ である.

任意の $a,$ $b\in D$ に対して $E[a, b]\subset D$であるから, 集合 $D$は必す連結になることが分かる. 任

意の $(D_{1}, f_{1}),$ $(D_{2}, f_{2})\in \mathfrak{D}$ に対して, $D_{1}\subset D_{2}$ かつ $f_{2}|_{D_{1}}=$ 五なるとき $(D_{1}, f_{1})\preceq(D_{2}, f_{2})$
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と定義する. このとき $\leq$ は $\mathfrak{D}$ の順序である.

Zorn の補題を用いて $\mathfrak{D}$ には極大元が存在することを示す. そのため $\{(D_{\alpha}, f_{\alpha})\}_{\alpha\in A}$ を $\mathfrak{D}$ の

任意の全順序部分集合とする. いま D0=U\mbox{\boldmath $\alpha$}D。とおく. また任意の $x\in D_{0}$ に対し, x\in D。

なる $\alpha\in A$ があるので, $f_{\alpha}(x)$ を対応させる関数を $f_{0}$ とすると, $\{(D_{\alpha}, f_{\alpha})\}_{\alpha\in A}$が全順序で

あることから $f_{0}$ は well-defined である. $D_{0},$ $f_{0}$ の定め方から, $P(x, f_{0}(x))=0,$ $(x\in D_{0})$ で

ある. $f_{0}$ は $D_{0}$ 上連続であることを示す. そのため, そうでないと仮定し矛盾を導く. っま

りある $x_{0}\in D_{0}$ と $\epsilon_{0}>0$が存在して, $x_{0}$ の任意の開近傍 $V$ に対して $f_{0}(V\cap D_{0})\not\subset\{z\in \mathbb{C}$ :

$|z-f_{0}(x_{0})|<\epsilon_{0}\}$ となる. 而, $z_{1},$ $z_{2},$ $\cdots,$ $z_{k}$ を $P(x_{0}, \zeta)=0$の異なる全ての解とする. このと

き而 $=f_{0}(x_{0})$ として一般性を失わないのでそうする. さて, $2\epsilon_{1}$ =min$\{|z_{1}.-z_{j}| : i\neq j\}$ と

おき, $\epsilon=\dot{\mathrm{m}}\mathrm{n}\{\epsilon_{0}, \epsilon_{1}\}$ とする. このとき各 $z_{j}$ に補題 7を適用すると, $x_{0}$ の開近傍 $V(x_{0})$ が存

在して任意の $x\in V(x_{0})$ に対して $P(x, w)=0$ ならば $w \in\bigcup_{j=1}^{k}\{z\in \mathbb{C} : |z-z_{j}|<\epsilon\}$ である.

仮定より $f_{0}(V(x_{0})\cap D_{0})\not\subset\{z\in \mathbb{C} : |z-f_{0}(x_{0})|<\epsilon_{0}\}$であるから, $|f_{0}(y_{0})-f_{0}(x_{0})|\geq\epsilon_{0}$

なる $y_{0}\in V(x_{0})\cap D_{0}$ が存在する. $x_{0},$ $y_{0}\in D_{\beta}$ とすると $E[x_{0},y_{0}]\subset D_{\beta}$ である. ところが

$f \beta(E[x_{0},y\mathrm{o}])=f\mathrm{o}(E[x_{0},y\mathrm{o}])\subset\bigcup_{j=1}^{k}\{z\in \mathbb{C}:|z-z_{j}|<\epsilon\}$ であるから, これは $f_{\beta}(E[x_{0},y_{0}])$

が連結であることに反する. よって $f_{0}$ は $D_{0}$上連続であることが示された. ゆえに Zorn の

補題から $\mathfrak{D}$ は極大元をもつ.

$(D^{*}, f^{*})$ を $\mathfrak{D}$ の 1つの極大元とする. このとき $D^{*}=X$であることを示す. そこで $X\backslash D^{*}\neq$

$\emptyset$ と仮定すると, $b\in X\backslash D^{*}$ が存在する. また $a\in D^{*}$ を任意に固定する. $m$ を $E[a, b]\cap D^{*}\subset$

$E[a, b]$ の separeation order に関する最小上界とする. $E[a, b]=\{x\in X : a\leq x\leq b\}$ であ

るから $E[a, m)\subset D^{*}$ かつ $E(m, b]\subset X\backslash D^{*}$ である.

いま $m\in D^{*}$ であることを示す. もしも $m\in X\backslash D^{*}$ とすると, $(D‘, f^{*})$ の極大性から
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$f^{*}$ の $D^{*}\cup\{m\}$ への連続拡張は存在しない. 実際, $D^{*}\cup\{m\}--D^{*}\cup E[a, m]$ であるから

$D^{*}\cup\{m\}$ は連結である. また任意の $c\in D^{*}$ に対して

$E[c,$ $m]=E[c,$ $a]$ 火 $E[a,$ $m]\subset D^{*}$ .

さて, $f^{*}$ の $D^{*}\cup\{m\}$ への連続拡張 $\tilde{f}^{*}$ が存在したとする. このとき関数 $x\vdasharrow P(x,\tilde{f}^{*}(x))$

は $D^{*}\cup\{m\}$ 上連続である. したがって連続関数による $D^{*}\cup\{m\}$ の像はまた連結である

が, $P(x, f(x))=0,$ $(x\in D^{*})$ であるから $P(x,\tilde{f}^{*}(x))=0,$ $(x\in D^{*}\cup\{m\})$ となる. ゆえ [こ

$(D‘, f^{*})\subseteq(D^{*}\cup\{m\},\tilde{f}^{*})$ となるが, これは $(D‘, f^{*})$ の極大性に反する. したがって $f^{*}$ の

$D^{*}\cup\{m\}$ への連続拡張は存在しないことが示された.

さて, $f^{*}$ の $D^{*}\cup\{m\}$ への連続拡張は存在しないので, ある $\epsilon_{1}>0$ が存在して, $m$ の任

意の開近傍 $V$ に対して次が成り立つ : ある $x,$ $y\in V\cap D^{*}$ が存在して, $|f^{*}(x)-f^{*}(y)|\geq\epsilon_{1}$

である. $P(m, z)=0$ の異なる全ての解を $z_{1},$ $z_{2},$ $\cdots,$ $z_{l}$ とし, $\epsilon_{2}=$ 而$n\{|z_{\dot{l}}-z_{j} 1 :i\neq j\}$

とおく. さらに $2 \epsilon_{3}=\min\{\epsilon_{1}, \epsilon_{2}\}$ とすると, 補題 7 により次をみたす $m$ の連結な開近傍

$V(m)$ が存在する : 任意の $y\in V(m)$ に対して $P(y, w)=0$ ならば $w \in\bigcup_{j=1}^{k}\{z\in \mathbb{C}$ :

$|z$ 一 $z_{j}|<\epsilon_{3}$ } である. $V(m)$ の連結性から $E[x, y]\subset V(m),$ $(x, y\in V(m))$ である. よっ

て $E[x, y]\subset D\cap V(m),$ $(x, y\in D\cap V(m))$ となるので $D\cap V(m)$ は連結でなければなら

ない. したがって $f^{*}$ の連続性から $f^{*}(D\cap V(m))$ も連結である. 他方で $f^{*}$ の連続拡張が

存在しないことから, $|f^{*}(p)-f^{*}(q)|\geq\epsilon_{1}$ なる $p,$ $q\in V(m)\cap D$ が存在する. $\epsilon_{1}\geq 2\epsilon_{3}$ よ

り $f^{*}(p),$ $f^{*}(q)$ {ま $\bigcup_{j=1}^{k}\{z\in \mathbb{C} : |z-z_{j}|<\epsilon_{3}\}$ の中の異なる円板に属する. ところがこれ [ま

$f^{*}(D\cap V(m))$ の連結性に反する. 以上により $m\in D^{*}$ であることが示された.

103



最後に, $E[m, b]$ は全順序かつ order-complete なので [4, Theorem 3] により

$P(x, z)=(z-f_{1}(x))(z-f_{2}(x))\cdots(z-f_{k}(x))$ , $(x\in E[m, b])$

なる $f_{1},$ $f_{2},$
$\cdots,$ $f_{k}\in C$ ($E[m$, b]).が存在する. このとき $f^{*}(m)=f_{1}(m)$ としてよいのでそう

する. また $\tilde{D}=D^{*}\cup E[m, b]$ とおくと $D^{*}\backslash \{m\},$ $E(m, b]$ はともに $\tilde{D}$ の開集合なので,

$\tilde{f}(x)=\{\begin{array}{l}f^{*}(x),(x\in D^{*})f_{1}(x),(x\in E[m,b])\end{array}$

は well-defined で $\tilde{D}$ 上連続である. また $(D^{*}, f^{*})\subsetneq(\tilde{D},\tilde{f})$ であるから, これは $(D^{*}, f^{*})$ の

極大性に反する. 以上より $D^{*}=X$ となることが示された. $\blacksquare$
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