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Abstract. Let $\{z_{n}\}$ be asequence in the open unit disc and $\rho_{n}=\prod_{m\neq n}|(z_{n}-$

$z_{m})/(1-\overline{z}_{m}z_{n})|>0$. Suppose $1\leq p\leq\infty,$ $1\leq s\leq\infty,$ $\phi(t)>0$ on $\{t>0\}$ and
$\rho_{n}>0(n\geq 1)$ . $\mathcal{O}(\phi)=\{\{w_{n}\} ; \{w_{n}/\phi(\rho_{n})\}\in p\}$ where $p$ is asequence Banach space.
We consider three problems about interpolations for $p(\phi)$ by the Hardy space $H^{s}$ . If
$\phi(t)\equiv 1$ then $\mathcal{O}(\phi)=p$ . Mainly we study when $\phi(t)\equiv 1$ or $\phi(t)=t$ .

1 章定義と歴史と問題

$D$ を $\beta$ の open unit disc, $H^{p}(1\leq p\leq\infty)$ を $D$ 上の普通の Hardy 空間とす
る。 $\{z_{j}\}\subset D$ かつ $z_{i}\neq z_{j}(i\neq j)$ とする。 $\{z_{j}\}$ は $\Sigma_{j=1}^{\infty}(1-|z_{j}|)<\infty$ のとき、 Blaschke
sequence と呼ばれる。 $\rho_{k}=\prod_{j\neq k}j=1\infty|\frac{z_{k}-z_{j}}{1-\overline{z}_{j}z_{k}}|$ とするとき、 $\inf_{k}\rho_{k}>0$ ならば、 $\{z_{j}\}$ は

uniformly separated sequence と呼ばれる。 この講演では、 Hardy 空間に属する正則関数
による補間についての三っの問題につぃて考える。

$1\leq p\leq\infty$ のとき、 $\{f(z_{j}) ; f\in H^{p}\}\supset\ell\infty$ となる $\{z_{j}\}$ を決定せよ。

この問題については、 $p=\infty$ のときには、 1958 年に Carleson [1] にょって完全
に解かれた。すなわち $\{f(zj) ;f\in H^{\infty}\}\supset\ell^{\infty}$ となる必要十分条件は $\{z_{j}\}$ が uniformly
separated sequnce であることを示した。 これは非常に良く知られた基本的な結果である。
1971 年に Snyder [8] は $p=2$ のときには、 この Carleson の定理が成立しないことを示し
た。すにわち $\{f(z_{j}) ; f\in H^{2}\}\supset\ell^{\infty}$ でも必ずしも $\{zj\}$ は uniformly separated sequence
ではないことを示した。 1972年に Duren-Shapiro [2] は Snyder の定理は $1\leq p<\infty$ に対
しても成立することを示し $_{arrow}^{}$

。 よって自然な問題として、 $p\neq\infty$ のときに、 { $f(z_{j})$ ; $f\in$
$H^{p}\}\supset\ell^{\infty}$ となる $\{z_{j}\}$ はどのような条件を満足するががある。

$\{\{w_{n}\}$

$)$ かつ $\rho_{n}>0(n\geq 1)$ とする。 $p(\phi)=$

� $H^{p}$ } $\supset \mathcal{O}(\phi)$ となる $\{z_{j}\}$ 決定せよ。

数理解析研究所講究録 1277巻 2002年 30-34

30



(2) 与えられた Blaschke sequence $\{z_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\}$ 1こ対して、常{こ $\{f(z_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}) ; farrow H^{p}\}\mathrm{D}\ovalbox{\tt\small REJECT}(\emptyset)$

が成立する $\phi$ を決定せよ。

この問題の (2) については、$p=\infty$ のとき Carleson は Earl [2] の Carleson の定
理の証明は、 $\phi(t)=t^{2}$ かつ $\{z_{j}\}$ が Blaschke sequence ならば $\{f(z_{j}) ;f\in H^{\infty}\}\supset\ell^{\infty}(\phi)$

が常に成立することを示していると指摘した。 1977 年に Garnett [3] は $\phi(t)=t(1+$
$\log 1/t)^{-2}$ かつ $\{z_{j}\}$ が Blaschke sequence ならば $\{f(z_{j}) ; f\in H^{\infty}\}\supset\ell^{\infty}(\phi)$ が常 [こ成立
することを示した。 更 [こ $\phi(t)=t(1+\log 1/t)^{-1}$ のとき $\{f(z_{j}) ; f\in H^{\infty}\}\not\supset\ell^{\infty}(\phi)$ とな
る Blaschke sequence $\{z_{j}\}$ が存在することを示した。問題の (1) については、$p=\infty$ の

とき、 1988 年 [こ Nakazi [6] は $\phi(t)=t$ のとき、 $\{f(z_{j}) ; f\in H^{\infty}\}\supset\ell^{\infty}(\phi)$ となる $\{z_{j}\}$

についての必要十分条件は uniformly separated sequence の有限和となることを示した。
よって自然な問題として、 $1\leq p<\infty,$ $\phi(t)=t$ のとき、 $p=\infty$ と同じ結果が成立かが
ある。

$1\leq p<\infty,$ $\phi(t)>0(t>0)$ かつ $\rho_{n}>0(n\geq 1)$ とする。 $\{(1-$

$\in H^{p}\}\supset\ell^{p}(\phi)$ となる $\{z_{j}\}$ を決定せよ。

$\phi(t)=1$ のとき、 l\leq p<\otimes [こ対して、 1961 年に ShapirO-Shields [7] 1まこの問
題を完全に解いた。 すなわち $\{(1-|z_{j}|^{2})^{1/p}f(z_{j}) ; f\in H^{p}\}\supset\ell^{p}(\phi)$ となる必要十分条件
は $\{z_{j}\}$ が uniformly separated sequence となることを示した。 これは Carleson [1] の定
理の一般化と考えることができる。 $\phi(t)=t$ のときはどうなるだろうかという自然な問題
がある。 これは Nakazi[6] の結果の一般化と考えることができる。

2章問題 1 について

この章では $p\neq\infty$ のとき (こ、 $\{f(z_{j}) ; f\in H^{p}\}\supset\ell\infty$ となる $\{z_{j}\}$ の満足する条
件について考察する。

$\{zj\}$ が Blaschke sequence のとき、$B(z)=$ 垣曽 $1- \frac{\overline{z}_{j}}{|z_{j}|}\frac{z-z_{j}}{1-\overline{z}_{j}z}$ (Blaschke product)

とすると B\in H\otimes 。

$\rho_{k,n}=\prod_{j\neq k}j=1\infty|\frac{z_{k}-z_{j}}{1-\overline{z}_{j}z_{k}}|\text{、}1\leq k\leq n$

とすると $\rho_{k,n}\geq\rho_{k,n+1}$ かつ $\lim_{narrow\infty}\rho_{k,n}=\rho_{k}(^{\forall}k\geq 1)_{\text{。}}f_{n}(z)=\sum_{j=1}^{n}b_{nj}^{-1}w_{j}B_{nj}(z)(n=1,2, \cdots)$

とおくと、 $f_{n}\in H^{\infty}$ かつ $f_{n}(z_{j})=w_{j}(1\leq j\leq n)$ となる。 次の $(i)\sim(iii)$ が同値である
こと {ま、 Carleson[1] と McDonald-Sundberg[5]tこよる。

(i) $\Sigma_{j=1}^{\infty}(1-|z_{j}|^{2})|g(z_{j})|^{p}\leq\gamma||g||_{p}(g\in H^{p})$ となる $\gamma>0$ が存在する。 (ii) $\mu=$

$\sum_{j=1}^{\infty}(1-|zj|^{2})\delta_{z_{j}}$ とすると、 $S=\{z=re^{i\theta} ; 1-h\leq r<1, \theta_{0}\leq\theta\leq\theta_{0}+h\}$ となる任意
の $S$ {こついて $\mu(S)\leq\gamma_{1}h$ を満たす $\gamma_{1}>0$ が存在する。 (iii) $\{z_{j}\}$ は uniformly separated
sequence の有限和である。

系 1 の (1) $\Leftrightarrow(3)$ は Carleson[1] による。
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$f(z_{j})=$

$=1,2,$ $\cdots)$ とする。

$| \sum_{j=1}^{n}\frac{w_{j}}{b_{nj}}(1-|z_{j}|^{2})g(z_{j})|\leq\gamma||g||_{q}(n\geq 1, g\in H^{q})$

となる $\gamma>0$ が存在することである。

$1\leq p\leq\infty,$ $1/p+1/q=1$ とする。 $\{f(z_{j}) ; f\in H^{p}\}\supset\ell^{\infty}$ である必

$\sum_{j=1}^{\infty}\frac{1}{\rho_{j}}(1-|z_{j}|^{2})|g(z_{j})|\leq\gamma||g||_{q}(g\in H^{q})$

となる $\gamma>0$ が存在することである。

[「P $(z_{j})\cdot,f\mathrm{K}\sigma)(1)\sim(3)\mathfrak{l}\mathrm{I}\Pi\overline{-}\in H^{\infty}\}\supset\ell^{\infty}$

値である。

(2) $\sum_{j=1}^{\infty}\frac{1}{\rho_{j}}(1-|z_{j}|^{2})|g(z_{j})|\leq\gamma||g||_{1}(g\in H^{1})$ となる $\gamma>0$ が存在する。

(3) $\inf_{j}\rho_{j}>0$

$\overline{\prod\#_{\backslash }2}$

$\{f(z_{j}) ; f\in H^{1}\}\supset\ell^{\infty}$ となる必要十分条件は $\sum_{j=1}^{\infty}\frac{1}{\rho_{j}}(1-|z_{j}|^{2})<\infty$ で

ある。

$\sum_{j=1}^{\infty}(1-|z_{j}|^{2})|g(z_{j})|\leq\gamma||g||_{1}(g\in H^{1})$ となる $\gamma>0$ が存在する必要十分条件は

$\{z_{j}\}$ が uniformly separated sequence の有限和であることは MCdonald-Sundberg の結

果である。. 一方系 2 は $\sum_{j=1}^{\infty}\frac{1}{\rho_{j}}(1-|z_{j}|^{2})|g(z_{j})|\leq\gamma||g||_{1}(g\in H^{1})$ となる $\gamma>0$ が存在す

る必要十分条件は $\{z_{j}\}$ が uniformly separated sequence であることを示している。

3章問題 2 について
$\infty$

$\phi(t)=1$ のとき $\mathcal{O}(\phi)=\mathcal{O}$ であるが、$\phi(t)=t$ のとき $\mathcal{O}(\phi)=\{\{w_{n}\}$ ; $\sum|w,/\rho_{n}|^{p}<$

$\infty\}$ である。 だから、 $\inf_{n}\rho_{n}>0$ のときは $\mathcal{O}(\phi)=p$ である。 系 3 は Nakazi$n=[6]$ にょる。

$1\leq p\leq\infty,$ $1/p+1/q=1$ かつ $\phi(t)=t$ とする。 このとき、
{ $f(z_{j})$ $\supset\ell^{\infty}(\phi)$ となる必要十分条件は

$\sum_{j=1}^{\infty}(1-|z_{j}|^{2})|g(z_{j})|\leq\gamma||g||_{q}(g\in H^{q})$
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となる $\gamma>0$ が存在する。

$\mathrm{H}_{1}^{\#_{\backslash }3}f(z_{j})$ $(.,t)=t\text{とする}f\in H^{\infty}\}\supset$。$\infty(\phi)$ となる必要十分条件は $\{z_{j}\}$ が uniformly separated
sequence の有限和となることである。

(2) $\sum_{j=1}^{\infty}(1-|z_{j}|)<\infty$ ならば $\{f(z_{j}) ; f\in H^{1}\}\supset\ell^{\infty}(\phi)$ である。

$\mathrm{H}_{1f}^{\pi_{\backslash }4}$ (zjl),$\cdot$<fp\in <H\infty p}\hslash \supset >\acute \supset \ell \infty \phi ((\phi t))=\check C‘‘tk&6\check t\emptyset l‘‘6{。zj} は uniformly separated sequence の
有限和でない $\{z_{j}\}$ が存在する。

(2) $\sum_{j=1}^{\infty}(1$
一$|z_{j}|)^{1/p}<\infty$ ならば $\{f(z_{j}) ; f\in H^{p}\}\supset\ell^{\infty}(\phi)$ てある。

4章問題 3 について

Carleson [1] の定理は ShapirO-Shields[7] によって weighted interpolation の場合
に、 $H^{p}(p\neq\infty)$ ^一般化された。 この章では Nakazi [6] の結果. . . この講演の 2 章の系
3 の (1) $\cdots$ を weighted interpolation の場合に $H^{p}(p\neq\infty)$ ^一般化する。

$\in$ 仮 $(j=1,2, \cdots)$ とする。 この

$H^{p}$ が存在する必要十分条件は任

$| \sum_{j=1}^{n}\frac{w_{j}}{b_{nj}}(1-|z_{j}|^{2})^{1/q}g(z_{j})|\leq\gamma||g||_{q}(g\in H^{q})$

となる $\gamma>0$ が存在する。

$1<p\leq\infty_{\text{、}}1/p+1/q=1$ かつ $\phi(t)=t$ とする。 このとき、 $\{(1-$

$\in H^{p}\}\supset\ell^{\mathrm{p}}(\phi)$ となる必要十分条件は

$\{\sum_{j=1}^{\infty}(1-|z_{j}|^{2})|g(z_{j})|^{q}\}^{1/q}\leq\gamma||g||_{q}(g\in H^{q})$

となる $\gamma>0$ が存在する。

[|¡-5」 $\phi(t)=t$ とする。

(1) $1<p\neq\leq\infty_{\text{、}}1/p+1/q=1$ のとき、 $\{(1-|z_{j}|^{2})^{1/p}f(z_{j}) ; f\in H^{p}\}\supset P(\phi)$
で

ある必要十分条件は $\{z_{j}\}$ が uniformly separated sequence の有限和であることである。
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(2) もし $\sum(1\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}|)<\otimes$ ならば、 { $(1$ |2 (勺); $f\in H^{1}$ } $\mathrm{D}\ovalbox{\tt\small REJECT}(\emptyset)$ が成立
$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}[]$

する。
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講演したときに定理 1 は完全ではなかったが、講演のあとで完全な形で証明で
きた。 しかし定理 1 はもっと一般的に $\mathrm{B}.\mathrm{A}$ Taylor と D.L.Williams [Interpolation of $\ell^{q}$

sequences by $H^{p}$ functions, Proc A.M.S. 34(1972), 181-186] によって証明されてぃる事を
最近発見した。
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