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1 はじめに

時間連続の可積分系と直交多項式との関連性は, 今までにも様々な観点から研究がなされてきた. 特に半無
限格子上の戸田方程式と直交多項式との関係はよく知られており, いくつもの興味深い結果が与えられている.

本稿では, 特にモーメントの離散パラメータ変形を通し, 双直交多項式の満たす関係式について考察する. そ

こで, 半無限格子上の離散戸田格子系列を与え, 双直交多項式との関連をみていく. ここでは Kato-Aomoto[l]

による 4 項間漸化式を満たす多項式に対する考察も与えている.
ます無限格子上の離散戸田格子系列 [8] を与える. Ueno-Takasaki[9] により導入された演算子

$W$(�) $=1+w_{1}^{(\infty)}e^{-\partial}$. $+w_{2}^{(\infty)}e^{-2\partial}$. $+w_{3}^{(\infty)}e^{-\theta\partial}$. $+\cdots$ (1a)

$W^{(\mathrm{O})}=w_{\mathrm{O}}^{(0)}+w_{1}^{(0)}e^{\partial}$. $+w_{2}^{(0)}e^{2\partial}$. $+w_{\}^{(\mathrm{O})}e^{partial}$. $+\cdots$ (1b)

を用い, 演算子 $\Delta_{k_{n}},$ $\Delta_{l_{n}},$ $B_{n},$ $C_{n}$ を

$\Delta k\text{、}=\frac{1}{a_{n}}$ (e8ゝn–1), \Delta \sim 、 $= \frac{1}{b_{n}}(e^{\partial_{l_{n}}}-1)$

B、$=(\mathcal{L}_{n})\geq 0$ , $C\text{、}=(\lambda 4_{n})_{<0}$

L、$=e^{\partial_{k_{n}}}W^{(\infty)}e^{-\partial_{h_{n}}}e^{n\partial}.W^{(\infty)-1}$

=en�. +ul(n)e(n-l)�. +u2(n)e(n-2)�. +u\mbox{\boldmath $\theta$}(n)e(n-3)�. $+\cdots$

$M_{n}=e^{\partial_{l_{n}}}W$ (o)e-\partial lへ $e^{-n\partial}.W^{(0)-1}$

$=v_{0}^{(n)}e^{-n\partial}$. $+v_{1}^{(n)}e^{(1-n)\partial}$. $+v_{2}^{(n)}e^{(2-n)\partial}$. +v$(n)e(3-n)�. $+\cdots$

により定義すると,

\Delta 1、 $(W^{(\infty)})=B_{n}W$(�)
– 。

$\partial_{k_{n}}$

$W$ (�)
$e$

–�$\mathrm{h}_{n}$ $e^{n\partial}$. (2a)

\Delta 1、 $(W^{(\infty)})=C_{n}W$
(�) $-e^{\partial_{l_{n}}}W^{(\infty)}e^{-\partial_{l_{7}}}$ $e^{-n\partial}$. (2b)

$\Delta_{k_{n}}(W^{(0)})=B_{n}W^{(0)}-e^{\partial_{k_{n}}}W^{(0)}e^{-\partial_{k_{n}}}$en�. (2c)

\Delta 1、 $(W^{(\mathrm{o})})=C_{n}W^{(0)}-e^{\partial_{\iota_{n}}}W^{(\mathrm{O})}e^{-\partial_{t_{n}}}e^{-n\partial}$
. $(2\mathrm{d})$

と表すことができる. 差分演算子 $A$ に対し, $(A)\geq 0’(A)_{<0}$ はそれぞれ $e^{\partial}$. の 0 乗をふくむ正べき部分, $e^{\partial}$.
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の負べきの部分を表す. また (2) 式から離散化された Zakharov-Shabat 方程式

(l+a、B、$(k_{m}+1,$ $k,*)$ ) $(1+a_{m}B_{m}(k_{m}, k_{n}))$

$=(1+a_{m}B_{m}$ ($k_{m}$ , k、+y)(l+anB、(km’ $k_{*},)$ )

(l+b、C**(lm+l, $l_{\text{、}}$))( $1+b_{m}C_{m}(l_{m}$ ,l、))

$=(1+b_{m}C_{m}(l_{m},l_{\text{、}}+1))$ ( $1+b_{\text{、}}C_{n}(l_{m}$,l、))

(l+a、B、(k、’lm+y)(l+b\sim Cm(k、’ $l_{m})$ )
$=$ ( $1+b_{m}C_{m}$ ( $k_{\text{、}}+1$ ,lm))(l+a,B、$(k,,$ $l_{m})$ )

が得られる.

2 半無限戸田格子ヒエラルキー

連続系の場合 $[2, 6]$ を参考にし, 半無限格子上の離散戸田格子系列を, 初期値データからなる半無限行列

$m_{\infty}=(\begin{array}{llll}\mu\infty \mu_{\mathit{0}1} \mu_{\mathit{0}2} .\mu_{1\mathit{0}} \mu_{11} \mu_{12} \mu_{2\mathit{0}} \mu_{21} \mu_{22} \vdots \vdots .\cdot.\cdot\end{array})$ , $\det|\mu-j|_{0\leq:\dot{o}\leq*},\neq 0$

から導出する. $k=\{k_{1}, k_{2}, \ldots\},$ $l=\{l_{1}, l_{2}, \ldots\}$ を離散変数として半無限行列m。の変換を

$m_{\infty}(k, l) \equiv\prod_{\text{、}=1}^{\infty}$ ($\mathrm{A}"-$ a、I)‘ $m_{\infty}$ 、\Pi \infty$=1((\mathrm{A}\mathrm{T})’*-b_{\text{、}}I)^{l_{n}}$ (3)

I=(\mbox{\boldmath $\delta$}ij)i、i $\geq \mathit{0}$ ’ $\mathrm{A}=(\delta_{-\dot{o}+1})$ : (4)

により定める. これにより $m_{\infty}(k, l)$ の要素 \mu り $(k, l)$ は

$\hat{\mu.\cdot j}=l\#+m\dot{p}-am\mu$:
\mu り. $=lu_{\dot{o}+*},-$ b、\mu .o.

の関係式を満たす. (ここで $\overline{f(x)}=e\mathrm{r}f(x)=f(x+1)$の記号法を用いた)
次に, 半無限行列m。の $LU$分解を考える. 行列 m。を下三角行列 $S_{1}^{-1}$ と上三角行列 $S_{2}$ にょり

$m_{\infty}(k, l)=S_{1}^{-1}(k, l)S_{2}(k, l)$ (5)

と分解する. この際, T三角行列の対角成分を 1 に決めると分解は一意に決まる. (3) 式を

$m_{\infty}(0, 0)$ =n\Pi \infty =1(A、 –a、I)-lnm\sim (k, $l$ ) $\prod_{\text{、}=1}^{\infty}((\mathrm{A}^{\mathrm{T}})^{**}-b_{n}I)^{-l}$.
と変形し,

$S_{1}(k, l) \prod(\mathrm{A}^{\text{、}}-a_{n}I)^{k_{\mathrm{r}}-k_{\acute{n}}}S_{1}^{-1}(k’, l’)\infty$

、$=1$

$=S_{2}(k,l)$

、

$\prod_{=1}((\mathrm{A}^{\mathrm{T}})^{\text{、}}-b_{\text{、}}I)^{l’.-l_{n}}S_{2}^{-1}(k’, l’)$ (6)
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を得る. さらに (6) 式をシフト演算子に対する公式

$\overline{fg}^{k_{n}}+a_{n}fg=\overline{f}^{k_{n}}(\overline{g}"-a_{n}g)-a_{n}(\overline{f}^{k_{n}}-f)g$

fg+b、j\rightarrow in=f(g--b、r’’)--bn(f--7’’)g」n

を用いて変形し, $k’arrow k,$ $l’arrow l$ とすることにより半無限離散戸田格子系列

an(Sl—-Slkn)=B、Sl–SlknAn(7a)

$\overline{S_{2}}$n+a、S2 $=B_{n}S_{2}$ (7b)

$S_{1}-\overline{S_{1}}$n=C、–S1$n$ (7c)

-($\overline{S_{2}}$n+bnS2)=C、–S2ln $-S_{2}(\mathrm{A}^{\mathrm{T}})^{n}$ $(7\mathrm{d})$

が得られる. ここで

$B_{\text{、}}=(\overline{S_{1}}^{k_{n}}\mathrm{A}^{n}S_{1}^{-1})\geq 0$

’
$C_{\text{、}}=(S_{2}$ (AT)、–S2-1$n)_{<\mathit{0}}$

とする.

3 双直交多項式

本節では, Adler-Moerbeke[2] に従い, 行列の $LU$ 分解から, 関連する双直交多項式を導く. さらに前節で得
られた半無限離散戸田格子系列を用い, その双直交多項式の満たす関係式のいくつかを与える.
まず半無限行タリ A=(aり):,j $\geq \mathit{0}$

の $LU$ 分解を与える. ここで $A_{\text{、}}=(a-\mathrm{j})_{\mathit{0}\leq i,j\leq n-1},$ $\det$ $A\text{、}\neq 0$ とし, $A$

から次のような下三角行列 $S(A)$ と対角行列 $h(A)$ を定義する.

$S(A)=( \frac{\overline{A}_{2}^{\mathrm{I},2}1}{*^{\overline{A}^{\mathrm{I}}’}1^{A_{1}}\rfloor A_{2}}.\cdot.$

$\not\in_{2}^{\overline{A}^{\mathrm{B},l}}0_{\mathrm{T}}1$

$001$

$...)$ , $\tilde{A}^{\overline{j},\overline{k}}\dot{.}=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}(A:)_{j,k}$ (8)

$h(A)=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(h_{\mathit{0}}, h_{1}, h_{2}, \cdots)$ , $h:= \frac{\det A.+1}{\det A}..\cdot$ (9)

これらを用いると $A$ の $LU$ 分解は,

$A=S^{-1}(A)h(A)(S^{-1}(A^{\mathrm{T}}))^{\mathrm{T}}$

と表される. また前節の m。の $LU$ 分解 (5) は

$S_{1}=S(m_{\infty})$

$S_{2}=h(m_{\infty})(S^{-1}(m_{\infty}^{\mathrm{T}}))^{\mathrm{T}}$

である.

次に内積を

$\langle f, g\rangle=(f(z_{1})g(z_{2})\rangle=\int_{\Re^{2}}dz_{1}dz_{2}\rho(z_{1}, z_{2})f(z_{1})g(z_{2})$ ,
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と定義し, モーメント行列 m、

$m_{*},=(\mu_{j}\dot{.})_{0\leq:\dot{o}\leq n-1}=((_{Z}\mathrm{i}z_{2}^{j}))_{0\leq:i\leq\text{、}-1}$ , $\det|m_{n}|\neq 0$

を導入する. このモーメント行列の $LU$ 分解は

$m_{\infty}=S_{1}^{-1}S_{2}$

$=S^{-1}(m_{\infty})h(m_{\infty})(S^{-1}(m_{\infty}^{\mathrm{T}}))^{\mathrm{T}}$

となる.

次のようなモニックな多項式 $p$:($z$ , A).を考える.

$p:(z, A)= \frac{1}{\det A_{}}\det(\begin{array}{lllll} 1 A_{} z \vdots a..\mathrm{o} \cdots a -1 z^{}\end{array})$ , $p_{\mathit{0}}=1$

$A_{:}$

1
$z$

$.\cdot$

.

a.$\cdot$o ... $a:,:-1$ $z^{:}$

さらに $\chi(z)=(1, z, z^{2}, \ldots)^{\mathrm{T}}$ を用いると多項式 $p:(z, A)$ を縦に並べたベクトルは

$S(A) \chi(z)=(A_{2}\mathrm{T}\frac{\overline{AA}}{f^{A}}\mathrm{I}^{1},\mathrm{T}1\mathrm{I},2$

$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}_{2}^{A^{\mathrm{S},3}}01$

$001$

$...)(\begin{array}{l}1zz^{2}\vdots\end{array})=(\begin{array}{ll}p\mathrm{o}(z A)p_{1}(z A)p_{2}(z A)\vdots \end{array})$

で与えられる. ここで m。から 1 組の多項式を

$P^{(1)}(z_{1})=S(m_{\infty})\chi(z_{1})=S_{1}\chi(z_{1})$

$P^{(2)}(z_{2})=S(m_{\infty}^{\mathrm{T}})\chi(z_{2})=h(S_{2}^{-1})^{\mathrm{T}}\chi(z_{2})$

により定義する. この多項式 $\{p^{\underline{(}1)}(z_{1})\}_{-=\mathit{0}}^{\infty},$ $\{p^{\underline{(}2)}(z_{2})\}_{-=\mathit{0}}^{\infty}$ は

$h(m_{\infty})=S(m_{\infty})m_{\infty}S(m_{\infty}^{\mathrm{T}})^{\mathrm{T}}$

$=S(m_{\infty})(\chi(z_{1})\chi(z_{2})^{\mathrm{T}}\rangle S(m_{\infty}^{\mathrm{T}})^{\mathrm{T}}$

$=\langle P^{(1)}(z_{1})(P^{(2)}(z_{2}))^{\mathrm{T}}\rangle$

より, 直交関係
$(p^{(1)}.\cdot,$ $p_{j}^{(2)}\rangle=h_{:}\delta.\cdot \mathrm{j}$

を有す双直交多項式である. ここで $(A)=(\langle a.\cdot \mathrm{j}\rangle):\dot{o}\geq 0$ .
以下では, 双直交多項式 $p^{\underline{(}1)},p_{j}^{(2)}$ の満たす関係式を半無限離散戸田格子系列 (7) から導 $\text{く}$ . (7) 式と

Rn=B、$-a_{\text{、}}I$

L、$=C_{n}+I$

から

$\overline{S_{1}}^{k_{n}}$ ( $\Lambda^{\text{、}}$ –a、I)=R、Sl(1Oa)
$-n$
$S_{2}$ =R、S2(1Ob)

$S_{1}=\mathcal{L}_{**}\overline{S}_{1}^{\lrcorner_{\mathrm{r}}}$ (10c)

$S_{2}((\Lambda \mathrm{T})^{\text{、}}-b_{n}I)=\mathcal{L}_{\text{、}}\overline{S_{2}}n$ (10d)
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により導入する. ここで $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{n},0)}\mathrm{w}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{7,arrow}$
$(i\ovalbox{\tt\small REJECT} 0, \mathbb{L}2, . . )$ はそれぞれ恒等的に 1 である.

$\sim$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

J-(、,0) $=h:I^{(r*,\mathit{0})}.\cdot\overline{h^{-1^{k}}.\cdot}$
.

$=h:(\overline{s_{2}}^{k_{n_{S_{2}^{-1})_{-}.\overline{h_{-}^{-1}}}}n}.=1$

�.$\cdot$(n,|*)=hln V、(+n\mbox{\boldmath $\tau$})h;+l: $=\overline{h.\cdot}\mathrm{n}h_{\mathfrak{n}+:}\overline{h^{-1}.\cdot}h_{n+:}^{-1}=1n$

4 様々な漸化式

ここまでの議論では, 一般のモーメント行列を扱っていたが, 本節では次のような制限条件の Tで成立する
漸化式について考察する.

$\overline{\mu\dot{o}}^{k_{\mathrm{m}}}=\overline{\mu\dot{o}}^{l_{n}}$ , am=b、

この時,

$\overline{(1)}^{k_{m}}$ $\overline{(1)}$. $\overline{(2)}m$ $\overline{(2)}$.
$p_{j}$ $=p_{j}$ ’ $p_{j}$ $=p_{j}$

が成立. 以 $\mathrm{T}$ , いくつかの場合に対して具体的に漸化式を求めていく.

$\circ\overline{\mu_{\dot{\beta}}.\cdot}1=\overline{\mu.\cdot\dot{o}}1$

この時 $\mu:+1\mathrm{j}=\mu:_{\dot{O}}+1$ より, $\mu:\dot{o}=\mu-+1i-1=\mu:+\mathrm{j},\mathit{0}$である. 行列 $m_{\infty}$ は

$m_{\infty}=(\mu.+j,0):\dot{o}\geq 0$

と表され $(m_{\infty})^{\mathrm{T}}=m_{\infty},$ $P^{(1)}=P^{(2)}$ である. (11) 式より

$(x-a_{1})p_{|*\mathrm{t}X)}^{\overline{(1)}^{k_{1}}}$

$=$ I、(l,0)pn(l)(x)+pn(1+)1(x) (13)
$-\mathrm{x}$ –1

p、(l)(x) $=$ $V_{\text{、}^{}(1,1)}p_{\text{、}-1}^{(1)}(x)$ $+p_{1*}^{(1)}(x)$ (14)

–1 –1 –1
が得られる. p、(l)(x) =p、(l-)1 (X) を用い $p_{\text{、}^{}(1)}(x)$ を消去すると p、(1) (x) に対する三項間漸化式

xp、(.
$\cdot$) (x)=p、(${ }$+)1 $(X)+\alpha_{n}p_{\text{、}^{}()}$ (x)+\beta 、p、(.

$\cdot$

-) 1 (X) for: $=1,2$.
が求まる. ここで (13) 式は Christoffel 変換 [3], (14) 式は Geronimus 変換と呼ばれる.

. \mu :、i $1=\overline{\mu-\dot{o}}2$

この時 $\mu-+1_{\dot{\beta}}=\mu:\dot{o}+2$ より, $\mu:\dot{o}=\mu:-1_{\dot{O}}+2=\mu \mathit{0},2:+j$ となり

$m_{\infty}=(\mu_{\mathit{0},2+j}):\dot{o}\geq 0$

である. (11) 式と (12) 式より

(zl-al)p–、(l)(zl)kl=I、(l,0)pn(1) (zl)+p、(l+)l $(z_{1})$ (15a)
–2 –2 –2

p、(l)(zl) $=V_{\text{、}^{}(2,2)}p_{\text{、}-2}^{(1)}(z_{1})$ $+V_{\iota*}^{(2,1)}p_{1*-1}^{(1)}(z_{1})$ $+p_{\text{、}^{}(1)}(z_{1})$ (15b)
–2.

$(z_{2}^{2}-b_{2})p_{\text{、}^{}(2)}(z_{2})$ =Jn$(\mathit{2},\mathit{0})$ p、(2)(z2)+J、(2,l)p|(*2+)1(z2)+p、(2+)2(z2) (15c)

$p_{1*}^{(2)}(z_{2})=W_{n}^{(1,1)}\overline{p_{n-1}^{(1)}}$(z2)kl+p–、(2)$(z_{2})1$
$(15\mathrm{d})$
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得られ,
$\overline{p_{n}^{(1)}(z_{1})}k_{1}$ を消去すると KatO-Aomoto[l] $\text{の}$四項間漸化式

$z_{1}p_{j}^{(1)}(z_{1})=p_{j+1}^{(1)}(z_{1})+\alpha_{\mathrm{j}}p_{j}^{(1)}(z_{1})+\beta_{j}p_{j-1}^{(1)}(z_{1})+\gamma_{j}p_{j-2}^{(1)}(z_{1})$

$z_{2}^{2}p_{j-1}^{(2)}(z_{2})=p_{j+1}^{(2)}(z_{2})+\tilde{\alpha}_{j}p_{j}^{(2)}(z_{2})+\tilde{\beta}_{j}p_{j-1}^{(2)}(z_{2})+\tilde{\gamma}_{j}p_{j-2}^{(2)}(z_{2})$

の導出がなされた.

ここでさらに条件を課したモーメント行列 $\Gamma$

$\Gamma=(\gamma:\dot{s}):,j\geq 0;\{$

mod $(2i+j, 3)=0$ $\gamma_{\dot{l}}\mathrm{j}=\nu_{2:+j}$

$\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (2i+j, 3)\neq 0$ $\gamma.\cdot j=0$

を考える. この行列 $\Gamma$ から得られる多項式を

$q^{(1)}(z_{1})=S(\Gamma)\chi(z_{1})$

$q^{(2)}(z_{2})=S(\Gamma^{\mathrm{T}})\chi(z_{2})$

と定義する. また $I_{\mathrm{j}}^{(\,1:\Gamma)},$ $I_{\mathrm{j}}^{(\,2:\mathrm{F})},$ $V_{\mathrm{j}}^{(\epsilon,\epsilon:\Gamma)},$

$\ldots$ は 0 となるため, (11) 式から

$(z_{1}^{\}-a_{\})q_{j}^{\overline{(1)}^{k_{\}}}=I_{j}^{(\,0:\Gamma)}q_{j}^{(1)}+q_{\mathrm{j}+\}^{(1)}$ (16a)

(1) (1ゝ
十 Vj(6,3:rゝ–qj(1-)$ $a+V_{\mathrm{j}}q_{j-0}(0,6:\Gamma)\overline{(1)}\mathrm{o}$ (16b)

$q_{j}$ $=q_{\mathrm{j}}$

が得られ, $q_{j}^{\overline{(1)}^{k\mathrm{g}}}$ を消去すると

$z_{1}^{\}q_{j}^{(1)}(z_{1})=q_{j+\}^{(1)}(z_{1})+A_{\mathrm{j}}q_{j}^{(1)}$ (zl)+Bjq}l-),0l)+Cj q}1-)。$(z_{1})$ (17)

となる. (17) 式は, $\mu_{n}=\nu\epsilon n\text{と}$ みなすと $p_{j}^{(1)}(z_{1}^{\})$ に対する 4項間漸化式とみなすことが可能であり,

$p_{j}^{(1)},$ $q_{j}^{(1)}$ の間には

$q_{ n}^{(1)}(z_{1})=p_{n}^{(1)}(z_{1}^{\})$

$q_{ n+1}^{(1)}(z_{1})=z_{1}p_{n}^{(1)}(z_{1}^{\})|_{\mu:arrow\mu:+1}$

$q_{ n+2}^{(1)}(z_{1})=z_{1}^{2}p_{\text{、}^{}(1)}(z_{1}^{\})|_{\muarrow\mu:+2}$

の関係がある. さらに (15a) を用いて

$(z_{1}-sa_{1})\overline{p_{j}((1)^{k_{1}}z_{1}^{3})}=I_{\mathrm{j}}^{(1,\mathit{0})}p_{\mathrm{j}}^{(1)}(z_{1}^{\})+p_{j+1}^{(1)}(z_{1}^{\})$ (18a)

$z_{1}q_{ j+2}^{(1)}(z_{1})=I_{j}^{(1,0)}q_{ j}^{(1)}(z_{1})+q_{ j+}^{(1)}z_{1})$ $(18\mathrm{b})$

が得られる. この (16a), (18b) 式は離散 hungry Lotka-Volterra 方程式のラツクス. ペアを与えて $\mathrm{v}\backslash$る.

また q$(2jゝ [こ対しては

$z_{2}^{2}q_{ j+1}^{(2)}(z_{2})=J_{j}^{(1,0)}q_{ j}^{(2)}(z_{2})+q_{ j+\}^{(2)}(z_{2})$

が導かれる.
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. $\overline{\mu_{\dot{\theta}}.\cdot}m=\overline{\mu\dot{.},j}n$ 同様な手続きに従うと $m+n+1$ 項間漸化式

zlmpj(l+)n(zl)=pj(l+)n+m(zl)+\mbox{\boldmath $\alpha$}j(l)pj(l+)、+m-l $(z_{1})+\cdots+\alpha_{j}^{(1*+m)}p_{j}^{(1)}(z_{1})$

z2、pj(2+)m(z2) $=p^{(2)}j+n+m(z_{2})+\tilde{\alpha}^{(1)}p^{(2)}j\mathrm{j}+|*+m-1(z_{2})+\cdots+\tilde{\alpha}_{j}^{(\text{、}+m)}p_{j}^{(2)}(z_{2})$

が得られる.
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