
可積分表現の球跡関数の Fourier 変換
について

高瀬幸一 (宮城教育大学)

1 球跡関数 (spherical $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ function)

1.1 $G$ を局所コンパクトユニモジュラー群, If を $G$ のコンパクト部分
群とする. 以 $\text{下}$ $K$ の既約ユニタリ表現 $\delta\in\hat{K}$ をーっ固定して, $\delta$ の表現空
間を $V_{\delta}$ とする. $G$ の既約ユニタリ表現 $\pi\in\hat{G}$ で $\pi|\kappa$ における $\delta$ の重複度
$m(\delta, \pi|\kappa)$ が $0<fn(\delta, \pi|\kappa)<\infty$ を満たすもののユニタリ同値類の全体を
$\hat{G}(\delta)$ とする 1.

$\pi\in\hat{G}(\delta)$ の表現空間 $H_{\pi}$ の $\delta$-isotypic component を $H_{\pi}(\delta)$ とする. $If_{\pi}(\delta)$

への $H_{\pi}$ の直交射影を & として,

$\Phi_{\pi,\delta}$ : $Garrow \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathrm{C}}(If_{\pi}(\delta))$, $\Phi_{\pi,\delta}(x)u=P_{\delta}\mathrm{o}\pi(x)u$

を $(\pi, \delta)$ に付随した If-type $\delta$ の球関数と呼ひ,

$\psi_{\pi},s(x)=(\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}\delta)^{-1}\mathrm{t}\mathrm{r}\Phi_{\pi,\delta}(x)$ $(x\in G)$

を $(\pi, \delta)$ に付随した $IC$-type $\delta$ の spherical $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\iota \mathrm{e}$ function (球跡関数) と呼ぶ.

1.2 $G$ 上の複素数値コンパクト台の連続関数全体のなす複素ベクトル空
間 $C_{\mathrm{c}}(G)$ は畳み込み積

$( \varphi*\psi)(x)=\int_{G}\varphi(xy^{-1})\psi(y)d_{G}(y)=\int_{G}\varphi(y)\psi(y^{-1}x)d_{G}(y)$

により $\mathbb{C}$-代数となる. es(k)=dim $\delta\cdot \mathrm{t}\mathrm{r}\delta(k^{-1})(k\in K)$ とおくと, $IC$ 上の

畳み込み積に関して $e_{\delta}*e_{\delta}=e_{\delta}$ だから

1) $e_{\delta}*\varphi=\varphi*e_{\delta}=\varphi$ ,
2) $\varphi(kxk^{-1})=\varphi(x)$ for $\forall k\in K$

なる $\varphi\in C_{\mathrm{c}}(G)$ の全体 $C_{\mathrm{c}}(G, \delta)^{\mathrm{o}}$ は $C_{\mathrm{c}}(G)$ の $\mathbb{C}$-部分代数となる. $C_{\mathrm{c}}(G, \delta)^{\mathrm{o}}$

を If-タイプ $\delta$ の Hecke 作用素の $\mathbb{C}$-代数とよぶ 2. 上の条件 $1$ ), $2$) を満たす
$1G$ が中心が有限な連結半単純実 Lie 群で $K$ が $G$ の極大コンパクト部分群の場合, 常に

$m(\delta, \pi|\kappa)\leq \mathrm{d}\mathrm{i}\ln\delta$ である.
$2K$ が $G$ の開部分群で $\delta$ が自明な 1 次元表現の場合には, 保型形式論で普通に言うところ

の Hecke 作用素を与える.
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$\varphi\in L^{1}(G)$ 全体を $L^{1}(G, \delta)^{\mathrm{o}}$ とかくと, $L^{1}(G, \delta)^{\mathrm{o}}$ は $L^{1}(G)$ の C-部分代数と
なり, $C_{c}(G, \delta)^{\mathrm{o}}$ は $L^{1}(G, \delta)^{\mathrm{o}}$ の稠密な部分代数となる. $\varphi\in L^{1}(G, \delta)^{\mathrm{o}}$ に対
して $\varphi^{*}(x)=\overline{\varphi(x^{-}}$りとおくと, $\varphi^{*}\in L^{1}(G, \delta)^{\mathrm{o}}$ となり, $L^{1}(G, \delta)^{\mathrm{o}}$ は対合的
C-代数となる.

$\pi\in\hat{G}(\delta)$ とする. $\varphi\in C_{\mathrm{c}}(G, \delta)^{\mathrm{o}}$ に対して $\pi_{\delta}(\varphi)=\pi(\varphi)|_{H_{n}(\delta)}$ とおくと

$\pi_{\delta}(\varphi)=\int_{G}\varphi(x)\Phi_{\pi,\delta}(x)d_{G}(x)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{K}(If_{\pi}(\delta))$

となり, 更に

$\hat{\Phi}_{\pi,\delta}$ : $C_{\mathrm{c}}(G, \delta)^{\mathrm{o}}\ni\varphi\mapsto\pi_{\delta}(\varphi)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{K}(If_{\pi}(\delta))$

は全射 C-代数準同型写像となる.

$\hat{\psi}_{\pi,\delta}(\varphi)=\int_{G}\varphi(x)\psi_{\pi,\delta}(x)d_{G}(x)$ $(\varphi\in C_{\mathrm{c}}(G, \delta)^{\mathrm{o}})$

とおくと $\hat{\psi}_{\pi,\delta}(\varphi)=(\dim\delta)^{-1}\mathrm{t}\mathrm{r}\pi_{\delta}(\varphi)$ である.

次の定理が示すように, $\psi_{\pi,\delta}$ 或いは $\hat{\psi}_{\pi,\delta}$ は $\hat{G}(\delta)$ の元の情報を全て含んで
いる $j$

定理 L2.1 $\pi,$
$\pi’\in\hat{G’}(\delta)$ に対して, 次は同値である $j$

1) $\pi=\pi’$ ,
2) $\psi_{\pi,\delta}=\psi_{\pi’,\delta}$ ,
3) $\hat{\psi}_{\pi,\delta}=\hat{\psi}_{\pi’,\delta}$ .

[証明] [6, p.475, $\mathrm{T}1_{1}.18$] 参照. $\bullet$

1.3 $\pi\in\hat{G}(\delta)$ として, $\uparrow n(\delta, \pi|\kappa)=1$ と仮定ずる. このとき $\hat{\Psi}_{\pi,\delta}(\varphi)=$

$\hat{\psi}_{\pi,\delta}(\varphi)\cdot \mathrm{i}\mathrm{d}_{II_{\pi}(\delta)}(\forall\varphi\in C_{\mathrm{c}}’(G, \delta)^{\mathrm{o}})$ となるので

$\hat{\psi}_{\pi,\delta}$ : $C_{\mathrm{c}}(G, \delta)^{\mathrm{o}}arrow \mathbb{C}$

は全射 C-代数準同型写像である.
$G$ の{壬意のユニタリ表現 $(\sigma, E)$ をとる. $(\sigma, E)$ の $\pi$-isotypic component

を $E(\pi)$ と書いて, $(\sigma|_{K}, E(\pi))$ の $\delta$-isottypic component を $E\sqrt(\pi;\delta)$ と書く
と, 次の定理が証明できる $j$

定理 $\mathrm{L}3$ . 1
$E(\pi;\delta)=\{u\in E|\sigma(\varphi)u=\hat{\psi_{J}}\pi,\delta(\varphi)u\forall\varphi\in C_{\mathrm{c}}’(G, \delta)^{\mathrm{o}}\}$ .

[証明] [23, Lemma 2.月参照. $\bullet$

特に $\pi$ が $G$ の可積分表現の場合には $\overline{\psi}_{\pi,\delta}\in L^{1}(G, \delta)^{\mathrm{o}}$ で
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$\mathfrak{y}\varphi*\ovalbox{\tt\small REJECT}_{7,\delta}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT},\delta(\varphi)\cdot\ovalbox{\tt\small REJECT}_{7,\delta}\forall\varphi\epsilon C,(G, \delta)^{\mathrm{o}}$ ,
2) $\psi_{7,\delta}(\ovalbox{\tt\small REJECT}\cdot,\delta)\ovalbox{\tt\small REJECT}(d. \cdot\dim\delta)^{-1}$

となる. ここで $d_{\pi}$ は $G$ の形式的次数である. このとき次の定理が証明で

きる ;

定理 L3.2

$E(\pi;\delta)=\{u\in E|\sigma(\overline{\psi}_{\pi,\delta})u=(d_{\pi}\cdot\dim\delta)^{-1}u\}$ .

[証明] [23, Lemma 22] 参照. $\bullet$

2 局所コンパクト群上の保型形式

2.1 火 $\text{下}$ , $G$ を局所コンパクトユニモジュラー群として, $G$ のコンパク

ト部分群 If 及ひ離散部分群 $\Gamma$ を固定ずる. If の既約ユニタリ表現 $(\delta, V\iota)$ を

取り, $\pi\in\hat{G}(\delta)$ は $\delta$ を重複度 1 で含むとする : $m(\delta, \pi|_{K})=1$ .
$\pi$ に付随する $\Gamma$ に関 $9^{-}$る重さ $\delta$ の $G$ 上の保型形式の空間 $A_{\delta}(\Gamma\backslash G, \pi)$ を

次のように定義ずる $j$

定義 2.1.1 連続関数 $f$ : $Garrow V_{\delta}$ で, 条件

1) $f(\gamma x)=f(x)\forall\gamma\in\Gamma$ ,
$2) \int_{\Gamma\backslash G}|f(x)|^{2}d_{\Gamma\backslash G}(\dot{x})<\infty$ ,

3) $f(xk)=\delta(k)^{-1}f(x)\forall k\in I\mathrm{f}$ ,
$4) \int_{G}f(xy^{-1})\varphi(y)d_{G}(y)=\hat{\psi}_{\pi},\iota(\varphi)f(x)$ \forall \mbox{\boldmath $\varphi$}\in C。$(G, \delta)^{\mathrm{o}}$ .

を満たすもの全体の成す $\mathbb{C}$-ベクトル空間を $A_{\delta}(\Gamma\backslash G, \pi)$ とする.

$\pi,$
$\delta$ の反傾表現 $\check{\pi},\check{\delta}$ に関して定理 131 を $G$ の右正則表現 $L^{2}(\Gamma\backslash G)$ に適

用すると, $\check{A}_{\delta}(\Gamma\backslash G, \pi)$ と $L^{2}(\Gamma\backslash G)(\check{\pi},\check{\delta})$ の間に自然な関係ができる. 即ち,
$f\in\check{A}_{\delta}(\Gamma\backslash G, \pi)$ と $\alpha\in V_{\delta}^{*}$ に対して

$\Gamma\prime f\Phi\alpha$ : $G\ni x\mapsto(\dim\delta)^{1/2}(f(x), \alpha)\in \mathbb{C}$

とおくと, 対応 $f\otimes\alpha\mapsto\Gamma^{\tau}$f\Phi 。は Hilbert 空間の同型

$A_{\delta(\Gamma\backslash G,\pi)\otimes_{\mathbb{C}}Viarrow L^{2}(\Gamma\backslash G)(\check{\pi},\check{\delta})}-$ (1)

を与える. ここで $A_{\delta}(\Gamma\backslash G, \pi)$ の内積は

$(f,g)= \int_{\Gamma\backslash G}(f(x),g(x))_{\delta}d_{\Gamma\backslash G}(i)$
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により定義する $\mathrm{C}[23,53],$ [ $24$ , Prop. $1.\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 参照). 特に $\mathcal{A}_{\delta}(\mathrm{F}\backslash G, \pi)$ の次元は
$L^{2}(\mathrm{F}\backslash G)$ における $\pi$ の重複度に等しい $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\dim\check{A}_{\delta}(\Gamma\backslash G, \pi)=m(\pi, L^{2}(\Gamma\backslash G))$ .

$\pi$ が $G$ の可積分表現であるときには, 定理 1.3.2 を用いて, $A_{\delta}(\Gamma\backslash G, \pi)$ は

1) $f(\gamma x)=f(x)\forall\gamma\in\Gamma$,
$2) \int_{\Gamma\backslash G}|f(x)|^{2}d_{\Gamma\backslash G}(\dot{x})<\infty$ ,

$3) \int_{G}\Psi_{\pi,\delta}(y)f(xy)d_{G}(y)=d_{\pi}^{-1}\dim\delta\cdot f(x)$

なる連続関数 $f$ : $Garrow V_{\delta}$ のなす $\mathbb{C}$-ベク |‘’空間であることがわかる (川
参照).

2.2 以下, $\pi$ は $G$ の可積分表現であると仮定する.
$u,$ $v\in If_{\pi}$ に対して $\varphi_{u,v}(x)=(\pi(x)u, v)(x\in G)$ とおく. $\hat{\psi}_{\pi},s(\varphi)=1$ な

る $\varphi\in C_{\mathrm{c}}(G, \delta)^{\mathrm{o}}$ が存在ずることから, 次の事が示される ;

1) $u\in If_{\pi}(\delta)$ とすると, $\varphi_{u,v}\in L^{1}(G)$ なる $v\in H_{\pi}$ [こ対して
$\sum_{\gamma\in\Gamma}\varphi_{u,v}(\gamma x)$

は $x\in G$ に対して広義一様収束ずる.
2) $u,$ $v\in If_{\pi}$ とずると,

$\sum_{\gamma\in\Gamma}\varphi_{u,v}(\gamma x)(x\in G’)$
は $G$ 上有界である.

$u\in If_{\pi}(\delta)$ に対して $v=\pi(x)u\in If_{\pi}(x\in G)$ とすると $\varphi_{u,v}\in L^{1}(G)$ とな

ることに注意して, 上の主張を $\psi_{\pi,\delta}$ に適用すると, 次の命題が得られる ;

$\mathrm{f}\mathrm{p}$題 2.2.1 各 $x\in G$ に対して

$I \mathrm{f}_{\pi,\delta}^{\Gamma}(x, y)=\sum_{\gamma\in\Gamma}\psi_{\pi,\delta}(x^{-1}\gamma y)$

は $y\in G$ に関して広義一様収束ずる. $I\mathrm{f}_{\pi,\delta}^{\Gamma}$ は $G\mathrm{x}G$ 上連続で, $K_{\pi,\delta}^{\Gamma}(1, y)$

$(y\in G)$ は $G$ 上有界である.

上で定義した $I\zeta_{\pi,\delta}^{\Gamma}$ を用いて, 保型形式の空間 $A_{\delta}(\Gamma\backslash G, \pi)$ の次元公式が

次のように得られる ;

定理 2.2.2 $I\zeta_{\pi,\delta}^{\Gamma}\in L^{2}(\Gamma\backslash G\mathrm{x}\Gamma\backslash G)$ ならば, $\mathbb{C}-$ ベクトル空間 $A_{\delta}(\Gamma\backslash G, \pi)$ は

有限次元で

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{c}\vee \mathrm{J}_{\delta}(\Gamma\backslash G, \pi)=d_{\pi}\cdot\int_{\Gamma\backslash G}I\mathrm{f}_{\pi,\delta}^{\Gamma}(x, x)d_{\Gamma\backslash G}(i)$
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[証明] $L^{2}(\Gamma\backslash G)$ 上の $G$ の右正則表現を $\rho$ とすると, $f\in L^{2}(\Gamma\backslash G)$ に対して

$\int_{\Gamma\backslash G}K_{\pi,\delta}^{\Gamma}(x, y)f(y)d_{\Gamma\backslash G}(\dot{y})=(\rho(\psi_{\pi},\iota)f)(x)$

となるから, $T=\rho(\psi_{\pi,\delta})$ は $L^{2}(\Gamma\backslash G)$ 上の Hilbert-Schmidt 作用素, 従って

コンパクト作用素である. 一方, 二乗可積分表現の直交関係から

$T^{2}=(d_{\pi}\cdot\dim\delta)^{-1}T$

となるから, $(d_{\pi}\cdot\dim\delta)^{-1}$ は $T$ の唯一の非ゼロ固有値であり, 定理 132
より

$L^{2}(\Gamma\backslash G)(\check{\pi};\check{\delta})=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-(d_{\pi}\cdot\dim\delta)^{-1})$

となって, これは有限次元である. よって $T$ はトレース族作用素となり,

$(d_{\pi}\cdot\dim\delta)^{-1}$ dimc $L^{2}(\Gamma\backslash G)(\check{\pi};\check{\delta})=\mathrm{t}\mathrm{r}T$

$= \int_{\Gamma\backslash G}K_{\pi,\delta}^{\Gamma}(x,x)d_{\Gamma\backslash G}(i)$

となる. よって式 (1) より, 求める次元公式を得る. $\bullet$

2.3 以下, $\mathbb{Q}$ 上定義された連結半単純線形代数群 $\mathrm{G}$ に対して $G=\mathrm{G}(\mathrm{R})$

として, $\Gamma\subset \mathrm{G}(\mathbb{Q})$ は数論的部分群とする.
まず, 各 $x\in G$ に対して $Ic_{\pi,\delta}^{\Gamma}(x,y)$ は $y\in G$ の有界関数であることが示

されるので, $I\zeta_{\pi,\delta}^{\Gamma}(x, *)\in L^{2}(\Gamma\backslash G)$ であるが, 定理 1.3.1 より $I\mathrm{f}_{\pi,\delta}^{\Gamma}(x, *)\in$

$L^{2}(\Gamma\backslash G)(\check{\pi},\check{\delta})$ となることがわかる. ところで, $L^{2}(\Gamma\backslash G)$ における $\pi$ の重複
度は有限だから $([8],[13]),$ $L^{2}(\Gamma\backslash G)(\check{\pi},\check{\delta})$ は有限次元となり, 式 (1) から,
$A_{\delta}(\Gamma\backslash G, \pi)$ の正規直交基底 $\{f_{1}, \cdots, f_{n}\}$ を用いて

$I \zeta_{\pi,\delta}^{\Gamma}(x,y)=d_{\pi}^{-1}\cdot.\cdot\sum_{=1}^{n}(f_{1}.(x), f\dot{.}(y))$ $(x, y\in G)$

となることがわかる. ところで可積分表現 $\check{\pi}$ は tempered だから, [27, Th 43]
よ $\gamma$) $\check{\pi}$ は正則表現 $L^{2}(\Gamma\backslash G)$ の residual part には現れない. 即ち $L^{2}(\Gamma\backslash G)(\check{\pi})$

は $L^{2}(\Gamma\backslash G)$ の cuspidal part に含まれ, よって $f_{1}$. は $G$ 上有界である ([8,
p.15, Cor], [3, Part $\mathrm{I}$ , p.192] $)$ . よって次の定理が示された $j$

定理 2.3.1 $I\zeta_{\pi,\delta}^{\Gamma}$ は $G\mathrm{x}G$ 上有界である.

よって特に $Ic_{\pi,\delta}^{\Gamma}\in L^{2}(\Gamma\backslash G\mathrm{x}\Gamma\backslash G)$ だから, 定理 222 より, 次の系を

得る $j$

系 23.2 dimc $A_{\delta}( \Gamma\backslash G, \pi)=d_{\pi}\cdot\int_{\Gamma\backslash G}I\zeta_{\pi,\delta}^{\Gamma}(x, x)d_{\Gamma\backslash G}(i)$ .
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3 次元公式に対する中心的幕単共役類の寄与
3.1 以下, $\mathrm{G}$ を $\mathbb{Q}$ 上定義された $\mathbb{Q}- \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}>0$ なる連結半単純線形代数群
として, $G=\mathrm{G}(\mathrm{R})$ は可積分表現 $\pi$ を持っと仮定する. $G$ の極大コンパクト
部分群 $K$ をとり, $\pi$ の最少の $K$-type を $\delta$ とする. 数論的部分群 $\Gamma\subset \mathrm{G}.(\mathbb{Q})$

をと $\mathrm{H}$), $(\Gamma, \delta, \pi)$ に関する $G$ 上の保型形式の次元公式 (系 2.32) に対ずる $\Gamma$

の「中心的幕単共役類」の寄与を考えたい. その為に, $\mathbb{Q}$ 上定義された $\mathrm{G}$ の

真の放物的部分群 $\mathrm{P}$ をとり, その unipotent radical を $\mathrm{N}=\mathrm{L}(\mathrm{P})$ として,
Levi 分解 $\mathrm{P}=\mathrm{L}\ltimes \mathrm{N}$ をーっ固定しておく. $\mathrm{L}$ は $\mathbb{Q}$ 上定義された簡約可能代
数群である. $\mathbb{Q}$ 上定義された代数群 $\mathrm{P},$ $\mathrm{L},$

$\mathrm{N}$ に対応ずる実 Lie 群を

$P=\mathrm{P}(\mathrm{R})$ , $L=\mathrm{L}(\mathrm{R})$ , $N=\mathrm{N}(\mathrm{R})$

とする.

3.2 $\mathrm{N}$ の複素数体上の Lie 環を $|\tau=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(\mathrm{N})$ とすると, $\mathfrak{n}$ は $\mathbb{Q}$-構造 1tQ を
もつ. また, $\mathrm{L}$ の $\mathrm{g}=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(\mathrm{G})$ への随伴作用は, $\mathbb{Q}$-上定義された $\mathrm{L}$ の $\mathfrak{n}$ 上の

有理表現 Ad を生ずる. 幕零 Lie 環 $\mathfrak{n}$ の中心降下列を

$C_{/}1=\uparrow\tau,$ $C_{k+1}=[C_{k}, \mathrm{t}\mathrm{t}]$

$\mathfrak{n}=C_{1}\neq\cdot\cdot\neq>\cdot>c_{d}\geq C_{d+1}=\{0\}$

として $V_{k}$. $=C_{k}/C_{k+1}$ とおくと ( $\mathrm{L}$ , Ad, $V_{k}$ ) $(k=1,2, \cdots, d)$ は Q-上定義さ
れた概均質ベク 1.’空間となる ([16, p.125] 参照). 特に ( $\mathrm{L}$ , Ad, $V_{d}$ ) に注目
して, $V_{d}$ の Zariski 開 $\mathrm{G}(\mathbb{C})$ -軌道を $\Omega$ とずる. ここで次の三条件が満たさ
れていると仮定する ;

(A) 概均質ベクトル空間 ( $\mathrm{L}$ , Ad, $V_{d}$ ) は正則である,

(B) 少なくとも一つの $x\in\Omega_{\mathrm{Q}}$ に対して, $x$ の固定部分群 $\mathrm{L}_{x}$ の連結成分
$\mathrm{L}_{x}^{\mathrm{o}}$ の $\mathbb{Q}$ 上定義された指標は白明なものに限る,

(E) $\{g\in \mathrm{G}(\mathbb{Q})|\mathrm{A}\mathrm{d}(g)\Omega_{\mathrm{Q}}\cap\Omega_{\mathrm{Q}}\neq\emptyset\}=\mathrm{P}(\mathbb{Q})$ .

条件 (A) は $\forall x\in\Omega$ に対して, 固定部分群 $\mathrm{L}_{x}$ が簡約可能であることと同
値である. 又, 概均質ベク |‘/空間の特異点集合 $S=V_{d}\backslash \Omega$ が $V_{d}$ の超曲面
であることとも同値である. $S$ の既約成分の定義方程式として, 概均質ベク
トル空間 ( $\mathrm{L}$ , Ad, $V_{d}$ ) の基本相対不変式 $p_{1},$ $\cdots$ ,乃、が定まる. 乃に付随する

$\mathrm{L}$ の指標を $\chi_{i}$ とずる.

$\chi$ を $\mathbb{Q}$ 上定義された $\mathrm{L}$ の指標とずると, 条件 (B) で仮定した $x\in\Omega_{\mathrm{Q}}$

に苅. $|_{\vee}\text{て}$
$(\mathrm{L}_{x}(\mathbb{C}) : \mathrm{L}_{x}^{\mathrm{o}}(\mathbb{C}))=?n<\infty$ だから, $\chi^{m}|\iota_{x}=1$ である. よって

相対不変式の一般論から, $\chi$ は或相対不変式に付随ずる指標となり, よって
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$\chi^{m}=\prod_{1=1}^{r}.\chi_{1}^{m}$. : $(m:\in \mathbb{Z})$ と書ける. 特に

$\Delta(l)=|\det(\mathrm{A}\mathrm{d}(l)|_{\mathfrak{n}})|=\prod_{k=1}^{d}|\det(\mathrm{A}\mathrm{d}(l)|v_{k})|$ $(l\in L)$

とおくと, 適当な果 $\in \mathbb{Q}$ があって

$\Delta(l)=.\cdot\prod_{=1}^{r}|\chi:(l)|^{a}$
: $(l\in L)$

と書ける.

放物的部分群の Levi 分解 $\mathrm{P}=\mathrm{L}\ltimes \mathrm{N}$ から $\mathrm{P}(\mathbb{Q})=\mathrm{L}(\mathbb{Q})\cdot \mathrm{N}(\mathbb{Q})$ で, $\Omega \mathrm{p}\subset$

$Z(\mathrm{N}(\mathbb{Q}))$ かつ $\Omega$ は $\mathrm{L}(\mathbb{C})$ -軌道だから, $\forall g\in \mathrm{P}(\mathbb{Q})$ に対して Ad(g)\Omega Q $\subset\Omega_{\mathrm{Q}}$

である. 即ち, 条件 (E) は

(E) $g\in \mathrm{G}(\mathbb{Q})\mathrm{s}.\mathrm{t}$. Ad(g)へ $\cap$へ $\neq\emptyset\Rightarrow g\in \mathrm{P}(\mathbb{Q})$

と書いても良い. 後節 36 でもう少し詳しく検討する.

3.3 指数写像により実 Lie 環 $\mathfrak{n}_{\mathrm{R}}$ は $N$ と実解析多様体としての同型とな

るから, 顯上の Lebesgue 測度 $d_{\mathfrak{n}_{\mathrm{R}}}(X)$ を一つ固定して, $N$ 上の Haar 測度
$d_{N}(n)$ を

$d_{N}(\exp X)=d_{\mathfrak{n}_{\mathrm{R}}}(X)$

により定めると,
$d_{N}(lnl^{-1})=\Delta(l)d_{N}(n)$ $\forall l\in L$

である. $P=N\aleph L$ だから, $L$ 上の Haar 測度 $d_{L}(l)$ を一つ固定して, $P$ 上

の左 $\mathrm{H}$『測度 $d_{P}(p)$ が

$d_{P}(n\cdot l)=\Delta(l)^{-1}\cdot d_{N}(n)d_{L}(l)$

により定まる. $G=PK$ だから, コンパクト群 If 上の $\mathrm{H}\mathrm{a}_{\mathrm{c}}^{*}\mathrm{u}$ 測度 $d_{K}(k)$ を

$\int_{K}d_{K}(k)=1$ と正規化しておいて, $G$ 上の Hw 測度 $d_{G}(g)$ を

$\int_{G}\varphi(g)d_{G}(g)=\int_{P}(\int_{K}\varphi(pk)d_{K}(k))d_{P}(p)$ $\forall\varphi\in C_{\mathrm{c}}(G)$

が成り立つように定める.

3.4 $\mathbb{Q}$ 上の適当な埋め込み $\mathrm{G}rightarrow GL_{n}$ に対して $\Gamma\triangleleft \mathrm{G}(\mathbb{Z})=\mathrm{G}(\mathbb{Q})\cap$

$GL_{n}(\mathbb{Z})$ となると仮定する 3. Lie 環 $C_{d}$ に対応する $\mathrm{N}$ の連結代数的部分群を
$\mathrm{N}_{d}$ とずると, $\Gamma\cap \mathrm{N}(\mathbb{Q})$ は $\mathrm{N}_{d}$ の数論的部分群だから,

$\Gamma\cap \mathrm{N}_{d}(\mathbb{Q})=\exp(\mathcal{M})$

3例えば $\Gamma$ として主合同部分群
$\Gamma(N)=\{\gamma\in \mathrm{C}(\mathrm{Q})\cap GL_{\mathfrak{n}}(\mathrm{Z})|\gamma\equiv 1_{n} (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N)\}$

をとればよい.
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$\prime x$ $\mathbb{Z}- \mathrm{R}\neq \mathcal{M}\subset C_{d,\mathrm{Q}}l^{\theta}\grave h$.$\epsilon_{\sim}^{-\vee}\mathrm{c}$

$\Pi=$ { $\gamma\in\Gamma|\sigma^{-1}\gamma\sigma\in\exp(\Omega_{\mathrm{Q}})$ for some $\sigma\in \mathrm{G}(\mathbb{Z})$ }

とおくと, 条件 (E) から

�
$=\mathrm{u}\sigma^{-1}U_{\Gamma}\sigma\sigma\in \mathrm{P}(\mathrm{Z})\backslash \mathrm{G}(\mathrm{Z})$

となる. ここで
$U_{\Gamma}=\Gamma\cap\exp(\Omega_{\mathrm{Q}})=\exp(\mathcal{M}\cap\Omega_{\mathrm{Q}})$

である. このことと 33 で定めた Haar 測度の関係から, 収束性を度外視し

て次の基本等式が成り立つ .,
$\int_{\Gamma\backslash G}\sum_{\gamma\in\Pi}\psi_{\pi,\delta}(x^{-1}\gamma x)d_{\Gamma\backslash G}(\dot{x})$

$=(\mathrm{G}(\mathbb{Z}) : \Gamma)(\mathrm{P}(\mathbb{Z}) : \mathrm{N}(\mathbb{Z})\mathrm{L}(\mathbb{Z}))\cdot \mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(\mathrm{N}(\mathbb{Z})\backslash \mathrm{N}(\mathrm{R}))$ (BI)

$\mathrm{x}\int_{L/\mathrm{L}(\mathrm{Z})}.\prod_{1=1}^{r}|\chi:(l)|^{aj}\sum_{X\in \mathcal{M}\cap\Omega_{\mathrm{R}}}f_{\pi,\delta}(\mathrm{A}\mathrm{d}(l)X)d_{L}(i)$ .

但し

ル,\mbox{\boldmath $\delta$}(X) $=\psi_{\pi},s(\exp X)$ $(X\in V_{d,\mathrm{R}})$

とする.

�を放物的部分群 $\mathrm{P}$ に付随して決まる $\Gamma$ の「幕単共役類」 の和集合と考

えると, 基本等式 (BI) の左辺は系 232 で与えた保型形式の次元公式におけ
る問題の「幕単共役類」の寄与である. 一方, (BI) の右辺の積分は, 概均質

ベクトル空間 ( $\mathrm{L}$ , Ad, $V_{d}$ ) 付随したゼータ関数を生ずるゼータ積分と同じ形を

していることに注意する. 但し, $f_{\pi,\delta}$ は $V_{d,\mathrm{R}}$ 上の Scbwartz 関数ではないの
で, (BI) の収束性に問題が生ずるのである.

3.5 (BI) を正当化するために, [21] に従って
$\sum_{X\in \mathcal{M}}f_{\pi,\delta}(X)$

に Poisson

和公式を適用したい. $\mathrm{P}$ の opposite $\mathrm{p}-$ の Levi 分解 $\mathrm{p}-=\mathrm{L}\ltimes \mathrm{N}^{-}$ から,

$\mathrm{t}\mathrm{t}^{-}=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(\mathrm{N}^{-})$ の中心降下列

$C_{1}^{-}=\uparrow\tau,$ $C_{k+1}^{-}=[C_{k}^{-}, \iota\tau]$

$\iota\tau^{-}=C_{1}^{-}*>\cdots\geq C_{d}^{-}\neq>c_{d4- 1}^{-}=\{0\}$

を考えれば, $\iota_{d}^{r-},=C_{d}^{-}$ は pairing

$V_{d}\mathrm{x}V_{d}^{-}\ni(X, \mathrm{Y})\mapsto-B_{\mathrm{g}}(X, 1’)\in \mathbb{C}$
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を通して $V_{d}$ の双対空間と同一視されるから, $f\in L^{1}(Vd,\mathrm{R})$ の Fourier 変換
$\hat{f}$ を

$\hat{f}(\mathrm{Y})=\int_{V_{d.\mathrm{R}}}f(X)\exp(2\pi\sqrt{-1}B_{\mathrm{g}}(X, \mathrm{Y}))d(X)$ $(\mathrm{Y}\in V_{d,\mathrm{R}}^{-})$

とする. ここで $\mathrm{G}$ が古典群ならば次の定理が成り立つ ;

定理 3.5.1 $G$ の二乗可積分表現 $\pi$ とその最少の IC-type $\delta$ に対して

1) $f_{\pi,\delta}\in L^{1}(V_{d,\mathrm{R}})\cap L^{2}(V_{d,\mathrm{R}})$ ,
2) $\hat{f_{\pi,\delta}}\in L^{1}(V_{d,\mathrm{R}}^{-})$ は非負実数値連続関数で, 無限遠でゼロ 4である,

3) $\pi$ が十分 regular ならば 5, Poisson 和公式
$\sum_{X\in \mathcal{M}}f_{\pi,\delta}(X)=\sum_{\mathrm{Y}\in \mathcal{M}}.\hat{f_{\pi,\delta}}(\mathrm{Y})$

が成り立つ.

上の定理は次のような議論によって示される. まず

三 (x) $= \int_{K}\varphi \mathrm{o}(x^{-1}k)d\kappa(k)$ $(x\in G)$

を $\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}1_{1-}\mathrm{C}1$ ) $\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{a}$ の三-関数とする. ここで $G$ の岩澤分解を $G=KA_{\mathrm{p}}N$

として 6B $=A_{\mathrm{p}}N$ のモジュラー関数 $\Delta_{B}$ を用いて $\varphi \mathrm{o}(kb)=\Delta_{B}(b)$ for $kb\in$

$G=KB$ とおく. 三の標準的な評価を述べるために, 幾つか記号を用意する.
$9\mathrm{R}$ の Cartan 対合 $\theta$ によって定まる $g\mathrm{n}$ 上の内積 $(X, \mathrm{Y})_{\theta}=-B_{\mathrm{g}}(X, \theta \mathrm{Y})$ に

対して $|X|=(X, X)_{\theta}^{1/2}$ とおく. $G$ の Cartan 分解に従って $x=k.\exp X\in G$

$(k\in K, X\in \mathfrak{p})$ としたとき, $\sigma(x)=|X|$ とおく. $G$ の岩澤分解に従って
$G\ni x=k(x)\cdot\exp H(x)\cdot n(x)(k(k)\in K, H(x)\in a_{\mathfrak{p}},$ $n(x)\in \mathrm{t}\mathrm{t})$ とお $\text{く}\tau$ .

$\iota\iota_{\mathfrak{p}}^{+}=\{H\in a, |\alpha(H)>0\forall\alpha\in\Sigma^{+}\}$

とおくと

$H\in \mathrm{s}\mathrm{u}_{\frac{\mathrm{p}}{\mathrm{n}^{+}}}^{-},$

$–(\exp H)\cdot(1+|H|)^{-d}\cdot e^{\rho(H)}<\infty$

なる $0<d\in \mathbb{Z}$ が存在する. 更に $\forall h\in A_{\mathfrak{p}}$ と $\forall n\in N$ に対して

1) $1+{\rm Max}\{\sigma(x),\rho(H(\theta n^{-1}))\}\leq M\cdot(1+\sigma(l\iota))$,
$2)$ —(hn)\leq M $\cdot(1+\sigma(hn))^{d}\cdot e^{-\rho(\log h+H(\theta n^{-1}))}$

4即ち, $\forall\epsilon>0$ [こ対して

{ $Y\in V_{d,\mathrm{R}}^{-}|1\hat{\mathit{1}}\pi,\delta(\mathrm{Y})|\geq\epsilon\rangle\subset V_{d,\mathrm{R}}^{-}$ : コンパクト

である.
5即ち, $\pi$ の Harish-Chandra パラメータが Wyle 領域の壁から十分離れていれば
6ここの $N$ は放物的部分群 $\mathrm{P}$ の幕単根基 $\mathrm{N}$ に付随する実 Lie 群 $\mathrm{N}(\mathrm{R})$ とは違う.
7考えている岩澤分解と Cartan 対合 $\theta$ は compatible とする. 即ち $\theta$ に付随する $0\mathrm{R}$ の

Cartan 分解 $9\mathrm{R}=t\oplus \mathrm{p}$ に対して $a_{l^{1}}=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(A_{\mathrm{p}})$ は $\mathfrak{p}$ の極大可換部分環で, $a,$ }こ関する $\emptyset \mathrm{r}$ の

制限根系 $\Sigma$ の正の根全体 $\Sigma^{+}$ に対して $\mathfrak{n}=\oplus_{\alpha}$ EC+OR,。となる.
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となる 1 $\ovalbox{\tt\small REJECT} M\in \mathbb{R}$ が存在する ([28, Lemma 8526] 参照). そこで [28
Lemma 8524] を用いると, 次の命題が証明できる ;

命題 3.5.2 考えている $G$ の岩澤分解に関して標準的な極大放物的部分群の
巾単部分 $U$ に対して

$\int_{U^{-}}e^{rightarrow\rho(H(n))}\{1+\rho(If(n))\}^{-(d+\epsilon)}d_{U^{-}}(n)<\infty$ $\forall\epsilon>0$ $(U^{-}=\theta(U.))$

又,

$\int_{U}---(n.)(1+\sigma(n))^{-(2d+\epsilon)}d_{U}(n)<\infty$ $\forall\epsilon>0$ .

である.

さて $\mathrm{G}$ が古典群のときには, $G$ の岩澤分解に関する標準的な放物的部分
群 $P$ をとり, その巾単部分を $U$ とすると, $G$ の半単純閉部分群 $G’$ を適当
にとれば, $G’$ は $a_{\mathfrak{p}}’$ $\subset a_{\mathfrak{p}}$ なる岩澤分解をもち, その岩澤分解に関ずる標準的
極大放物的部分群 $P’$ があって, $Z(U)$ は $P’$ の 1】単部分に一致ずるようにで
きるから, 命題 352 より次の命題を得る ;

命題 3.5.3 $\mathrm{G}$ が古典群ならば, 考えている $G$ の岩澤分解に関して標準的な
放物的部分群の巾単部分 $U$ の中心を $Z(U)$ とずると, $\forall\epsilon>0$ に対して

$\int_{Z(U)}-e^{-\rho(H(n))}\{1+\rho(If(n))\}^{-(d-\epsilon)}\dashv d_{Z(U^{-})}(n)<\infty$ $(U^{-}=\theta(U))$

又,

$\int_{Z(U)}---(n)(1+\sigma(n))^{-(2d+\epsilon)}d_{Z(U)}(n)<\infty$ $\forall\epsilon>0$ .

である.

$If_{\pi}$ の $I\acute{\mathrm{t}}-$有限ベクトル全体を $If_{\pi,K}$ とすると, $\forall u,$ $v\in H_{\pi,K}$ に関する $\pi$ の

行タリ係数 $\varphi_{u,v}(x)=(\pi(x)u, v)(x\in G)$ は $G$ 上の Harish-Chandra-Schwartz
関数となるから ([12, p.259, COr852, $\mathrm{p}.4\ulcorner v0$ , Example] 参照), $\forall r\in \mathrm{R}$ に対

して

$\sup_{x\in G}|\varphi_{u,v}(x)|_{-}^{-}-(x)^{-1}(1+\sigma(x))^{d+r}=C(u, v, r)<\infty$

となる. よって上に述べた — の評価から, 任意の $r\in \mathrm{R}$ に対して, $u,$ $v,$ $r$ 1こ

のみに依存ずる定数 $C>0$ があって

$|\varphi_{u,v}(7\iota)|\leq C\cdot(1+\rho(H(\theta n^{-1}))^{-r}\cdot e^{-\rho(H(\theta n^{-1}))}$ $\forall n\in N$ (2)

となる. よって命題 352 より $f_{u,v}(X)=\varphi_{u,v}(\exp X)$ は $V_{d,\mathrm{R}}$ 上の可積分関

数であることがわかる. 一方, 対角成分 $f_{u,u}$ は $V_{d,\mathrm{R}}$ 上の正定値連続関数だ
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から, Fourier 変換の一般論からん,5 は $V$ ’上の連続関数で無限遠でゼロか
つ非負である. よって

$f_{\mathrm{u},v}= \frac{1}{4}\{+f_{u}\mathrm{a}^{+v}(f_{u+}-\mathrm{u}_{\mathrm{u}+}^{\mathrm{u}-},p_{v}-f_{\mathrm{u}-\sqrt{-1}v,\mathrm{u}-\sqrt{-1}v})\}$

より, $\hat{f_{\mathrm{u},v}}$ は連続かつ無限遠で $\text{ゼ}$

.

ロである. 特に有界である. $V_{d,\mathrm{R}}\subset \mathfrak{n}\mathrm{p}$

の基底 $\{X_{1}, \cdots, X_{n}\}$ に対して? $V_{d,\mathrm{R}}^{-}$ の双対基底 $\{\mathrm{Y}_{1}, \cdots, \mathrm{Y}_{\mathfrak{n}}\}$ をとると,
$X= \sum_{1=1}^{||}.x_{1}.X_{1}$. $\in V_{d,\mathrm{R}}$ [こ対して

$\frac{\partial}{\partial x_{1}}.f_{\mathrm{u},v}(X)=\frac{d}{dt}f_{\mathrm{u},v}(X+tX_{1}.)$ $|_{t=0}=f_{\pi(\mathrm{x}_{:})u,v}$

となり, $\pi(X.\cdot)u\in H_{\pi}$ は If-有限ベクトルとなる. よって $V_{d.\mathrm{R}}^{-}$ 上の多項式関
数 $p$ と $v\in If_{\pi,K}$ [こ対して

$p( \mathrm{Y})\hat{f_{v,v}}(1’)=\int_{\mathrm{g}d.\mathrm{n}}p(\mathrm{Y})f_{v,v}(X)e^{2\pi\sqrt{-}B_{0}(X,Y)}dX$

$= \int_{ld}..f_{v,v}(X)(p(\frac{1}{2\pi\sqrt{-1}}\frac{\partial}{\partial X})e^{2\pi\sqrt{-}B_{0}(X,\mathrm{Y})})dX$

$= \int_{0d.\mathrm{R}}(p(-\frac{1}{2\pi\sqrt{-1}}\frac{\partial}{\partial X})f_{v,v})(x)e^{2\pi\sqrt{-}B_{0}(X,Y)}d$

$=\hat{f_{\mathrm{u},v}}(\mathrm{Y})$

なる If-有限ベクトル $u\in H_{\pi}$ がとれる. よって $p(\mathrm{Y})\hat{f_{v,v}}$ は $V_{d,\mathrm{R}}^{-}$ 上有界で
ある. 特に Poisson 和公式の右辺

$\sum_{Y\in \mathcal{M}}.\hat{f_{\pi}},\iota(\mathrm{Y})$
の収束性に問題はない. さ

て, Poisson 和公式の左辺
$\sum_{X\in \mathcal{M}}f_{\pi,\delta}(X)$

の収束を保障するために, [25] と

[14] の結果から評価式 (2) が改善される. 即ち $0<\forall\ell\in \mathrm{R}$ に対して $\pi$ を十
分 regular にとれば 8, 定数 $M>0,$ $\mathrm{r}>0$ があって

$|\varphi_{\mathrm{u},v}(x)|\leq M\cdot---(x)^{\ell+1}(1+\sigma(x))^{r}$ $\forall x\in G$

とできる. よって三の評価から

$|\varphi_{u,v}(n)|\leq M\cdot e^{-(\ell+1)\rho(H\theta n^{-1})}$ $\forall n\in N$

となる. ここで $\mathrm{G}$ が古典群の場合には $e^{-\rho(H\theta n)}$ を具体的に書き下すことが

できる. 例えば $G=Sp(n, \mathrm{R})$ で $n=\{\begin{array}{ll}1_{n} X0 1_{\mathfrak{n}}\end{array}\}$ とすると

$\underline{e^{-\rho \mathrm{t}^{rI\theta}1\iota)}=\prod_{r=1}^{n}\det(1_{r}}+(X^{2})^{(r)})^{-1/2}\leq\det(1_{n}+X^{2})^{-1/2}$

8精確には $\pi$ の Harish-Cbandra パラメータ $\lambda$ に対して

1 $( \lambda,")1\circ\frac{\ell}{2}$ $\sum$ $(\alpha.\beta)$ , $\forall\beta\in\Phi_{n}$

\mbox{\boldmath $\alpha$}6。:(\mbox{\boldmath $\alpha$},\beta )’o

なるとき. ここで $\Phi=\Phi(\mathfrak{g}\mathrm{c}, 1\mathrm{c})$ は $\mathrm{g}$ のコンパクト Cartall 部分環 $\mathrm{t}$ に関する根系, $\Phi_{\mathfrak{n}}$ は $\Phi$

の中の non-compact な根である.
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である. 但し正方行列 $A$ に対して $A^{(r)}$ は $A$ の左上 $r$ 行 $r$ 列を取った小行

列である. ところで次の命題は容易に示される $j$

命題 3.5.4 $M_{n}(\mathbb{C})$ の $\mathrm{R}$-部分ベクトル空間 $V$ の $\mathbb{Z}$-格子 $L\subset V$ に対して

$\sum_{X\in L}\det(1_{n}+XX^{\mathrm{s}})^{-\epsilon}$

は ${\rm Re} s> \frac{1}{2}\dim_{\mathrm{R}}V$ で絶対収束する.

この命題から 9, Poisson 和公式 $\sum_{X\in\lambda 4}f_{\pi,\delta}(X)$
の収束性が得られる.

36 条件 (E) を複素数体上で考えてみる. $\mathbb{C}$ 上定義された連結半単純線

形代数群 $\mathrm{G}$ の極大輪環群 $\mathrm{T}$ をとると, $\mathrm{g}=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(\mathrm{G})$ は半単純複素 Lie 環で,

$\mathfrak{h}=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(\mathbb{T})$ は $\mathrm{g}$ の Cartan 部分環となる. 根系 \Phi =\Phi (店 $\mathfrak{h}$ ) の基本根系 $\Psi$ を

一つ固定する. $\Psi$ の部分集合 $\theta$ に対応する $\mathrm{G}$ の標準的放物的部分群と Levi
分解を $\mathrm{P}=\mathrm{L}\ltimes \mathrm{N}$ とする. $\mathfrak{n}=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(\mathrm{N})$ の中心降下列を

$\iota\tau=C_{1}\geq\cdots>{}_{\neq}C_{d*}>c_{d+1}=\{0\}$

とする.

$\alpha(If^{\theta})=\{$

0 $\alpha\in\theta$ ,

1 $\alpha\in\Psi\backslash \theta$

なる $H^{\theta}\in \mathrm{f}$) が唯一存在するから

$V_{p}=$ { $X\in$ 佳 $|[H^{\theta},$ $X]=pX$ } $(p\in \mathbb{Z})$

とおくと

$C_{k}=\oplus V_{p}p\geq k$
$(k=0,1,2, \cdots)$

である ([17] 参照). 中心降下列の長さに関して次の命題が成り立つ ;

命題 3.6.1 $\mathrm{g}$ が単純複素 Lie 環ならば

1) $\Psi$ に関する $\mathrm{g}$ の最高の重みを
$\gamma=\sum_{\alpha\in\Psi}rn_{\alpha}\alpha$

とすると.

$d= \gamma(H^{\theta})=\sum_{\alpha\in\Psi\backslash \theta}m_{\alpha}$
,

2) $C_{d}=V_{d}$ は $\mathfrak{n}$ の中心 $Z(\mathfrak{n})$ に一致ずる.

( $\mathrm{L}$ , Ad, $V_{p}$ ) $(p=1,2, \cdots, d)$ は概均質ベクトル空間だから, 特に $V_{d}$ の

zariski 開 $\mathrm{L}(\mathbb{C})$ -軌道を $\Omega$ として

. -9直交群に関しては, Jordan 環から生ずる多項式を用いた無限級数の収束性を用いる. [10]
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$(\mathrm{E})_{\mathbb{C}}$ { $g\in \mathrm{G}(\mathbb{C})|$ Ad(g)\Omega \cap \Omega \neq \emptyset } $=\mathrm{P}(\mathbb{C})$

なる性質がいっ成り立っかを考えてみる. 性質 $(\mathrm{E})\mathrm{c}$ は次のいずれとも同値

である;

1) 全ての $\mathrm{Y}\in\Omega$ に対して { $g\in \mathrm{G}(\mathbb{C})|$ Ad(g)Y $=\mathrm{Y}$ } $\subset \mathrm{P}(\mathbb{C})$ ,

2) 或 $\mathrm{Y}\in\Omega$ に対して { $g\in \mathrm{G}(\mathrm{C})|$ Ad(g)Y $=\mathrm{Y}$ } $\subset \mathrm{P}(\mathrm{C})$ .
又, 性質 (E)。が成り立てば, 次が成り立つ

$\{X\in g|[X, \mathrm{Y}]=0\}\subset \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(\mathrm{P})$ $\forall \mathrm{Y}\in\Omega$ .
これらを利用して個別に調べることにより, 性質 $(\mathrm{E})\mathrm{c}$ が成り立つ古典型の半
単純 Lie 環 9 と $\theta\leq\Psi$ を全て求めることが出来る (14 ページの表を参照).

一般に次の命題が成り立つ ;

命題 3.6.2 $If^{\theta}\in \mathrm{a}\mathrm{d}(\Omega)\mathfrak{g}$ ならば性質 $(\mathrm{E})\mathrm{c}$ が成り立つ.

この命題を用いて次の命題が証明できる $j$

命題 3.6.3 $\mathrm{P}$ が $\mathrm{G}$ の極大放物的部分群で, ($\mathrm{L}$ , Ad, $V_{d}$) が非自明な相対不変
式を持つならば, 性質 $(\mathrm{E})_{C}$ が成り立つ.

命題 363 で $\mathrm{P}$ の極大性を仮定しないと, 話は微妙になる. 例えば, $D_{||}$ 型
の直交群 $\mathrm{G}(\mathbb{C})=SO(2n, \mathbb{C})$ の場合, 基本根系 $\Phi=\{\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{n}\}$ の Dynkin
図形を

$\alpha_{1}-\alpha_{2}-\cdots-\alpha_{n-2}\{$

$\alpha_{n-1}$

$\alpha_{n}$

とする. $\theta=\Phi-\{\alpha_{n-1}, \alpha_{n}\}$ の場合, $\mathrm{P}$ は $\mathrm{G}$ の極大放物的部分群ではない
が, $n=\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}$ ならば ( $\mathrm{L}$,Ad, $V_{d}$) は正則で, 性質 (E)。が成り立っ. 一方,
$\theta=\Phi-\{\alpha_{1}, \alpha_{2}\}$ の場合, $\mathrm{P}$ は $\mathrm{G}$ の極大放物的部分群でなく $\text{て}$ , ( $\mathrm{L}$,Ad, $V_{d}$)
は正則であるが, 性質 (E)。は成り立たない.
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4 ユニタリ表現の波面集合と随伴多様体

以下, $G$ をユニモジュラーな実 Lie 群として, $G$ のユニタリ表現 $(\pi, H_{\pi})$

を考える. $G$ の Lie 環を $\mathrm{g}=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(G)$ とする.

4.1 Hilbert 空間 $H_{\pi}$ 上のトレース族作用素 $T\in \mathrm{C}_{1}(H_{\pi})$ に対して

《 $\varphi$ , $\mathrm{t}\mathrm{r}_{\pi}(T)\rangle=\mathrm{t}\mathrm{r}(\pi(\varphi)\mathrm{o}T)$ $\forall\varphi\in C_{\mathrm{c}}^{\infty}(G)$

により定義される $G$ 上の distribution $\mathrm{t}\mathrm{r}_{\pi}(T)$ の波面集合を $WF(\mathrm{t}\mathrm{r}_{\pi}(T))\subset$

$T^{\cdot}(G)$ とする ([11, p.180], [5, p.16] 参照). ここで $T^{*}(G)$ は $G$ の余接束で

ある.

定義 4.1.1
$T\in \mathrm{C}_{1}(H_{*})\cup WF(\mathrm{t}\mathrm{r}_{\pi}(T))$

の $T^{\cdot}(G)$ における閉包を $\pi$ の波面集合

と呼ひ, $WF(\pi)$ と書く.

$W.F(\pi)\subset T’(G)$ は $G$ の左右からの作用に関して安定である ([9, Prop 11]).
一方, $T^{*}(G)$ は自明なベクトル束で, $G$ の左作用が $T\mathrm{i}(G)$ 上の自明な作用を
誘導するように同一視 $T^{\cdot}(G)=G\mathrm{x}T\mathrm{i}(G)$ をとると, $G$ の右作用は $T_{1}^{*}(G)$

上の coadjoint action を誘導する. よって $WF^{\mathrm{o}}(\pi)=WF(\pi)$ 寡 $T_{1}^{*}(G)$ とお

くと,

$WF(\pi)=G\mathrm{x}W\Gamma^{\mathrm{o}}.(\pi)$ ,

$W\Gamma^{\ell^{\mathrm{O}}}(\pi)\subset T_{1}^{*}(G):G$ の co映 oint action で安定

となる.

4.2 $H$ を $G$ の閉部分群として, $t:Harrow G$ を包含写像とすると, 余接空
間上のに誘導される余微分写像

$q_{H}=T_{1}^{*}(t)$ : $T\mathrm{i}(G)arrow T_{1}^{*}(H)$

は全射 1線形写像である. このとき, If のユニタリ表現 $\pi|_{H}$ の波面集合に

関して次が成り立つ ;

命題 4.2.1 $q_{H}(WF^{\mathrm{o}}(\pi))\subset W\Gamma^{\mathrm{o}}\ell(\pi|_{H})$ .

$]$証明] [9, Prop 15] 参照. $\bullet$

43 $G$ が可換ならば, 指数写像 $\exp$ : $\mathfrak{g}arrow G$ は全射なる実解析的群準
同型写像となるから, $G$ は実ベクトル空間であるとしてよい. そこで $G=$

$T_{0}(G)=\mathrm{g}$ と同一視する. このとき $T\in \mathrm{C}_{1}$ (H\rightarrow に対して $\mathrm{t}\mathrm{r}_{\pi}(T)$ は $G$ 上の

緩増加な distribution となるから, その Fourier 変換 $\mathrm{t}\mathrm{r}_{\pi}(T)^{\wedge}$はベクトル空
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間 $T_{0}^{*}(G)$ 上の緩増加 distribution である. $\cup$ $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\mathrm{t}\mathrm{r}_{\pi}(T)’)$ の $T_{0}^{*}(G)$

$T\in C_{1}(H_{n})$

における閉包を $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\pi$ として, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\pi$ の漸近錐を $AC(\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\pi)$ とする. 即

ち, $u\in T_{0}^{*}(G)$ の近傍を含む任意の錐体 $C$ に対して $C\cap \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\pi$ が非有界と

なるような $u$ の全体を $AC(\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\pi)$ とする. このとき

命題 4.3.1 $WF^{\mathrm{o}}(\pi)=-AC(\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\pi)$ である.

[証明] [9, PrOp.2.7] 参照. $\bullet$

4.4 $9\mathrm{C}$ を複素 Lie 環とする. 包絡環 $U(9\mathrm{c})$ の中で佳 $\mathrm{c}$ の高々 $r$ 個の元

の積で張られる複素部分空間を $U,(9\mathrm{c})$ とすると $(U_{0}(\mathrm{g}\mathrm{c})=\mathbb{C})$ , U(佳 C) の

ffltration $\{U_{r}(\mathrm{g}_{\mathrm{C}})\}_{r\geq 0}$ に付随する次数付き C-代数

$g\mathrm{r}U$(佳 c) $=\oplus U_{r}(\mathrm{g}\mathrm{c})/U_{r-1}(\mathfrak{g}\mathrm{c})$ $(U_{-1}.(\mathrm{g}\mathrm{c})=0)$

$r\geq 0$

は自然に gc の対称テンソル代数 $S(\mathrm{g}\mathrm{c})$ と $\mathbb{C}$-代数として同型となる [実際,
Poincar\‘e-Birkoff-Witt の定理から, $S(9\mathrm{c})$ の元 $X_{1}X_{2}\cdots X_{r}$ を grU(佳 C) の

元 $X_{1}X_{2}\cdots X_{r}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} U_{r-1}(\mathrm{g}\mathrm{c}))$ に対応させればよい].
$M$ を有限生成左 U(佳。)-加群とする. M=U(佳 C)M0 なる $M$ の有限次元

複素ベクトル部分空間 $M_{0}$ をとり, $M$ の filtration $\{M_{r}=U_{r}(9\mathrm{c})M_{0}\}_{r\geq 0}$ に

付随する次数付き $\mathrm{g}\mathrm{r}U$ (9C)-加群を

$\mathrm{g}\mathrm{r}(M;M_{0})=\oplus M_{r}/M_{r-1}r\geq 0$
$(\Lambda f_{-1}=0)$

とする. $\mathrm{g}\mathrm{r}(M;M_{0})$ は $\mathrm{g}\mathrm{r}U(\mathrm{g}\mathrm{c})$-加群として $M_{0}\subset \mathrm{g}\mathrm{r}(M;M_{0})$ で生成される

から, 特に有限生成 U(佳 C)-加群である. その零化イデアルを

$a(\mathrm{A}f;M_{0})=\{D\in \mathrm{g}\mathrm{r}U(\mathrm{g}\mathrm{c})|Dv=0\forall v\in \mathrm{g}\mathrm{r}(M;M_{0})\}$

とする. このとき

補題 4.4.1 $a(M;M_{0})$ の根基 $\sqrt{n(M,M_{0})}$. は $M_{0}$ の選択に依らない.

そこで $\mathrm{g}\mathrm{r}U(9\mathrm{c})$ を $S(9\mathrm{c})$ と同一視し, $S(\emptyset \mathrm{c})$ を双対空間 $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}^{*}$ 上の多項式の
全体と同一視ずると, 補題 4.4.1 から, $a(M;M_{0})$ の零点集合

$\mathcal{V}(M)=$ { $\lambda\in \mathfrak{g}_{\mathbb{C}}^{*}|D(\lambda)=0\forall D\in a(M$ ;A0)}

は $M_{0}$ の選択によらない. アフィン代数多様体 $\mathcal{V}(M)$ を $U(9\mathrm{c})$ -加群 $M$ の

随伴多様体と呼ぶ.
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4.5 $Gk\mathrm{q}\mathrm{l},\llcorner\backslash t\backslash \dot{\backslash }\mathrm{F}\beta \mathrm{B}T.\mathrm{h}o_{1}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}*\not\in \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\not\equiv \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}$ ffl&b $\tau,$ $K\# G\sigma$) $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}*\supset$

ンパクト部分群とする. $I\zeta$ に付随する佳 $=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(G)$ の Cartan 対合 $\theta$ による

Cartan 分解を $\mathrm{g}=\mathrm{t}\oplus \mathfrak{p}$ とする. $G$ の既約ユニタリ表現 $(\pi, H_{\pi})$ に対して,
$If_{\pi}$ の $I\zeta$-有限ベクトル全体 $H_{\pi,K}$ は既約な $(\mathfrak{g}, K)$-加群となる. 特に K-不

変な有限次元複素部分空間 $V\subset H_{\pi,K}$ で $H_{\pi,K}=U(9\mathrm{c})V$ なるものがとれる

から, 随伴多様体 $\mathcal{V}(If_{\pi,K})$ をユニタリ表現 $\pi$ の随伴多様体と呼ひ $\mathcal{V}(\pi)$ と書
く. ところで, $V$ は $K$-不変だから $X\cdot V\subset V(\forall X\in f)$ , 従って $\mathrm{g}\mathrm{r}(H_{\pi},\kappa;V)$

の中では $X\cdot V=0(\forall X\in \mathrm{t})$ である. よって $f\mathrm{c}\subset a(H_{\pi},\kappa;V)$ , 即ち

$\mathcal{V}(\pi)\subset\{\lambda\in \mathfrak{g}_{\mathrm{C}}^{*}|\lambda(\mathrm{t}_{\mathbb{C}})=0\}$ .

又, $a(If_{\pi,K} ; V)$ は Ad(K)-不変だから, $\mathcal{V}(\pi)$ は If の c\sim 映 oint 作用 $\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}(K)$

に対して安定である. ここで 9 の Kiling形式 $B_{\mathrm{g}}$ により $X\in 9\mathrm{c}$ と $B_{\mathrm{g}}(X, *)\in$

$9\dot{\mathrm{c}}$ を同一視すると, $\mathcal{V}(\pi)\subset \mathrm{P}\mathrm{c}$ となり, $I\zeta$ の複素化 $K\mathrm{c}$ に対して $\mathrm{A}\mathrm{d}(IC\mathrm{c})-$

不変である. 更に

定理 4.5.1 $\mathrm{a}\mathrm{d}(X)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{c}(9\mathrm{c})$ が幕零なる $X\in \mathfrak{p}\mathrm{c}$ の全体を $N_{\mathrm{P}\mathrm{c}}$ とすると,
$\mathcal{V}(\pi)\subset N_{l\mathrm{c}}$ である.

[証明] [26, Cor 523] と $[4, 13]$ 参照. $\bullet$

4.6 $\mathrm{a}\mathrm{d}(X)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathrm{R}}(\mathfrak{g})$が幕零となる $X\in g$ の全体を $N_{\mathrm{g}}$ と書 $\text{く}$ . $\mathrm{a}\mathrm{d}(\mathrm{A}\mathrm{d}(g)X)=$

$\mathrm{A}\mathrm{d}(g)$ $\mathrm{o}\mathrm{a}\mathrm{d}(X)\circ \mathrm{A}\mathrm{d}(g)^{-1}$ だから, Ad(G) は ^\sim [こ作用する.

定義 4.6.1 9 の 0 でない元の三つ組 $\{H, X, \mathrm{Y}\}$ に対して,

1) $[H, X]=2X,$ $[H, \mathrm{Y}]=-2\mathrm{Y},$ $[X, \mathrm{Y}]=H$ であるとき, { $H,$ $X$,Y}.は標
準三つ組であるという,

2) 標準三つ組 $\{H, X, 1’\}$ が更に $\theta H=-H,$ $\theta X=-\mathrm{Y},$ $\theta \mathrm{Y}=-X$ を満た

すとき, $\{H, X, \mathrm{Y}\}$ を Cayley 三つ組と呼ぶ.

佳の標準三つ組の集合には Ad(G) が作用しているが, 標準三っ組と Cayley
三つ組の間には次の関係がある ;

命題 4629 の任意の標準三つ組の Ad(G)-軌道は Cayley 三っ組を含む.

[証明] [4, Th.9沌 1] 参照. $\bullet$

$\mathrm{A}\mathrm{d}(G)$ -軌道 $O\in \mathrm{A}\mathrm{d}(G)\backslash N_{\mathrm{g}}$ をとる. $X\in O$ とすると, Jacobson-Morozov
の定理から 9 の標準三つ組 $\{H, X, \mathrm{Y}\}$ が存在するが, 命題 4.6.2 から, $\{H, X, \mathrm{Y}\}$

は Cayley 三つ組であるとしてよい. このとき

$\{H’, X’, \mathrm{Y}’\}=\{\sqrt{-1}(X-\mathrm{Y}), \frac{1}{2}(X+\mathrm{Y}+\sqrt{-1}H), \frac{1}{2}(X+\mathrm{Y}-\sqrt{-1}H)\}$

66



は $9\mathbb{C}$ の標準三つ組であって, $H’\mathrm{C}’ \mathrm{c},$ $X’,$ $Y’\epsilon \mathrm{p}\mathrm{c}$ である. 特に $X’\epsilon \mathrm{M}_{0}$ で

あるから, $O\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{A}\mathrm{d}(K_{\mathrm{C}})X’\epsilon$ Ad(Kc)V4。とおくと, 次の定理が成り立つ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

定理 4.63 対応 $O\mapsto\tilde{\mathcal{O}}$ は well-defined で, $\mathrm{A}\mathrm{d}(G)\backslash N_{\mathrm{g}}$ から Ad(KC)\Np。
への全単射を与える.

[証明] [20], [4, Tb 95.1] 参照. $\bullet$

定理 463 で与えられる全単射を Kostarit-Sekiguchi 対応と呼ぶ. $G$ の既

約ユニタリ表現の随伴多様体と波面集合は, Kostant-Sekiguchi 対応を通して
次のように関係している $j$

定理 4.6.4 $\pi$ を $G$ の既約ユニタリ表現とすると, $WF^{o}(\pi)\subset N_{\mathrm{g}}$ は Kostant-
Sekguchi 対応により $\mathcal{V}(\pi)\subset N_{\mathrm{P}\mathrm{c}}$ に対応する.

[証明] [19, Th.l 4] 参照. $\bullet$

ここで,

命題 4.65Kostant-Sekigushi 対応において, Ad(G)-軌道と Ad(Kc)-軌道の
閉包の包含関係は保存される.

[証明] 古典群に関しては $[1_{\iota}^{r})]$ , 一般の場合に関しては [2] 参照. $\bullet$

4.7 連結半単純実 Lie 群 $G$ は二乗可積分な既約ユニタリ表現を持つと仮
定して, 二乗可積分表現の随伴多様体は次のように記述される ;

定理 4.7.1 二乗可積分表現な既約ユニタリ表現 $\pi_{\lambda}\in\hat{G}_{d}$ の Harisli-Cbandra
パラメータを $\lambda$ とずると

$\mathcal{V}(\pi_{\lambda})=\mathrm{A}\mathrm{d}(I\mathrm{f}_{C})\mathfrak{p}_{-}$

$\mathrm{P}-=\oplus\alpha\in\Phi_{\mathfrak{n}}^{+}(\lambda)$
佳 $\mathrm{C},-\alpha$

である. ここで non-compact root の集合 $\Phi_{n}$ [こ対して

$\Phi_{1}^{+},(\lambda)=\{\alpha\in\Phi_{n}|(\alpha, \lambda)>0\}$

とおく.

[証明] [30, Tb3.1] 参照. $\bullet$
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5 正則離散系列の場合

以 T, $G$ を中心有限の半単純連結実 Lie 群として, $G$ の極大コンパクト

部分群 If に対して $G/K$ は有界対称領域であると仮定する. $K$ に付随する
$\mathfrak{g}=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(G)$ の Cartan 対合 $\theta$ に関する Cartan 分解を $\mathit{9}=t\oplus \mathfrak{p}$ とする.

5.1 $\mathfrak{p}$ を $G/K$ の接空間と同一視すると, $G/K$ の複素構造から $(\mathrm{a}\mathrm{d}(H_{0})|_{\mathrm{p}})^{2}=$

$-1$ なる $H_{0}\in Z(t)$ が存在する.

$\mathrm{t}_{\mathrm{C}}=\{X\in \mathfrak{g}_{\mathbb{C}}|[H_{0},X]=0\}$

$\mathrm{P}\mathrm{c}=\mathfrak{p}^{+}\oplus \mathfrak{p}^{-}$ , $\mathfrak{p}^{\pm}=\{X\in 9\mathrm{c}|[H_{0}, X]=\pm\sqrt{-1}X\}$

である. 特に $\theta=\exp(\pi\cdot \mathrm{a}\mathrm{d}(H_{0}))$ である. $G$ の複素化 $G\mathrm{c}$ に対して $l\mathrm{c}$ に

対応する $G\mathrm{c}$ の連結閉部分群 $K\mathrm{c}$ とおく. $P^{\pm}=\exp \mathfrak{p}^{\pm}$ は $G\mathrm{c}$ の可換連結閉
部分群で, $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}$ :p\pm \rightarrow P士は全単射である. $G\subset P^{+}\cdot I\mathrm{f}\mathrm{c}\cdot P^{-}$ で

$P^{+}\mathrm{x}K\mathrm{c}\cross P^{-}\ni(p,k,q)\mapsto pkq\in P^{+}\cdot K_{\mathbb{C}}\cdot P^{-}$

は単射だから, 自然な単射

$G/Karrow GI\mathrm{f}\mathrm{c}^{p-}/I\mathrm{f}\mathrm{c}P^{-}\subset P^{+}I\mathrm{f}\mathrm{c}P^{-}/I\mathrm{f}\mathrm{c}P^{-}arrow P^{+}arrow \mathfrak{p}^{+}$

の像を $D\subset \mathfrak{p}^{+}$ とおく. $g\in G,$ $z\in D$ に対して

$g\cdot\exp(z)=\exp(g(\dot{z}))\cdot J(g,z)\cdot p^{-}$ $g(z)\in D,$ $J(g, z)\in K_{\mathbb{C}},$ $p^{-}\in P^{-}$

とできて,

1) $(g, z)\mapsto g(z)$ により $G$ は $D$ の正則自己同型群として推移的に作用し,
$\mathrm{O}\in D$ の固定部分群が If である,

2) $J$ : $G\cross Darrow I\mathrm{f}\mathrm{c}$ は実解析的で $z\in$.
$D$ に関しては正則, かっ関係式

$J(g\mathfrak{l}\iota,z)=J(g,l\iota(z))\cdot J(h,z)$ $\forall g,$ $h\in G,$ $z\in D$

を満たず,

3) $J(k, \mathrm{O})=k\forall k\in I\mathrm{f}\subset IC\mathrm{c}$ .
根系 $\Phi=\Phi$ ( $9\mathrm{c}$ , 夏) の基本根系 $\Psi$ を $\mathfrak{p}^{+}\subset$ $\oplus$ 佳 c,。となるようにとる.

$\alpha\in\Phi^{+}(\mathrm{W})$

$(\delta \mathrm{c}, V)$ を $I\mathrm{f}\mathrm{c}$ の有限次元既約正則表現として, $\Psi$ に関する最高の重みを
$\lambda\in \mathrm{t}_{\dot{\mathbb{C}}}$ とする. $\rho=\frac{1}{2}\sum_{\alpha\in\Phi^{+_{\mathrm{t}\Psi)}}}\alpha$ として

$(\lambda+\rho,\alpha)<0$ for $\forall\alpha\in\Phi_{n}^{+}(\Psi)$

ならば, $\delta=\delta \mathrm{c}|\kappa$ を最少の If-type とする $G$ の二乗可積分表現 $(\pi^{\delta}, H^{\delta})$ が

存在する (いわゆる正則離散系列表現である). $\pi^{\delta}$ の Harisb-Chandra パラ
メータは $\lambda+\rho$ である. このとき,

$\Phi_{\pi^{\delta},\delta}(g)=\delta_{\mathbb{C}}(J(g^{-1},0))^{-1}$ $(g\in G)$
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である ([12, Lemma 67] 参照).

5.2 Wolf-I<0r\’anyi の理論 ([18, Chap.III] 参照) により, 有界対称領域
$D\subset \mathfrak{p}^{+}$ の境界成分は $(H_{1})$-準同型写像 $\kappa$ : $\epsilon 1_{2}(\mathrm{R})arrow \mathrm{g}$ により制御されてい

る $\iota 0$ .
$X_{\kappa}=\kappa\{\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array}\}$ , $\mathrm{Y}_{\kappa}=\kappa\{\begin{array}{ll}0 11 0\end{array}\}$ , $H_{\kappa}=\kappa\{\begin{array}{ll}0 1-1 0\end{array}\}$

とおく. $If_{\kappa}\in f,$ $X_{\kappa},$ $\mathrm{Y}_{\kappa}\in \mathfrak{p}$ である.

$c_{\kappa}.= \exp(\frac{\pi\sqrt{-1}}{4}\mathrm{Y}_{\kappa})\in G_{\mathbb{C}}$ , $\mathfrak{p}=\mp \mathrm{A}\mathrm{d}(c_{\kappa})^{-1}\mathfrak{p}^{+}$

$\mp_{P=c_{\kappa}^{-1}P^{+}c_{\kappa}}$ , $\hat{I\mathrm{f}}\mathrm{c}=c_{\kappa}^{-1}I\mathrm{f}\mathrm{c}c_{\kappa}$ , $\overline{P^{-}}=c_{\kappa}^{-1}P^{-}c_{\kappa}$

とおくと,

$c_{\kappa}\cdot G\subset P^{+}\cdot I\mathrm{f}\mathrm{c}\cdot P^{-}$ , . $\cdot$ . $G\cdot c_{\kappa}\subset\mp P\cdot\hat{I\mathrm{f}}\mathrm{c}\cdot\overline{P^{-}}$

だから ([18, p.137]), $z\in D\subset \mathfrak{p}^{+}\}$こ文 f $\text{し}$て

$c_{\kappa}\cdot\exp(z)=\exp(c_{\kappa}(z))J(c_{\kappa}, z)p^{-}$

$c_{\kappa}(z)\in \mathfrak{p}^{+}$ , $J(c_{\kappa}, z)\in IC_{\mathbb{C}}$ , $p^{-}\in P^{-}$

とおくと
$\exp(z)\cdot c_{\kappa}=\exp(\hat{z})\cdot J(c_{\kappa}, z)\cdot\overline{p^{-}}$

$\hat{z}=\mathrm{A}\mathrm{d}(c_{\kappa})^{-1}c_{\kappa}(z)\in \mathfrak{p}\mp$, $\hat{J}(c_{\kappa}, z)=c_{\kappa}^{-1}J(c_{\kappa}, z)c_{\kappa}\in\hat{IC}_{\mathbb{C}\prime}$ $\overline{p^{-}}\in\overline{P^{-}}$

と書ける. $z\mapsto\hat{z}$ を $\kappa$ に付随した Cayley 変換と呼ぶ.

$\hat{D}=\{\hat{z}|z\in D\}\subset \mathfrak{p}\mp$

とおくと, $g\in G$ は $\hat{z}\in\hat{D}$ に $g(\hat{z})=\overline{g(z)}$ により推移的に作用し, $0\in\hat{D}$ の

固定部分群が $I\zeta$ である. $g\in G,$ $z\in D$ に対して

$J(g,\hat{z})=c_{\kappa}^{-1}J(c_{\kappa},g(z))J(g, z)J(c_{\kappa}, z)^{-1}c_{\kappa}\in\hat{I\mathrm{f}}_{\mathbb{C}}$

とおくと

$g\cdot\exp\hat{z}=\exp g(\hat{z})\cdot J(g,\hat{z})\cdot p^{-}$ $(p^{-}\in P^{-})$

となる. よって

$J(gll, z)=J(g, ll(z))J(h, z)$ for $\forall g,$ $h\in G,$ $z\in\hat{D}$

$10\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}$ 環の準同型写像 $\kappa$ : $\mathrm{s}\mathrm{I}_{2}(\mathrm{R})arrow \mathfrak{g}$ が $\mathrm{a}\mathrm{d}(I\mathrm{f}\mathrm{o})0\kappa=\kappa \mathrm{o}\mathrm{a}\mathrm{d}(H_{\mathrm{O}}’)(l\mathrm{f}_{0}’=\frac{1}{2}\{\begin{array}{ll}0 \mathrm{l}-1 0\end{array}\} \in$

$\epsilon 1_{2}(\mathrm{R}))$ を満たすとき, $\kappa$ を (Hl)-写像と呼ぶ.
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$K\ni k\mapsto J(k,\hat{0})=c_{\kappa}^{-1}J(c_{\kappa},0)kJ(c_{\kappa},0)^{-1}c_{\kappa}\in\hat{IC}_{\mathbb{C}}$

は単射群準同型写像となる. そこで $\hat{I\mathrm{f}}\mathrm{c}$ の既約正則表現 $(\hat{\delta}\mathrm{c}, V)$ を

$\hat{\delta}_{\mathbb{C}}(g)=\delta_{\mathbb{C}}(J(c_{\kappa},0)^{-1}c_{\kappa}gc_{\kappa}^{-1}J(c_{\kappa}, 0))$ for $g\in\hat{I\mathrm{f}}_{\mathbb{C}}$

により定義する. $z,$
$z’\in\hat{D}$ に対して

$\overline{\exp z}\cdot\exp z’=\overline{p}\cdot I1\mathrm{f}(z’,z)^{-1}\cdot q$ $(p, q\in\overline{P^{-}})$

なる If(z’, $z$ ) $\in c_{\kappa}^{-1}IC\mathrm{c}\overline{c_{\kappa}}$ がとれる. 正則離散系列表現 $\pi^{\delta}$ の球関数 $\Phi_{\pi^{\delta},\delta}$ は

次のように表される ;

命題 5.2.1 $\Phi_{\pi^{\delta},\delta}(g)=\hat{\delta}\mathrm{c}(K(\hat{0},g(\hat{0}))\overline{J(g,\hat{0})}K(\hat{0},\hat{0})^{-1})(\forall g\in G)$ .

5.3 $\mathbb{Q}$-上定義された連結半単純線形代数群 $\mathrm{G}$ は Q-単純かつ単連結とす
る. よって $G=\mathrm{G}(\mathrm{R})$ は連結半単純実 Lie 群となるから, 前節の記号を用い

る. 更に $(H_{1})$-準同型写像 $\kappa$ : $\epsilon \mathrm{I}_{2}(\mathrm{R})arrow \mathfrak{g}$ は Q-上定義されていると仮定ず
る 11.

$1_{\kappa}=\{X\in g|[X_{\kappa}, X]=0\}$

$V_{\kappa}=$ { $X\in \mathfrak{g}|$ [X、, $X]=X$ }, $U_{\kappa}=\{X\in \mathfrak{g}|[X_{\kappa}, X]=2X\}$

とおくと, $\mathrm{b}_{\kappa}=\mathrm{f}_{\kappa}\oplus V_{\kappa}\oplus U_{\kappa}$ は 9 の放物的部分環で, $\kappa$ に付随する $D$ の境

界成分に対応する $G$ の放物的部分群の Lie 環である. 又, $1_{\kappa}$ は $\mathrm{b}_{\kappa}$ の Levi
部分であり, $\iota\tau_{\kappa}=V_{\kappa}\oplus U_{\kappa}$ は $\mathrm{b}_{\kappa}$ の幕零根基となる. ここで [18, Remark,
p.103] と [18, Cor 45, p.112] (の証明) 及ひ $\mathrm{G}$ が Q-単純であることに注意
すると

$U_{\kappa}=[\mathfrak{n}_{\kappa},\mathfrak{n}_{\kappa}]=Z(\mathfrak{n}_{\kappa})$

であることが判る. $1_{\kappa}$ の $\mathbb{Q}$-構造 $\mathfrak{l}_{\kappa,0}$ に対応する $\mathrm{G}$ の代数的部分群を $\mathrm{L}_{\kappa}$ と

おくと, 命題 362 から次の命題が証明できる ;

命題 53.1 概均質ベクトル空間 ( $\mathrm{L}_{\kappa}$ , Ad, $U_{\kappa},\mathrm{c}$) は条件 (E) を満たす.

$V_{\kappa}^{-}=\{X\in \mathfrak{g}|[X_{\kappa}, X]=-X\}$ , $U_{\kappa}^{-}=$ { $X\in$ 佳 $|[X_{\kappa},$ $X]=-2X$}

とおけば, $\mathrm{b}_{\kappa}=1_{\kappa}\oplus V_{\kappa}^{-}\oplus U_{\kappa}^{-}$ は $\mathrm{b}_{\kappa}$ の Opposite で, $V_{\kappa}^{-}\oplus U_{\kappa}^{-}$ は $\mathrm{b}_{\kappa}$ の幕

零根基となり $U_{\kappa}^{-}$ はその中心である.

$e_{\kappa}=\kappa\{\begin{array}{ll}0 10 0\end{array}\}\in U_{\kappa}$ , $e_{\kappa}^{-}=\kappa\{\begin{array}{ll}0 01 0\end{array}\}\in U_{\kappa}^{-}$

$11$即ち $\kappa$ は $D$ の Q.有理的な境界成分に対応していると仮定する.
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とおくと, $U_{\kappa},$ $U_{\kappa}^{-}$ は夫々

$u \cdot v=\frac{1}{2}[[u, e_{\kappa}^{-}],$ $v]$ , $u \cdot v=\frac{1}{2}[[u, e_{\kappa}],$ $v]$

を積とする形式的実 Jordan 代数となり, $L_{\kappa}=\mathrm{L}_{\kappa}(\mathbb{R})^{\mathrm{o}}$ とおくと

$\Omega_{\kappa}=\mathrm{A}\mathrm{d}(L_{\kappa})\mathrm{e}_{\kappa}\subset U_{\kappa}$, $\Omega_{\kappa}^{-}=\mathrm{A}\mathrm{d}(L_{\kappa})e_{\kappa}^{-}\subset$. $U_{\kappa}^{-}$

が夫々に付随する白己共役等質開凸錐体となる. ここで有界対称領域 $D$ の $\kappa$

に付随した Cayley 変換 $\hat{D}$ は第 3 種 Siegel 領域として実現され, 領域 $(U_{\kappa}\oplus$

$\sqrt{-1}\Omega_{\kappa})\mathrm{x}D_{\kappa}$ を含み 12, $\hat{0}=\sqrt{-1}e_{\kappa}\in\sqrt{-1}\Omega_{\kappa}$ である ([18, Chap .III,\S 3]
参照). 更に $U_{\kappa},\mathrm{c}\subset \mathfrak{p}\mp$ で, $X\in U_{\kappa}$ に対して $g=\exp X\in G$ とすると

$g(\hat{0})=\hat{0}+X$ , $J(g,\hat{0})=1$

となる. よって命題 5.2.1 から $f_{\pi^{\delta},\delta}(X)=\psi_{\pi^{t},\delta}(\exp X)(X\in U_{\kappa})$ の Fourier
変換の計算は, 管状領域 $U_{\kappa}\oplus\sqrt{-1}\Omega_{\kappa}$ における計算に帰着される. ここで

Godement の議論 [7] を用いて, 次の定理を得る $j$

定理 5.3.2 $\{\mathrm{Y}\in U_{\kappa}^{-}|\hat{f_{\pi^{t},\delta}}(Y)\neq 0\}=\Omega_{\kappa}^{-}$ .

上の定理の証明で, $\hat{\delta}_{\mathrm{C}}$ を $\hat{I\zeta}_{\mathrm{C}}$ の部分群に制限したときの分岐則が必用であ
る. $\mathrm{G}$ が古典群ならば (個別に計算して) その分岐則は $GL_{n}(\mathbb{C})$ と $GL_{m}(\mathbb{C})$

$(\uparrow \mathit{1}<’ n)$ の間の古典的な分岐則に帰着されるが, 例外型の場合にはその部分

が未完成である. 従って現在のところ, 上の定理は $\mathrm{G}$ が古典群の場合のみ証

明が与えられているのだが, 問題の分岐則はそれほど精密なものでなくてよ
いので, 定理自身は一般に成り立つと思われる.

5.4 $\mathrm{g}$ は単純であると仮定する. 佳の $\mathrm{R}$-rank を $r$ とすると, 強直交する

根の極大部分集合 $\{\beta_{1}, \cdots, \sqrt f\cdot\}\subset\Phi_{n}^{+}(\Psi)$ がとれる ([18, Lemma 43, p.60],

[29, p.279] 参照). ここで単純実 Lie 環の分類表と rank $g=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}$
$\mathrm{t}$ なる条件

から, $\{\beta_{1}, \cdots, \beta_{r}\}$ は強直交する long root からなる極大系であるとしてよ
1 $\mathrm{a}$ . さて $\beta_{k}$ の根ベクトノレ $\mathit{0}_{k}\neq 0$ [こ対して $\overline{o}_{k}$ [まー $\beta k$ の根ベク $|\backslash$ ノレで

$B_{\mathrm{g}}(\mathit{0}_{k},\overline{o}_{k})>0$, $B_{\mathrm{g}}([\mathit{0}_{k}, \overline{o}_{k}], [\mathit{0}_{k}, \overline{o}_{k}])>0$

だから, $\mathit{0}_{k}$ の適当な定数 (音をとれば $\beta_{k}([\mathit{0}_{k}, \overline{o}_{k}])=2$ としてよ $\mathrm{A}\mathrm{a}$ . そこで

$I- I_{k}=\sqrt{-1}[\mathit{0}_{k}, \overline{o}_{k}]\in \mathrm{f}$ , $X_{k}=\mathit{0}_{k}+\overline{o}_{k}\in \mathfrak{p}$, $\mathrm{Y}_{k}=-\sqrt{-1}(\mathit{0}_{k}-\overline{o}_{k})\in \mathfrak{p}$

とおくと

$[H_{k}, X_{k}]=-2\mathrm{Y}_{k}$ , $[H_{k}, \mathrm{Y}_{k}]=2X_{k}$ , $[X_{k}, \mathrm{Y}_{k}]=2H_{k}$

$12\mathit{0}_{\kappa}+D_{\kappa}\subset\partial D$ が $\kappa$ に対応する $D$ の境界成分である.
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だから $\mathrm{R}$-Lie 環の準同型写像 $\kappa_{k}$ : 5[2(R)\rightarrow 佳が

$\kappa_{k}\{\begin{array}{ll}0 1-1 0\end{array}\}=H_{k}$ , $\kappa_{k}\{\begin{array}{l}0\mathrm{l}0-1\end{array}\}=X_{k}$ , $\kappa_{k}\{\begin{array}{ll}0 11 0\end{array}\}=\mathrm{Y}_{k}$

[こより定まる. $\mathit{0}_{k}\in \mathfrak{p}^{+}$ より $[H_{0},\mathit{0}_{k}]=\sqrt{-1}ok$ に注意すると $\kappa k:\epsilon 12(\mathrm{R})arrow 9$

は $(H_{1})$-準同型写像である. 更に $\sqrt-\pm\sqrt j$ が $\emptyset \mathrm{c}$ の根とならないから, 任意の
$i\neq$ 月こ対して $\kappa$: の像と $\kappa_{j}$ の像は可換である. そこで

$H=\kappa_{k}\{\begin{array}{ll}1 00 -\mathrm{l}\end{array}\}=X_{k}$ ,

$X= \kappa_{k}\{\begin{array}{ll}0 10 0\end{array}\}= \frac{1}{2}$ ( $\mathrm{Y}_{k}$ 十 $If_{k}$ ) $=e_{k}$ ,

$\mathrm{Y}=\kappa_{k}\{\begin{array}{ll}0 01 0\end{array}\}= \frac{1}{2}(\mathrm{Y}_{k}-H_{k})=e_{k}^{-}$

とおくと, $\{H, X, \mathrm{Y}\}$ は Cayley 三つ組となり

$H’=\sqrt{-1}(X-\mathrm{Y})=\sqrt{-1}H_{k}=[\mathit{0}_{k},\overline{o}_{k}]$ ,

$X’= \frac{1}{2}(X+\mathrm{Y}+\sqrt{-1}H)=\frac{1}{2}$ (Yk+ $\sqrt$-lXk)= $\sqrt$-l-o化

$\mathrm{Y}’=\frac{1}{2}(X+\mathrm{Y}-\sqrt{-1}If)=\frac{1}{2}(\mathrm{Y}_{k}-\sqrt{-1}X_{k})=-\sqrt{-1}\mathit{0}_{k}$

である. よって Kostant-Sekigudfi 対応 (定理 463) により幕零軌道 ]$e_{k}$ ] $\in$

Ad $(G)\backslash N_{\mathrm{g}}$ は幕零軌道 [ $\sqrt$-l-ok]\in Ad(KC)V\eta 。に対応する. ここで $\{H,\theta \mathrm{Y}=$

$-e_{k},$ $\theta X\}$ は Cayley 三つ組で

$\sqrt{-1}(\theta \mathrm{Y}-\theta X)=[\mathit{0}_{k},\overline{o}_{k}]$ ,

$\frac{1}{2}$ (\mbox{\boldmath $\theta$}Y+\mbox{\boldmath $\theta$}X+ $\sqrt$-lIf)= $\sqrt$-lo化

$\frac{1}{2}(\theta \mathrm{Y}+\theta X-\sqrt{-1}If)=-\sqrt{-1}\overline{o}_{k}$

であり, 更 [こ, $e_{k}^{-}=-\theta e_{k}$ で

$\theta=\exp(\pi \mathrm{a}\mathrm{d}II_{0})=\mathrm{A}\mathrm{d}$ $(\exp(\pi H_{0})),\exp(\pi H_{0})\in K\subset G$

だから, Koetant-Sekiguchi 対応により幕零軌道

$[e_{1}^{-}+\cdots+e_{k}^{-}]=[-e_{k}-\cdots-e_{k}].\in \mathrm{A}\mathrm{d}(G)\backslash N_{\mathrm{g}}$

は幕零軌道

[ $\sqrt{-1}$( $\mathit{0}_{1}+\cdots$ +ok)]\in Ad(KC)\ap。

に対応する.
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さて, $\mathfrak{t}_{\mathbb{C}}\oplus \mathfrak{p}^{+}$ は佳。の放物的部分環で, f。が Levi 部分, $\mathfrak{p}^{+}$ が幕零根基で
あって可換である. そこで放物型概均質ベクトル空間 ( $K\mathrm{c}$ , Ad, $\mathfrak{p}^{+}$ ) を考える.
$\{\beta_{1}, \cdots, \beta_{r}\}$ は強直交する long root からなる極大系だから [16, Th 5.111]
より

0, $\sqrt{-1}(\mathit{0}_{1}+\cdots+\mathit{0}_{k})$ $(k=1,2, \cdots, r)$

が $\mathrm{A}\mathrm{d}(I\{\mathrm{c})\backslash \mathfrak{p}^{+}$ の完全代表系である. 定理 4.7.1 より, $G$ の正則離散系列表現
の随伴多様体は p+\subset M。であるから, 定理 4.6.4 より次の定理が得られる $j$

定理 5.4.1 $G$ の正則離散系列表現の波面集合は

$WF^{\mathrm{h}\mathrm{o}10}=\mathrm{u}^{r}\mathrm{A}\mathrm{d}(G)(e_{0}^{-}k=0+\cdots+e_{k}^{-})$ $(e_{0}^{-}=0)$

である.

任意の $(H_{1} )$ -準同型写像 $\kappa$ : $5\mathfrak{l}_{2}(\mathrm{R})arrow \mathfrak{g}$ は $\{\kappa_{1}+\cdots+\kappa_{b}\}_{b=1,2\cdots,r}$ と共役
である ([18, Prop 43] 参照). そこで前節で $\kappa=\kappa_{1}+\cdots+\kappa b(1\leq b\leq r)$

として, $\mathrm{g}$ 上の内積 $\langle X, \mathrm{Y}\rangle_{\theta}=-B_{\mathrm{g}}(X, \theta \mathrm{Y})$ による直交射影を $p_{\kappa}$ : $\mathfrak{g}arrow U_{\kappa}^{-}$

とすると, 次の定理が証明できる ;

定理 5.4.2 $p_{\kappa}(WF^{\mathrm{h}\mathrm{o}10})=\overline{\Omega_{\kappa}^{-}}$ .

6 作業仮説

6.1 正則離散系列表現に関する 5 節の結果から, 一般の $G$ の二乗可積分
表現 $\pi$ とその最少の If-type $\delta$ に関して次のような作業仮説を考えることは
意味があると思われる ;

仮説 1) $\mathfrak{g}$ 上の内積 $\langle X, \mathrm{Y}\rangle_{\theta}=-B_{\mathrm{g}}(X, \theta \mathrm{Y})$ に関する直交射影 $p:\mathrm{g}arrow V_{d}^{-}$ に対
して

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{f_{\pi,\delta}}=p(WF(\pi))$

である,

仮説 2) $\hat{f_{\pi,\delta}}$ の非零集合
$\{\mathrm{Y}\in V_{d}^{-}|\hat{f_{\pi}},s(\mathrm{Y})\neq 0\}$

は $\Omega_{\mathrm{R}}^{-}$ の幾つかの連結成分の和集合に等しい.

定理 532 と定理 542 は正則離散系列表現に関しては, これらの作業仮

説が成り立つことを示している.
$G=Sp(1, n)$ の極大コンパクト部分群 If は $SU(2, \mathbb{C})\mathrm{x}Sp(n)$ と同型で

ある. $SU(2, \mathbb{C})$ の $rn$ 次対称テンソル表現 $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m},n$ と $Sp(n)$ の自明な 1 次元
表現 1 に対して If の既約表現 $\delta_{m}=\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m}\otimes 1$ ができる. $?n>2n-1$ なら
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ば $G$ の二乗可積分表現 $\pi_{1}$ で最少の $K$-tyPe が $\delta_{m}$ となるものが唯一存在

する. [22], [1] の計算をみると, ルー’ $\delta_{-}$
の Fourier 変換に関して上の作業

仮説が成り立っていることが判る.

62 研究集会の講演では, 一般の半単純実 Lie 群 $G$ の二乗可積分表現 $\pi$

とその最少の $K$-type $\delta$ に対して

$(*)\hat{f_{\pi,\delta}}$ の非零集合は $L=\mathrm{L}(\mathrm{R})$ の随伴作用に対して安定である,

と述べたが, その後証明のギャップを発見した. にもかかわらず正則離散系
列の場合, $Sp(1, n)$ の場合, 及ひ有限線形群での実験から, 主張 $(*)$ は成り

立っている可能性が高い. $(*)$ が成り立つならば, 命題 4.2.1 と命題 4.3.1 よ

り次の命題が証明できる $j$

命題 6.2.1 9 上の内積《$X$ , $\mathrm{Y}\rangle_{\theta}=-B_{\mathrm{g}}(X, \theta Y)$ に関する直交射影 $p:\mathrm{g}arrow V_{d}^{-}$

に対して

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{f_{\pi,\delta}}\subset-W\Gamma^{t^{\circ}}(\pi|_{\mathrm{N}_{d}(\mathrm{R})})$, $p(WF(\pi))\subset-W\Gamma^{\mathrm{o}}\ell(\pi|_{\mathrm{N}_{d}(\mathrm{R})})$ .

上の命題は $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{f_{\pi,\delta}}$ と $p(WF(\pi))$ が近い場所に居ることを示していて,
作業仮説 1 の傍証となっている.
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