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1 はじめに

非線形ハミルトン系の平衡点が, 線形近似において半単純\yen .定であるとき, その平衡点近傍の解
析に Birkhoff-Gustavson (BG) 正規形変換が有効なことが知られてぃる (例えば [1] 参照). $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正
規化の定義は 2章で述べるとして, まずそのスヶッチから始めよう. 議論を拡散させないため, 本
稿では次を仮定する.

(仮定) 相空間は $\mathrm{R}^{2}\cross \mathrm{R}^{2}$ とし, その原点は与えられた力学系の平衡点となってぃる. その平衡点
まわり線形近似における運動の角周波数は 1:1 共鳴である.

$\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規化とは, 原点 (1:1 共鳴安定平衡点) まゎりで級数展開されたハミルトニアンを, 原点を
固定するような (局所) 正準変換にょって, 次の (i), (ii) を満たす級数に移す操作をいう 3 :

(i) 変換で得られる級数は 2 次のオーダーがら始まり, その斉 2 次項は, もとの (級数形) ハミル
トニアンの斉 2 次項で旧変数を新変数に置き換えたものに等しい.

(ii) 変換後の級数において, 斉 $s(3\leq s\leq\exists\rho)$ 次項は, (i) で言及した斉 2 次項と Poisson 可換で
ある.

(i) と (ii) を満たす級数は, 「 $\rho$ 次まで Birkhoff-G\mu sta� 0n正規形である」 と言ゎれる.
$\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形級数を有限次で打ち切って得られる多項式をハミルトニアンにもっハミルトン系を考

え,「打ち切りハミルトン系」 4 と呼ぼう.「打ち切リハミルトン系」 は, 本稿の仮定にょり, 正規化
前の系が可積分か否かに関わらず, 可積分である. 正規化前の系では, 原点 (平衡点) 近傍にお
いて支配的なのは条件周期的運動であるため, ポアンヵレ断面を描くと $\mathrm{t}\backslash -$ラスの入れ子構造が
見られる. この入れ子構造ときゎめてよく似た構造が「打ち切りハミルトン系」の原点 (平衡点)
近傍のポアンカレ断面にも現れることが知られてぃる. このオブザベーションは, 正規化前の系
の正則領域の構造を, $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規化を経て得られる打ち切り系のもっ可積分構造にょって近似できる
$-\text{と}$ を主張している. この辺りの精密な結果の例として Kummer [2], のちに Cushman [3] など
が挙げられる : もとの系が原点近傍で周期軌道分岐を見せる場合, その周期軌道分岐は「打ち切
リハミルトン系」 によってよく再現できることが示されてぃる.
このように, 与えられた非線形ハミルトン系と, その $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規化を経て得られる 「打ち切りハ

ミルトン系」 とが, ある意味で「よく似てぃる」のであるがら,「打ち切りハミルトン系」自体が何
か面白い性質を持っならば, その性質は正規化前の系の正則領域に色濃く反映されると期待する
のは自然であろう. この視点から $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規化を眺めると,「打ち切りハミルトン系」 を同じくする
ハミルトン系は多数存在するがら, 指定された $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形ハミルトン関数に変換可能なハミルト

1 本稿は数研共同研究集会「近可積分 $/\backslash$ ミ $J\triangleright$ トン系の数理と応用」 (March 4\sim 6, 2002) 講演予稿の一部追加, 改訂版である.
2 科研費, 基盤 (C)(2)N0.1366\mbox{\boldmath $\alpha$}℃ 5 の補助を受けてぃる.
3 本稿で , 無限級数が何度か現れるが, その収束性は一般には保証されない. 実用上は, 無限級数を有限次数で打
ち切って使うので収束性に由来する深刻な問題は生じない.

4 Kummer[2] は, truncate Hamiltonian system と言及してぃる.
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ン関数の族を同定することは重要な問題と考えられる. 筆者は, 今述べた同定問題を 「 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規 (ヒ

の逆問題」 と名づけて定式化を行い, その解法を与え, 解法アルゴリズムを数式処理プログラム
として実装し, いくつかの具体的な問題を解いた [4,5,6,7]. 逆問題を思 $\mathrm{A}$ ‘付 $|_{\sqrt}\mathrm{a}$た直接の動機 (ま, 4

次 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形ハミルトニアンを持つ系における周期軌道分岐に関する古典量子対応 [こつ $|_{\sqrt}\mathrm{a}$ て $= \frac{arrow}{\beta}$背演

者が得た結果 [8-11] の応用可能性の模索にある.

本稿では, $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規化の逆問題を巡る話題として 2 次元調和振動子に斉 $r$ 次多項式ポテンシャノレ

の摂動を印加した系 (以下では, $r$-PHO と略記する) の $2(r-1)$ 次 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形 [こ対する逆問題をと

りあげる. $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規化を媒介とすることで, 次数の異なる斉次多項式ポテンシャノレの摂動を印カ $\mathbb{I}$ さ

れた振動子系の間に密接な関係が見出される. すなわち,

(I) 3-PHO と 4-PHO とが 4 次まで同じ $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形を共有するための必要十分条件 [ま, 回転点変

換の枠内で 3-PHO ハミルトニアンが変数分離可能なことである $[6,12]$ 5.

(II)(I) の一般化: $r$ が 3 以上の奇数のとき, $r$-PHO と $2(r-1)$-PHO と力 $\mathrm{a}*$同一の $2(r-1)$ 次 BG
正規形を共有するための必要十分条件は, 回転点変換の枠内で $r- \mathrm{P}\mathrm{H}\mathrm{O}\nearrow\backslash$ ミノレトニアンカ]\mbox{\boldmath $\theta$}変

数分離可能となることである [12].

(I) tま (II) の特殊な場合であるにもかかわらず分けて書いた理由は, 逆問題をfflく数式処理プログ

ラムチェックを H\’enon-Heiles 系にて行った延長上で (I) が発見され, 一般化の証明 (ま最近できたと

いう研究経緯にある. 以下, 本稿では, $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規化の順問題と逆問題を説明し, それ [こ続 $|_{\sqrt}\mathrm{a}$て結果

(I), (II) について述べる.

2Birkhoff-Gustavson(BG) 正規化の順問題と逆問題

2.1 順問題

まず, $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規化 (順問題) の定式化から始めよう. 大筋はMoser の古典的な講義録 [1] [こ従って

いるが, Moser が陽には言及していない条件を付加したことで正規化の一意性力\leq 保証される $[4,6]$ .

相空間 $\mathrm{R}^{2}\cross \mathrm{R}^{2}$ にデカルト座標 $(q,p)$ を導入し, シンプレクテイツク構造を 2形式 $\sum_{j=1}^{2}dp_{j}\Lambda$勤
で与えよう. 51 の仮定の下では, 与えられた $’\backslash$ ミルトニアン $K(q,p)$ は原点 (平衡点) まわりで

$K(q,p)= \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{2}(p_{j}^{2}+q_{j}^{2})+\sum_{k=3}^{\rho}K_{k}(q,p)$ (2.1)

と級数展開される (脚注 3参照). 2 型母関数 6

$W(q, \eta)=\sum_{j=1}^{2}q_{j}\eta_{j}+\sum_{k=3}^{\infty}W_{k}(q, \eta)$ (2.2)

で生成される原点近傍での (局所) 正準変換

$(q,p)arrow(\xi,\eta)$ with $p= \frac{\partial W}{\partial q},$ $\xi=\frac{\partial W}{\partial\eta}$ , (2.3)

を考え, 正準変換 (2.3) を通じて $K$ から

$G( \frac{\partial W}{\partial\eta}, \eta)=K(q, \frac{\partial W}{\partial q})$ (2.4)

$\overline{5[6]-\mathrm{C}.\mathfrak{l}\mathrm{h}}$Bertrand-Darboux 定理の形式で書いたが, 変数分離可能性の形}こ精密 (ヒできた [12].
6 旧位置変数 (q) の新運動量変数 $(\eta)$ の関数形をとる.
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により, 級数

$G( \xi, \eta)=\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{2}(\eta_{j}^{2}+\xi_{j}^{2})+\sum_{k=3}^{\infty}G_{k}(\xi, \eta)$ (2.5)

を定めよう. ただし, $G_{k}(\xi,\eta)$ は $(\xi,\eta)$ の斉 $k$ 次多項式 $(k=3,4, \cdot\cdot-\cdot)$ である.
定義 2.1 $K(q,p)$ から (2.4) にょり定まる級数 $G(\xi,\eta)$ が $\rho$次まで $\mathrm{B}\mathrm{G}$標準形であるとは, Poisson
交換関係式

$\{\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{2}(\eta_{j}^{2}+\xi_{j}^{2}), G_{k}\}_{\xi,\eta}=0$ $(k=3, \cdots, \rho)$ (2.6)

が成立するときをいう. ただし, $\{\cdot, \cdot\}\xi,\eta$ は正準変数 $(\xi, \eta)$ に関する標準 Poisson括弧式を表ゎす.
$\blacksquare$

$\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規化の順問題を定義するため, 微分作用素

$D_{q,\eta}= \sum_{j=1}^{2}(q_{j}\frac{\partial}{\partial\eta_{j}}-\eta_{j}\frac{\partial}{\partial q_{\dot{J}}})$ . (2.7)

を用意する.

定義 2.2(順問題) (2.1) で与えられる級数形ハミルトニアン $K(q,p)$ を, (2.4), (2.5), $\rho=\infty$ と
とった (2.6) を満たす $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形級数 $G(\xi, \eta)$ に変換せよ. ただし, 2型母関数 $W(q, \eta)$ は, (2.2) と

$W(q, \eta)\in \mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e}D_{q,\eta}$ (2.8)

を満たすようにとる 7. $\blacksquare$

実用上は, 以下の次数制約付き順問題 ($\rho$ 次順問題) を考えれば十分である.
定義 2.2($\rho$次順問題) (2.1) で表される $\rho$ 次多項式ハミルトニアン $K(q,p)$ を, (2.4), (2.6) をそ
れぞれ $\rho$次まで満たす $\rho$ 次 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形多項式 $G(\xi, \eta)$ に変換せよ. ただし, 2型母関数 $W(q, \eta)$ は,
(2.2), (2.8) を満たす $\rho$次多項式とする. $\blacksquare$

2.2 逆問題
逆問題では $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形級数 (ないしは多項式) $G(\xi, \eta)$ を与えておき, それを $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形に持っ級
数 (ないしは多項式) ハミルトニアンの族を求める. 定式化の手始めとして, $G(\xi, \eta)$ が (2.1) の
級数 $K(q,p)$ の $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形である状況を考察しょう. (2.2)-(2.3) で定まる正準変換 $(q,p)arrow(\xi, \eta)$

の逆変換が, 3型母関数 8 $-W(q, \eta)$ で生成される正準変換,

$(\xi,\eta)arrow(q,p)$ with $p=- \frac{\partial(-W)}{\partial q},$ $\xi=-\frac{\partial(-W)}{\partial\eta}$ , (2.9)

であることと, (2.4) の書き換え

$K(q, - \frac{\partial(-W)}{\partial q})=G(-\frac{\partial(-W)}{\partial\eta},\eta)$ (2.10)

より, 級数 $K(q,p)$ はその $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形級数 $G(\xi, \eta)$ から変換 (2.9) にょり再現されることがゎかる.
これを踏まえると, 逆問題を以下のように定義できる.
定義 23(逆問題) $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形級数 $G(\xi, \eta)$ を (2.5) で与えるとき,

$K(q, - \frac{\partial S}{\partial q})=G(-\frac{\partial S}{\partial\eta}, \eta)$ (2.11)
7 条件 (2.8) が $K\sigma$) $\mathrm{B}\mathrm{G}\mathrm{i}\mathrm{E}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}W_{/}G$ \sigma )--ff‘{4を保証する [6].
8 旧運動量変数 $(\eta)$ と新位置変数 (q) の関数形.
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を満たす (2.1) の形の級数 $K(q,p)$ をすべて求めよ. ただし, $S(q, \eta)$ は

$S(q, \eta)=-\sum_{j=1}^{2}q_{j}\eta_{j}-\sum_{k=3}^{\infty}S_{k}(q, \eta)$ (2.12)

で表される 3 型母関数 $(S_{k}(q, \eta):(q, \eta)$ の斉 $k$ 次多項式 $(k=3,4, \cdots))$ で,

$S(q, \eta)\in \mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e}D_{q,\eta}$ (2. 13)

を満たすとする. $\blacksquare$

順問題と同様に, 実用上は以下の次数制約付き逆問題 ( $\rho$ 次逆間ffl.) を考えれば十分である.

定義 24($\rho$次逆問題) $\rho$ 次 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形多項式 $G(\xi, \eta)$ に対して, (2.11) を $\rho$次まで満たす (2.1) の

形の $\rho$ 次多項式 $K(q,p)$ をすべて求めよ. ただし, 3 型母関数 $S(q, \eta)$ は, (2.12) と (2.13) を満た

す $\rho$次多項式とする. $\blacksquare$

23 数式処理による解法

\S 2.1 と 522 より, 順問題と逆問題に関する対照表 (表 1) が得られる. 本稿では詳しく述べな $\mathrm{A}$ ‘力 $\grave{\grave{\mathrm{a}}}$ ,

解法の中の計算のほとんどが多項式に関する 4則演算, 微分, その逆演算としての積分力 1らなっ

ているので, 数式処理と相性がよい 9. 試作段階だが, REDUCE 上を走るプログラム例 (ANFER
$(\underline{\mathrm{A}}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m}$ for $\underline{\mathrm{N}}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\underline{\mathrm{F}}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m}\underline{\mathrm{E}}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ and $\underline{{\rm Res}}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n})_{-}$) を webpage[14]!こ置 $\mathrm{A}\backslash$て $|_{l}\mathrm{a}$ る.

3 調和振動子の斉 3次多項式ポテンシャル摂動系に対する逆問題

31 ワンパラメータ H\’enon-Heiles 系

逆問題のイメージをより具体化する目的で, ワンパラメータの H\’enon\leftrightarrow Heiles(HH) 系 [こ対する逆問

題をとりあげる. $\mathrm{H}\mathrm{H}$ 系のハミルトニアン

$K_{\mu}(q,p)= \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{2}(p_{j}^{2}+q_{j}^{2})+q_{1}^{2}q_{2}+\mu q_{2}^{3}$
$(\mu\in \mathrm{R})$ . (3.1)

の 4 次までの $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形 $G(\xi, \eta)$ は,

$G_{\mu}( \xi, \eta)=\frac{1}{2}(\zeta_{1}\overline{\zeta}_{1}+\zeta_{2}\overline{\zeta}_{2})$

$+ \frac{1}{48}\{-5\zeta_{1}^{2}\overline{\zeta}_{1}^{2}-45\mu^{2}\zeta_{2}^{2}\overline{\zeta}_{2}^{2}-(8+36\mu)\zeta_{1}\zeta_{2}\overline{\zeta}_{1}\overline{\zeta}_{2}$

(3.2)

$+3\mu\zeta_{1}^{2}\overline{\zeta}_{2}^{2}+3\mu\zeta_{2}^{2}\overline{\zeta}_{1}^{2}-6\zeta_{1}^{2}\overline{\zeta}_{2}^{2}-6\zeta_{2}^{2}\overline{\zeta}_{1}^{2}\}$

9 筆者の経験からは手計算はやりたくない種類の計算である.
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となる. ただし, $\zeta j=\xi j+i\eta j(j=1,2)$ . $G_{\mu}(\xi, \eta)$ に対する 4次逆問題の解 10’

$H_{\mu}(q,p)= \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{2}(p_{j}^{2}+q_{j}^{2})+H_{\mu,3}(q,p)+H_{\mu,4}(q,p)$ (3.3)

の斉 3 次多項式部分 $H_{\mu,3}(q,p)$ は, $zj=qj+ipj(j=1,2)$ とするとき,

$H_{\mu,3}(q,p)=a_{1}z_{1}^{3}+a_{2}z_{1}^{2}z_{2}+a_{3}z_{1}z_{2}^{2}+a_{4}z_{2}^{3}+a_{5}z_{1}^{2}\overline{z}_{1}$

$+a_{6}z_{1}^{2}\overline{z}_{2}+a_{7}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}+a_{8}z_{1}z_{2}\overline{z}_{2}+a_{9}z_{2}^{2}\overline{z}_{1}+a_{10}z_{2}^{2}\overline{z}_{2}$

+il】$\mathfrak{k}+\overline{a}_{2}\overline{z}\yen\overline{z}_{2}+\overline{a}_{3}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}^{2}2+\overline{a}_{4}*\mathrm{s}+\overline{a}_{5}z_{1}\overline{z}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(3.4)

$+\overline{a}_{6}z_{2}\overline{z}_{1}^{2}+\overline{a}_{7}z_{1}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+\overline{a}_{8}z_{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+\overline{a}_{9}z_{1}\overline{z}_{2}^{2}+\overline{a}_{10}z_{2}\overline{z}_{2}^{2}$

で, 斉 4次多項式部分 $H_{\mu,4}(q,p)$ は

$H_{\mu,4}(q,p)=c_{1}z_{1}^{4}+c_{2}z_{1}^{3}z_{2}+c_{3}z_{1}^{2}\mathrm{a}\mathrm{e}+c_{4}z_{1}z_{2}^{3}+c_{5}z_{2}^{4}+c_{6}z_{1}^{3}\overline{z}_{1}+c_{7}z_{1}^{3}\overline{z}_{2}$

$+c_{8}z_{1}^{2}z_{2}\overline{z}_{1}+c_{9}z_{1}^{2}z_{2}\overline{z}_{2}+c_{10}z_{1}z_{2}^{2}\overline{z}_{1}+c_{11}z_{1}z_{2}^{2}\overline{z}_{2}+c_{12}z_{2}^{3}\overline{z}_{1}+c_{13}z_{2}^{3}\overline{z}_{2}$

\dagger $\overline{c}_{1}z_{1}+\overline{c}_{2}\theta_{1}\sim.\overline{z}_{2}+\overline{c}_{3}\overline{z}_{1}^{2}\overline{z}_{2}^{2}+\overline{c}_{4}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}^{3}+\overline{c}_{5}\overline{z}_{2}^{4}+\overline{c}_{6}z_{1}\overline{z}_{1}^{3}+\overline{c}_{7}z_{2}\overline{z}_{1}^{3}$

$+\overline{c}_{8}z_{1}\overline{z}_{1}^{2}\overline{z}_{2}+\overline{c}_{9}z_{2}\overline{z}_{1}^{2}\overline{z}_{2}+\overline{c}_{10}z_{1}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}^{2}+\overline{c}_{11}z_{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}^{2}+\overline{c}_{12}z_{1}\overline{z}_{2}^{3}+\overline{c}_{13}z_{2}\overline{z}_{2}^{3}$

$+8(a_{9}\overline{a}_{10}z_{2}^{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{9}\overline{a}_{9}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{10}\overline{a}_{9}z_{1}z_{2}\overline{z}_{2}^{2}$

$+a_{5}\overline{a}_{6}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}^{2}+a_{6}\overline{a}_{5}z_{1}^{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{6}\overline{a}_{6}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2})$

$+6(a_{1}\overline{a}_{1}z_{1}^{2}\overline{z}_{1}^{2}+a_{10}\overline{a}_{10}z_{2}^{2}\overline{z}_{2}^{2}+a_{4}\overline{a}_{4}z_{2}^{2}\overline{z}_{2}^{2}+a_{5}\overline{a}_{5}z_{1}^{2}\overline{z}_{1}^{2})$

$+4(a_{8}\overline{a}_{5}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{8}\overline{a}_{6}z_{2}^{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{8}\Phi z_{1}^{2}\overline{z}_{2}^{2}+a_{9}\overline{a}_{7}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}^{2}$

$+a_{9}\overline{a}_{8}z_{2}^{2}\overline{z}_{1}^{2}+a_{1}\overline{a}_{2}z_{1}^{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{10}\overline{a}_{7}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{2}\overline{a}_{1}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}^{2}$

$+a_{3}\overline{a}_{4}z_{1}z_{2}\overline{z}_{2}^{2}+a_{4}\overline{a}_{3}z_{2}^{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{5}\overline{a}_{8}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{6}\overline{a}_{7}z_{1}^{2}\overline{z}_{2}^{2}$

$+a_{6}\overline{a}_{8}z_{1}z_{2}\overline{z}_{2}^{2}+a_{7}\overline{a}_{10}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{7}\overline{a}_{6}z_{2}^{2}\overline{z}_{1}^{2}+a_{7}\overline{a}_{9}z_{1}^{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2})$

$+ \frac{8}{3}(a_{2}\overline{a}_{2}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{3}\overline{a}_{3}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2})$
(3.5)

$+2(a_{8}\overline{a}_{10}z_{1}z_{2}\overline{z}_{2}^{2}+a_{8}\overline{a}_{7}z_{1}^{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{8}\overline{a}_{7}z_{1}z_{2}\overline{z}_{2}^{2}+a_{8}\overline{a}_{8}z_{2}^{2}\overline{z}_{2}^{2}$

$+a_{1}\overline{a}_{3}z_{1}^{2}\overline{z}_{2}^{2}+a_{10}\overline{a}_{8}ae\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{2}\overline{a}_{4}z_{1}^{2}\overline{z}_{2}^{2}+a_{3}\overline{a}_{1}z_{2}^{2}\overline{z}_{1}^{2}$

$+a_{4}\overline{a}_{2}d\overline{z}_{1}^{2}+a_{5}\overline{a}_{7}z_{1}^{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{7}\overline{a}_{5}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}^{2}+a_{7}\overline{a}_{7}z_{1}^{2}\overline{z}_{1}^{2}$

$+a_{7}\overline{a}_{8}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}^{2}+a_{7}\overline{a}_{8}z_{2}^{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}-a_{8}\overline{a}_{6}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}^{2}-\cdot a_{7}\overline{a}_{9}z_{1}z_{2}\overline{z}_{2}^{2}$

$-a_{9}\overline{a}_{5}z_{2}^{2}\overline{z}_{1}^{2}-a_{9}\overline{a}_{7}z_{2}^{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}-a_{9}\overline{a}_{9}z_{2}^{2}\overline{z}_{2}^{2}-a_{10}\overline{a}_{6}z_{2}^{2}\overline{z}_{1}^{2}$

$-a_{5}\overline{a}_{9}z_{1}^{2}\overline{z}_{2}^{2}-a_{6}\overline{a}_{10}z_{1}^{2}\overline{z}_{2}^{2}-a_{6}\overline{a}_{6}z_{1}^{2}\overline{z}_{1}^{2}-a_{6}\overline{a}_{8}z_{1}^{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2})$

$+ \frac{4}{3}(+a_{2}\overline{a}_{3}z_{1}^{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}+a_{2}\overline{a}_{3}z_{1}z_{2}\overline{z}_{2}^{2}+a_{3}\overline{a}_{2}z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}^{2}+a_{3}\overline{a}_{2}z_{2}^{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2})$

$+ \frac{2}{3}(a_{2}\overline{a}_{2}z_{1}^{2}\overline{z}_{1}^{2}+a_{3}\overline{a}_{3}z_{2}^{2}\overline{z}_{2}^{2})$

$+ \frac{1}{48}(-8z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}-5z_{1}^{2}\overline{z}_{1}^{2}-6z_{1}^{2}\overline{z}_{2}^{2}-6z_{2}^{2}\overline{z}_{1}^{2}$

$-36\mu z_{1}z_{2}\overline{z}_{1}\overline{z}_{2}-45\mu^{2}z_{2}^{2}\overline{z}_{2}^{2}+3\mu z_{1}^{2}\overline{z}_{2}^{2}+3\mu z_{2}^{2}\overline{z}_{1}^{2})$,

で与えられる. ただし, (3.4), (3.5) における $ah(h=1, \cdots, 10)$ と $c\ell(\ell=1, \cdots, 13)$ は値を任意
に選べる複素パラメータである. したがって, $\mathrm{H}\mathrm{H}$ 系の 4 次 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形に対する 4次逆問題解は,
46 自由度を持っことになる.

$H_{\mu}(q,p)$ が調和振動子の斉 4 次多項式ポテンシャル摂動系 (4-PHO) を与えてぃるがを調べよ
う $[$6$]^{11}$ . $H_{\mu}$ が, 4-PHO ハミルトニアンを含むのは, $\mu=1/3$ の場合のみであることがゎがる.

$\mu=1/3$ とはワンパ $\overline{7}$ メータ $\mathrm{H}\mathrm{H}$ 系が可積分となる場合であって, さらに調べると, $H_{1/3}$ の特解
としての 4-PHO ハミルトニアンも可積分となることがゎかる.

$1\mathrm{O}$ ANFER $\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}.1.0[14]$ 使用.
11 一の問いは, 山口義幸氏 (京大・情報学研究科) とのディスヵッションから出てきた.
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323-PHO に対する逆問題
$\mathrm{H}\mathrm{H}$ 系での結果が, 調和振動子の一般斉 3 次多項式ポテンシャル摂動系 (3-PHO) &こ一般化でき

るか否かを考えるのは自然な成り行きであろう. すなわち, 斉 3 次多項式ポテンシャノレを

$P_{3}(q)=f_{1}q_{1}^{3}+f_{2}q_{1}^{2}q_{2}+f_{3}q_{1}q_{2}^{2}+f_{4}q_{2}^{3}$ (3.6)

と表し, 3-PHO ハミルトニアン

$\mathcal{K}^{(3)}(q,p)=\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{2}(p_{j}^{2}+q_{j}^{2})+\mathcal{P}_{3}(q)$ (3.7)

の $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形の 4次逆問題解に 4-PHO $\mathrm{I}\backslash$ ミルトニアンが含まれて $|_{\sqrt}\mathrm{a}$ る力\supset 否力 $\mathrm{a}$ , もし含まれて $|_{\sqrt}\mathrm{a}$ る

3-PHO の斉 3 次摂動ポテンシャル $P_{3}(q)$ の満たすべき条件は何か, を調べる. 本稿で [ま逆問題解

の具体形の提示は省略するが 12 , 上記の問いに対して次の結果力\leq 得られて $|_{\sqrt}\mathrm{a}$ る.

定理 3.1[6]3-PHO ハミルトニアン $\mathcal{K}^{(3)}(q,p)$ の $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形の 4 次逆問題解 [ニ $4- \mathrm{P}\mathrm{H}\mathrm{O}\nearrow\backslash$ ‘^\sim /レト

ニアンが含まれるための必要十分条件は,

3 $(f_{1}f_{3}+f_{2}f_{4})-(f_{2}^{2}+f_{3}^{2})=0$ (3.8)

である. $\blacksquare$

定理 32[6] 条件 (3.8) の下で, $3- \mathrm{P}\mathrm{H}\mathrm{O}\nearrow\backslash$ ミルトニアンと 4 次 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形を共有する $4- \mathrm{P}\mathrm{H}\mathrm{O}\nearrow\backslash$

ミルトニアンの斉 4次摂動ポテンシャル

$P_{4}(q)=g_{1}q_{1}^{4}+g_{2}q_{1}^{3}q_{2}+g_{3}q_{1}^{2}q_{2}^{2}+g_{4}q_{1}q_{2}^{3}+g_{5}q_{2}^{4}$ (3.9)

と表すとき,

$9g_{2}^{2}+4g_{3}^{2}-24g_{1}g_{3}-9g_{2}g_{4}=0’$ , $9g_{4}^{2}+4g_{3}^{2}-24g_{3}g_{5}-9g_{2}g_{4}=0$ (3.10)

が成立する. $\blacksquare$

(3.8) あるいは (3.10) は何を意味しているのだろうか? 実は, これらは 3-PHO ある I$\sqrt$ ‘[ま \downarrow PHO

に対する Bertrand-Darboux条件の ‘generic’ な場合と同値である.

定理 3.3(Bertrand-Darboux[15]) $\nearrow\backslash$ ミノレトニアン $\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{2}(p_{j}^{2}+q_{j}^{2})+V(q)$ を持つ, $\mathrm{R}^{2}\cross \mathrm{R}^{2}$

上の自然力学系において次の $(\mathrm{A})-(\mathrm{C})$ は互いに同値である.

(A) 5 つの実定数 $(\alpha, \beta,\beta’,\gamma, \gamma’)\neq(0,0,0,0,0)$ で,

$( \frac{\partial^{2}V}{\partial q_{2}^{2}}-\frac{\partial^{2}V}{\partial q_{1}^{2}})(-2\alpha q_{1}q_{2}-\beta’q_{2}-\beta q_{1}+\gamma)$

$+2 \frac{\partial^{2}V}{\partial q_{1}\partial q_{2}}(\alpha q_{2}^{2}-\alpha q_{1}^{2}+\beta q_{2}-\beta’q_{1}+\gamma’)$

(3.11)

$+ \frac{\partial V}{\partial q_{1}}(6\alpha q_{2}+3\beta)-\frac{\partial V}{\partial q_{2}}(6\alpha q_{1}+3\beta’)=0$

を満たすものが存在する.

12 $\mathrm{H}\mathrm{H}$ 系の例から想像して頂きたい.
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(B) この自然力学系は, $p$ に関して 2 次の第 1 積分を許容する.

(C) この自然力学系は, デカルト座標, 極座標, 放物座標, 楕円座標のいずれがにょり変数分離
可能 . $\blacksquare$

3-PHO の場合 (3.11) は,

(i)(3.8) $\mathrm{G}^{-}$.同じ, (ii) rank $\{$

21 $f_{3}$ $-f_{4}+18f_{2}$
$-6f_{2}+5f_{1}-21f_{2})=1$ (3.12)-5$f_{4}+6f_{2}$ -18$f_{3}+f_{1}$

のいずれかに帰着し, 4-PHO の場合 (3.11) tま

(i) (3.10) Iこ同じ, (ii) $g_{3}=2g_{1}=2g_{5}$ , $g_{2}=g_{4}=0$ (3.13)

のいずれかに帰着する 14. (3.12) あるいは (3.13) がら, (3.8) や (3.10) を generic と呼ぶ理由が見
て取れる. すなわち, (3.8) と (3.10) は当該のパラメータ空間の中で, BDC が定めうる最大次元
の (部分) 代数多様体を与えるからである.
定理 3.4 [6] 3-PHO と 4-PHO とが同一の 4 次 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形を共有するならば, 3-PHO と \downarrow PHO
のいずれも generic な Bertrand-Darboux の条件を満たす. $\blacksquare$

4r-PHO と $2(r-1)$-PHO の間の関係への一般化

4.1 $r$-PHO に対する Bertrand-Darboux条件
一般化に向けて, まず r-PHO に対する Bertrand-Darboux条件を陽な形式で表すことから始め

る. それには, 斉 $r$ 次多項式ポテンシャル

$V^{(r)}(q)= \sum_{j=0}^{r}(\begin{array}{l}rj\end{array})v_{j}^{(r)}i_{1}q_{2}^{r-j}$ (4.1)

に対して

$\mathcal{M}(V^{(r)})=\{$ $v_{0}^{(r)}-v_{2}^{(r)}v_{1}^{(r)}$ $v_{1}^{(r)}-v_{3}^{(r)}v_{2}^{(r)}$ $v_{r-2}^{(r)}-v_{r}^{(r)}v_{r-1}^{(r)})$ (4.2)

で定義される $2\cross(r-1)$ 行列 $\mathcal{M}(V^{(r)})$ が重要な役割を果たす.
定理 4.1[12] 調和振動子に斉 $r$次多項式ポテンシャル $V^{(r)}(q)$ の摂動を印加した振動子系 (r-PHO)
に対する Bertrand-Darboux条件は, 以下のいずれかと同値である.

$(r=3)$ (4.3a) が (4.3b) のいずれかと同値である:

rank $\mathcal{M}(V^{(3)})=1$ , (4.3a)

rank $\{$

$-5v_{0}^{(3)}+2v_{2}^{(3)}$ $-6v_{1}^{(3)}+v_{3}^{(3)}$ $-7v_{2}^{(3)}$

$7v_{1}^{(3)}$ $-v_{0}^{(3)}+6v_{2}^{(3)}$

$-2v_{1}^{(3)}+5v_{3}^{(3)})=1$ . (4.3b)

($r=$ 偶数 $\geq 4$) (4.4a) が (4.4b) のいずれかと同値である :

rank $\mathcal{M}(V^{(r)})=1$ , (4.4a)

$\{$

$v_{2j}^{(r)}= \frac{2j-1}{r-2j+1}v_{2(j-1)}^{(f)}$ $(j=0,1, \cdots, \frac{r}{2})$ ,

$v_{2h-1}^{(r)}=0(h=1, \cdots, \frac{r}{2})$ .
(4.4b)

13ニ\sigma )系--\emptyset$\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{m}.4$ton-Jacobi 方程式 $\mathrm{B}\mathrm{i}$変 $\mathrm{X}\#$離可能という意味.
14 山ロー南部 [16] は, これらの条件を陽に求めた先駆的な論文であるが, (3.12) の (ii) が特殊な例しか書かれてぃな
いことが今回わかった.
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$(r=*\cdot\Re\geq 5)$

rank $\mathcal{M}(V^{(r)})=1$ . (4.5)

$\blacksquare$

摂動ポテンシャル $V^{(r)}(q)$ の次数を問わずに現れる $\mathcal{M}(V^{(r)})$ のランク条件は, 実は変数分離可

能性と深く関わっている :
$r$

定理 4.2[12] $r$-PHO のハミ /レトニアン

$K^{(r)}(q,p)= \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{2}(p_{j}^{2}+q_{j}^{2})+V^{(r)}(q)$ (4.6)

が回転点変換の枠内で変数分離可能なための必要十分条件は,

rank $\mathcal{M}(V^{(r)})=1$ (4.7)

である 15. $\blacksquare$

これらの結果から, 一般化の議論には Bertrand-Darboux 条件の視点よりも変数分離の視点が
適しているといえる. 次の結果が得られる :

定理 4.3 [12] $r$ を 3 以上の任意の奇数とする. $r$-PHO と $2(r-1)$-PHO とが同一の $2(r-1)$ 次
$\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形を共有するための必要十分条件は, $r$-PHO の $\nearrow\backslash$ ミルトニアンが回転点変換の枠内で変

数分離可能なことである. また, $2(r-1)$ 次 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形を共有している状況下では, $2(r-1)- \mathrm{P}\mathrm{H}\mathrm{O}$

ハミルトニアンも $r$-PHO ハミルトニアンを分離する座標系にて変数分離される. $\blacksquare$

42 定理 4.3 の証明 (あらすじ) : 必要性
必要性の証明するアイデアは極めて素朴で, $r$-PHO ハミルトニアンの $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形と $2(r-1)- \mathrm{P}\mathrm{H}\mathrm{O}$

のそれとを直接比較により実行される. $r$ を 3 以上の奇数とすると, (4.1) と (4.6) で与えられる

$r$-PHO ハミルトニアンに対する $2(r-1)$ 次 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形 $G^{(r)}(\xi, \eta)$ は,

$G^{(r)}( \xi, \eta)=\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{2}(\eta_{j}^{2}+\xi_{j}^{2})+G_{2(r-1)}^{(r)}(\xi, \eta)$ , (4.8)

$G_{2(r-1)}^{(r)}( \xi, \eta)=\sum 2(r-1)$ $\min(r-1,m)\sum$
$\mathrm{C}_{m,\ell}^{(r)}\zeta \mathrm{f}\zeta_{2}r.-1-\ell\zeta_{1}\zeta^{-1-m+\ell}\neg n-\ell$, (4.9)

$m=0 \ell=\max(0,m-r+1)$

$\mathrm{C}_{m,\ell}^{(r)}=\frac{2r^{2}}{4^{r}}\sum_{\dot{g}=\mu J}^{M_{J}}(\begin{array}{ll}r -1 j\end{array}) (\begin{array}{l}r-1m-j\end{array})(v_{j}^{(r)}v_{m-j}^{(r)}+v_{j+1}^{(r)}v_{m-j+1}^{(r)})$

(4.10a)

$\cross\sum_{k=\mu K}^{M_{K}}\sum_{h=\mu H}^{M_{H}}\frac{(_{k}^{j})(\begin{array}{l}r-1-jh\end{array})(\begin{array}{l}m-j\ell-k\end{array})(_{r-1-\ell-h}^{r-1-(m-j)})}{\{(2(k+h+1)-r\}\{2(k+h)-r\}}$ ,

$\{$

$\mu_{J}=\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{c}(0, m-(r-1)))$ , $M_{J}=$. $\min(m, r-1)$ ,
$\mu_{K}=\max(0,\ell-(m-j))$ , $M_{K}= \min(j, \ell)$ ,
$\mu_{H}=\max(0, (m-j)-\ell)$ , $M_{J}= \min$ ($r-1-\ell$ , r-l-j)

(4.10b)

で与えられる. また, $2(r-1)$-PHO ハミノレトニアンを

$K^{(2(r-1))}(q,p)= \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{2}(p_{j}^{2}+q_{j}^{2})+\sum_{j=0}^{2(r-1)}(\begin{array}{l}2(r-1)j\end{array})v_{j}^{(2(r-1))}.d_{1}.q_{2}^{2(r-1)-j}$ (4.11)

$\overline{15(4.3\mathrm{b})\mathrm{B}\mathrm{i}ffiO\mathrm{X}’\supset \text{とき}|\mathrm{h},\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{g}f_{\mathrm{s}}\mathrm{g}\Phi_{\grave{1}}\mathrm{g}\text{変^{}\backslash }\ }\text{の}$あと放物座標によって, (4.4b) が威り立つときには極座標 [こよって分

離可能である.
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で与えるとき, $2(r-1)$ 次 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形 $G^{(2(r-1))}(\xi, \eta)$ は,

$G^{(2(r-1))}( \xi, \eta)=\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{2}(\eta_{j}^{2}+\xi_{j}^{2})+G_{2(r-1)}^{(2(r-1))}(\xi, \eta)$, (4.12)

$G_{2(r-1)}^{(2(r-1))}( \xi,\eta)=\sum 2(r-1)$ $\dot{\mathrm{m}}\mathrm{n}(r-1,m)\sum$

$\epsilon_{m}^{(2}\mathrm{j}^{r-1\mathrm{D}_{\zeta \mathrm{f}\zeta;^{-\sim-}\zeta_{\overline{1}}^{n-\prime}\overline{\zeta_{2}}^{-[]-m+\ell}}}$ , (4.13)
$m=0 \ell=\max(0,m-r+1)$

$\mathrm{C}_{m,\ell}^{(2(r-1))}=4^{1-r}v_{m}^{(2(r-1))}(_{m}^{2(r-1)})(\begin{array}{l}m\ell\end{array})(\begin{array}{l}2(r-1)-mr-1-\ell\end{array})$ (4.14)

で与えられる. 直接比較が証明方針とはいうものの, すべての単項式 $\zeta_{1}^{\ell r-1-\ell\neg n-\ell}\zeta_{2}\zeta_{1}\overline{\zeta_{2}}^{-1-m+\ell}$ に
ついて係数を比較するのは非現実的である. ここでは, $G_{2(r-1)}^{(r)}(\xi, \eta)=G_{2(r-1)}^{(2(r-1))}(\xi, \eta)$ 成立の必要
条件としての

$\mathrm{C}_{m}^{(r)},{}_{1}\mathrm{C}_{m,0}^{(2(r-1))}=\mathrm{C}_{m,0}^{(r)}\mathrm{C}_{m,1}^{(2(r-1))}$ $(m=2,3, \cdots, r-1)$ , (4.15)
について検討する 16. さらに計算を続けると 17, (4.15) は

$\sum_{j=0}^{1\frac{m}{2}1-1}(\sum_{h=j+1}^{m-(j+1)}B_{h}^{(r,m)})\Delta_{\mathrm{j}+1m-j}^{(r)}=0$ $(m=2, \cdots, r-1)$ (4.16)

という形になる. ただし, $B_{h}^{(r,m)}$ は

$((r-1)^{2}(\begin{array}{l}r-2m-1\end{array}))^{-1}B_{h}^{(r,m)}$

$= \ovalbox{\tt\small REJECT} r-m-1\frac{(\begin{array}{l}r-mh+k+1-m\end{array})(\begin{array}{l}r-2k\end{array})-r\}(2k-r)(\begin{array}{l}m-1h-1\end{array})(_{h+k+1-m}^{r-m})(\begin{array}{l}r-2k\end{array})}{\frac,\{2(k+1)-r\}(2k-r)\{2(k+2)-r\}\{2(k+1)-r\}(\begin{array}{l}mh\end{array})(\begin{array}{l}r-m-1h+k-m\end{array})(\begin{array}{l}r-1k\end{array})}k=m-h-1k=0\sum^{k=m-1}r-2\sum_{-\sum_{\frac{}{\sum_{=0}^{m-1}\frac{+2)-r\}\{2(k+1)-(\begin{array}{l}r-m-1k+1\end{array})(\begin{array}{l}r-1k\end{array})}{\{2(k+1)-r\}(2k-r)}\{2(kr\}}}^{r-}}^{+}-\sum^{r-h-1}r_{k}k=-\frac{(\begin{array}{l}m-1h\end{array})}{\frac{}{m\{21}-\sum_{)r-m(\begin{array}{l}r-2k\end{array})}^{\sum},\frac\{2(k+1)-r\}(2k-r)(k+1)-r\}(2k-r)k=m-h-1\{2(k+1)r-h-1k=m-hr-h-1(_{k+1-m}(\begin{array}{l}r-m-1k-m\end{array})(\begin{array}{l}r-1k\end{array})(\begin{array}{l}r-mk+1\end{array})(\begin{array}{l}r-2k\end{array})}$

$(h=m)(h=0)(h\neq 0,,m)$

,

(4.17)

で与えられる. また, $\Delta_{\alpha\beta}^{(r)}$ は (4.2) で定義される行列 $\mathcal{M}(V^{(r)})$ の第 $\alpha$ , 第 $\beta$列目のなす小行列式
をあらわす. すなわち,

$-\Delta_{\alpha\beta}^{(r)}=\det$( $v_{\alpha-1}^{(r)}-v_{\alpha+1}^{(r)}v_{\alpha}^{(r)}$
$v_{\beta-1}^{(r)}-v_{\beta+1}^{(r)}v_{\beta}^{(r)}$ ). (4.18)

16 $\ell=0,1$ をとりうる条件として $m$ は 0 から $r-1$ に制限される.
17 実際には, Bh(r,\rightarrow 内に多く現れる 2 項係数に関する性質を活用した長い計算が必要.
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次の補題が成立する [12].

補題 4.4 [12] $\mathcal{M}_{\nu}(V^{(r)})(\nu=2, \cdots, r-1)$ で, 行列 $\mathcal{M}(V^{(r)})$ の第 1 列目から第 $\nu$ 列目までのな

す $2\cross\nu$ 小行列を表わす. $\nu=2,$ $\cdots,$ $r-2$ を任意に固定するとき,

rank $\mathcal{M}_{\nu}(V^{(r)})=1$ (4.19)

かつ, (4.16) が $m=\nu+1$ で成立するならば, rank $\mathcal{M}_{\nu+1}(V^{(r)})=1$ が成立する. 1

さて, $m=2$ に対する (4.16) は, rank $\mathcal{M}_{2}(V^{(r)})=1$ に他ならない. したがって, 必要条件と

しての (4.16) と補題 4.4 から, rank $\mathcal{M}_{r-1}(V^{(r)})=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}$ $\mathcal{M}(V^{(r)})=1$ の成立が導かれる. さらに

定理 42 によって, 変数分離の必要性が示せる.

43 定理 43 の証明 (あらすじ) : 十分性
十分性を示す鍵は, 任意の回転点変換と BG 正規化との可換性である. r-PHO $\mathrm{I}\backslash$ ミルトニアン

$K^{(r)}(q,p)$ が, ある回転点変換により変数分離可能だとしよう. その回転を与える 2 次回転行列を
$R$ で表し, 変数 $(Q, P)$ と $(_{-}^{-}-, \mathrm{Y})$ を

($Q$ , P)=(R々, $Rp$), $(_{-}^{-}-, \mathrm{Y})=(R\xi, R\dot{\overline{\eta}})$ (4.20)

で定義し, 変換を $\phi_{R}$ で表そう. このとき,

$\tilde{K}^{(r)}0\phi_{R}=K^{(r)}$ , ビ
$\sim$

$(r)0\phi_{R}=G^{(r)}$ (4.21)

で定まる $\tilde{K}^{(r)},\tilde{G}^{(r)}$ は, 同時に 0 ではない $\tilde{v}_{0}^{(r)},\tilde{v}_{r}^{(r)}$ を選んで,

$\tilde{K}^{(r)}(Q, P)=\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{2}(P^{2}. +Q_{j}^{2})+\tilde{v}_{0}^{(r)}Q_{2}^{r}+\tilde{v}_{r}^{(r)}Q_{1}^{r}$, (4.22)

$\tilde{G}^{(r)}(_{\cup}^{-}-, \mathrm{Y})=\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{2}$ ( $\mathrm{Y}_{j}^{2}$ 十三$j2$ ) $+\tilde{\mathrm{C}}_{r-1,r-1}^{(r)}$ $(Z_{1}\overline{Z}_{1})^{r-1}+\tilde{\mathrm{C}}_{0,0}^{(r)}(Z_{2}\overline{Z}_{2})^{r-1}$, (4.23)

と表せる. ただし, $Z_{j}=_{-j}--+i\mathrm{Y}_{j}(j=1,2)$ とし, $\tilde{\mathrm{C}}_{r-1,r-1}^{(r)}$ 達は, (4.10) で $v_{j}^{(r)}$ gを $\tilde{v}_{j}^{(r)}$ 達 [こお

きかえたものである. (4.14) から, $\tilde{G}^{(r)}$ は,

$\tilde{K}^{(2(r-1))}(Q, P)=\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{2}(P_{j}^{2}+Q_{j}^{2})+\frac{4^{r-1}}{(_{r-1}^{2(r-1)})}$ [\eta Q22(r-lゝ十 $\tilde{\mathrm{C}}_{r-1,r-1}^{(r)}Q_{1}^{2(r-1)}]$ , (4.24)

の 4 次 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形であるとわかる. すなわち,

$\tilde{K}^{(2(r-1))}0\phi_{R}=K^{(2(r-1))}$ (4.26)

を満たす変数分離可能な $2(r-1)$-PHO ハミルトニアン $K^{(2(r-1))}(q,p)$ は $K^{(r)}(q,p)$ と 4 次 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正

規形を共有することが示せる.

5 おわりに

定理 43 の意味するところは, 「$2(r-1)$ 次 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形を共有するという意味で似通った正則領域
を持つ $r$-PHO と $2(r-1)$-PHO は変数分離可能, したがって可積分系である.」 ということであろ

う. 十分性の方は, ある意味ですぐ納得できることだが, 必要性の方には何らかの代数的背景が

あるように思える.
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51 で述べたように, 筆者にとって逆問題を思いつぃた動機は, 4 次 $\mathrm{B}\mathrm{G}$ 正規形ハミルトン系に
おける量子分岐の応用であった. その観点がらすると, 定理 42 はよい題材を提供してぃる. すな
わち, r-PHO と $2(r-\mathfrak{y}- \mathrm{P}\mathrm{H}\mathrm{O}$ がが $2(r-\mathfrak{y}$ 次正規形を共有してぃる状況下では, 登場する系は
すべて可積分であリエネルギー準位の評価等の厳密な議論が期待できる.
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