
サドル・センターを有するハミルトン系における
可積分性へのガロア的障壁, メルニコフ関数およひ

アーノルド拡散型現象

岐阜大工学部 矢 $p$崎一幸 (Kazuyuki Yagasaki)

1. はじめに

メルニコフの方法 $[7, 21]$ は, 周期軌道の安定多様体と不安定多様体が横断的に交差し,
カオス現象が起こる条件を求めるための摂動的な方法である. 最近, この方法はサドル.
センターを有する, 必ずしも近可積分とならないハミルトン系に対して拡張され, サドル.

センター近傍の周期軌道あるいは準周期軌道に対するホモクリニック軌道あるいはヘテロ
クリニック軌道が存在する条件を解析的に求めるための手法が提案されてぃる [23, 25, 26].
さらに, このような軌道が存在するとき, 系は非可積分となり, 3以上の多自由度系の場
合には, アーノルド拡散 $[2, 10]$ と類似の現象が起こることも示されてぃる $[25, 26]$ .
一方, Morales-R血と Ranis $[12, 15]$ は, 微分ガロア理論 [9, 19, 20] を用いて, Zigln

[30] の結果を発展させ, 一般的に直交変分方程式の可積分性がもとのハミルトン系の可積
分性に大きく関係のあることを示した. 彼らの方法は強 $y$]であり, さまざまな問題に適用
されている (文献 [12, 13] やそこで引用されてぃる文献を参照せよ). また, ポテンシャ
ルをもち, サドル・センターを有する 2 自由度系において, サドル. センター近傍の (リ

アプノフ) 周期軌道に対するセパラトリクス分離との関連も調べられてぃる [14].
本報告では, サドル・センターを有する多自由度ハミルトン系のあるクラスを取りあ

げ, これらの理論結果を概括する. 特に, 2 自由度系の場合においてカオスに対するメル
ニコフ判定条件と可積分性に対するガロア的障壁につぃての理論結果が等価であること
を示す. また, 具体例に対してアーノルド拡散型現象の数値計算結果を与える.

2. 問題と仮定

次の形の $n+1$ 自由度ハミルトン系 $(n\geq 1)$ を考える.

$\dot{x}=J_{1}\mathrm{D}_{x}H(x, y)$ , $\dot{y}=J_{n}\mathrm{D}_{y}H(x, y)$ , $(x,y)\in \mathbb{R}^{2}\cross \mathbb{R}^{2n}$ (1)
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図 1. $x$ 平面上の軌道

ここで, $J_{m}$ は, $\mathrm{i}\mathrm{d}^{m}$ を $m$ 次単位行列として, $2m$ 次シンプレクテイツク行 FiJ

$J_{m}=(\begin{array}{ll}0 \mathrm{i}\mathrm{d}^{m}-\mathrm{i}\mathrm{d}^{m} 0\end{array})$ ,

であり, ハミルトン関数 $H$ : $\mathbb{R}^{2}\cross \mathbb{R}^{2}arrow \mathbb{R}$ [ま解析的であるものとする. 一般 [ニ, 式 (1)

は近可積分系とはならない. 以下のことを仮定する.

(A1) 任意の $x\in \mathbb{R}^{2}$ に対して

$\mathrm{D}_{x}H(0,0)=\mathrm{D}_{y}H(x, 0)=0$.

仮定 (A1) は原点 $(x, y)=(0,0)(=O)$ 力\leq 式 (1) の平衡,依であり, x-平面, $\{(x, y)\in \mathbb{R}^{2}\cross$

$\mathbb{R}^{2n}|y=0\}$ , が式 (1) の流れのもとで不変であることを意味する. x-平面 [こ制限された系

$\dot{x}=J\mathrm{D}_{x}H(x, 0)$ (2)

は平衡点 $x=0$ を有する. さらに, 任意の $x\in \mathbb{R}^{2}$ [こ対して $\mathrm{D}_{x}^{j}\mathrm{D}_{y}H(x, 0)=0,$ $j=1,2,$ $\ldots$ ,

となる.

(A2) 行列 $J\mathrm{D}_{x}^{2}H(0,0)$ は 1 組の実固有値 $\pm\lambda(\lambda>0)$ を有し, 式 (2) の平衡,転 $x=0$ [ま

双曲的なサドルとなる. さらに, $x=0$ に対するホモクリニツク軌道 $x^{\mathrm{h}}(t)$ が存在

する (図 1 を参照せよ).

(A3) 行列 $J\mathrm{D}_{y}^{2}H(0,0)$ は $\mathrm{n}$ 組の純虚固有値 $\pm \mathrm{i}\omega$ を有する. さら [ニ, $n\geq 2$ の場合,

$1 \leq|k|=\sum_{j=1}^{n}|k_{j}|\leq 4$ を満足する $k=(k_{1}, \ldots, k_{n}),$ $k_{j}\in \mathbb{Z},$ $j=1,$ $\ldots,$
$n$ , [こ対

して
$k\cdot\omega=k_{1}\omega_{1}+\cdots+k_{n}\omega_{n7}\leq 0$

が成立する. ここで, $\cdot$ はベクトルの内積を表し, $\omega=(\omega_{1}, \ldots, \omega_{n})$ である.
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図 2. リーマン面 $\overline{\Gamma}_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ におけるチャート Aよと $A_{t}$

(A4) $f(x, y)=J\mathrm{D}_{x}H(x, y)$ として

$p(x, \eta)=\frac{1}{2}\mathrm{D}_{y}^{2}f(x, 0)(\eta, \eta)-\prime 0\underline{A}$ , $\eta\in \mathbb{R}^{2n}$

を満足する.

仮定 (A2) と (A3) により, 平衡点 $O$ はサドル・センターであり, ホモクリニック軌道
$(x, y)=(x^{\mathrm{h}}(t), 0)$ を有する. そのホモクリニック軌道 $(x, y)=(x^{\mathrm{h}}(t), 0)$ に沿った直交変
分方程式 $(x, y)=(x^{\mathrm{h}}(t), 0)$ は次のようになる.

$\dot{\eta}=J\mathrm{D}_{y}^{2}H(x^{\mathrm{h}}(t), 0)\eta$ (3)

仮定 (A4) は簡単化のため採用されてぃる. この仮定が成立しない場合に対してもいくっ
かのものについては同様な結果が得られる [12, 13, 23].

3. 可積分性へのガロア的障壁とメルニコフ関数

3.1. 可積分性へのガロア的障壁

$n=1$ とし, 2 自由度ハミルトン系の場合を考える. 実解析的なハミルトン系 (1) を
(複素時間を有する) 複素解析的なハミルトン系の実領域に制限された系と見なす. $\Gamma_{0}=$

$\{(x, y)=(x^{\mathrm{h}}(t), 0)|t\in \mathbb{R}\}\cup\{O\}$ とおく. 複素空間 $\mathbb{C}^{4}$ における曲線 $\Gamma_{0}$ はホモクリニッ
ク軌道とサドル・センター $O$ からなり, 点 $O$ において特異性を有する. 曲線 $\Gamma_{0}$ の特異
性を除去するために, 点 $O$ に対応し, 時間にょるパラメータ化では $t=+\infty$ と $t=-\infty$

と表される 2 点 $O^{+},$ $O^{-}$ を導入する. 両端が $\mathit{0}^{+},$ $O^{-}$ であるその非特異な曲線 $\Gamma$ にょっ
て定義される抽象リーマン面を $\overline{\Gamma}$ と表す.

$\Gamma$ を含み, 直交変分方程式の特異点が $O^{\pm}$ のみとなるような十分に狭い領域 $\overline{\Gamma}_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ をリー
マン面上に選ぶ. リーマン面 $\overline{\Gamma}_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ に対して, 座標 $z=\mathrm{e}^{\mp\lambda t}$ をもっ $O^{\pm}$ 近傍のチャート Aよ
およひ, 座標 $t$ をもち, それらと交差するチャート $A_{t}$ の 3個のチャートを用いる (図 2
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を参照せよ). このとき, 直交変分方程式は, チャート $A_{t}$ では元のものと同じであり,

チャート Aよでは
$\frac{\mathrm{d}\eta}{\mathrm{d}z}=\mp\frac{1}{\lambda z}J\mathrm{D}_{y}^{2}H(x^{\mathrm{h}}(\mp\lambda^{-1}\log z), 0)\eta$ (4)

となる. Moser [16] の結果を用いると, 次のことを証明するのは容易である [28].

補題 31. 点 $z=0$ は式 (4) の確定特異点である.

このように, $\overline{\Gamma}_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ における直交変分方程式は確定特異点のみを有し, フツクス型となる.

特に, $\overline{\Gamma}_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ に制限された直交変分方程式の係数は有理形である.
$K_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ を $\overline{\Gamma}_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ 上の有理形関数の微分体とする. ここで, 微分体とは, (ライプニツツ貝$\mathrm{I}\mathrm{J}$を

満たす加法的写像である) 微分を有する体のことで, $K_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ の微分として非自明な有理形

接ベクトルを取る. $\overline{\eta}_{1}(t),\overline{\eta}_{2}(t)$ を直交変分方程式の独立な基本解とする. 係数力 $\theta>$

$K_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ の

元であるような, $\overline{\eta}_{1}(t)$ と $\overline{\eta}_{2}$ の有理関数からなる体 $L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}=K_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}(\overline{\eta}_{1}(t),\overline{\eta}_{2}(t))$ を直交変分

方程式のピカール. ヴエシオ拡大と呼ぶ. ピカール・ヴエシオ拡大 $L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ [ままた $K_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ と同

じ微分をもつ微分体である. $K_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ の任意の元が不変であるような, $L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ のすべての微分

白己同形全体からなる群を直交変分方程式のガロア群 $G_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ と $\mathrm{A}\mathrm{a}$ う.

ピカール. ヴエシオ理論, すなわち, 線形微分方程式に対する微分ガロア理論の基本的

な結果のひとつは, 線形微分方程式が可積分であるための必要十分条件力
$\leq$そのガロア群

の単位元成分が可解であるということである. ここで, 線形微分方程式の可積分性 [ま, そ

の一般解がその係数を含む微分体の元の積分, 積分の指数関数およひ代数関数の組み合

わせによって与えられるということを意味する. 微分ガロア理論の詳細 [こつ V $\mathrm{a}$て tt文献

[9, 19, 20] を参照せよ. Morales-Ruiz と Ramis $[12, 15]$ はもし $\nearrow\mathrm{o}$ ミノレトン系力 $\grave{\grave{1}}$ある積分曲

線の近傍で可積分ならば, 関連した直交変分方程式に対するガロア群の単位元成分 [ま可換
(アーベル的) であることを一般的に証明した. 可換群は可解であること [こ注意せよ. そ

の一般的な理論を適用することにより, 直ちに次の結果が得られる.

定理 3.2. $\Gamma_{0}$ の近傍で $H$ と独立な, 系 (1) の有理形の第 1 積分 $f$ 力\leq 存在するものとす

る. このとき, ガロア群の単位元成分 $(G_{1\mathrm{o}\mathrm{c}})^{0}$ は可換である.

ここで, 文献 [14] で述べられているように, より大きな係数の体を採用すれ $1\mathrm{f}$より $\prime \mathrm{J}\backslash$さな

ガロア群が得られる $[12, 20]$ ので, $\overline{\Gamma}$ 上ではな $\text{く},\overline{\Gamma}_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ 上の有理形関数の体を考えること

で十分となる.
$\overline{\Gamma}_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ における直交変分方程式はフツクス型であるため, そのガロア群 [まザリスキ位相

$[12, 20]$ においてモノドロミ
$\sim$ ー群の閉包となる. ここで, (多項式環 $\mathbb{C}[z_{1}, \ldots, z_{n}]$ のある部

分集合 $S$ が存在して $Z=\{c\in \mathbb{C}^{n}|\forall f\in S, f(c)=0\}$ と表される) 代数的集合 $Z\subset \mathbb{C}^{n}$

はザリスキ閉集合と呼ばれ, ザリスキ位相はザリスキ閉集合によって定義される位相のこ

167



図 3. サドル・センター $O$ に対するホモクリニック軌道と点 $O$ の近傍のリアプノフ周期
軌道 $\gamma^{\alpha}$

とをいう. そのモノドロミー群は, 特異点 $O^{\pm}$ のまゎりのモノドロミー行列 mよから生
成される.

$\gamma$ を $\overline{\Gamma}_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ 上で $\Gamma$ を囲む単純閉曲線とし, $m_{\gamma}$ を直交変分方程式の対応するモノドロミー
行列とする. このとき, $m_{\gamma}=m_{+}m_{-}$ となる. 文献 $[12, 14]$ で与えられた議論を用いるこ
とによって, 次の結果を証明することができる.

命題 3.3. ガロア群の単位元成分 (G,。� 0 が可換であるための必要十分条件はモノドロ
ミー行列 $m_{\gamma}$ が単位行列に等しいことである.

よって, もし, ハミルトン系 (1) の $\Gamma_{0}$ の近傍で $H$ と独立な有理形の第 1 積分 $f$ が存在
するならば, $m_{\gamma}=\mathrm{i}\mathrm{d}^{2}$ となる.

3.2. メルニコフの方法

次に, 式 (1戸こ対するメルニコフの方法 [23] につぃて述べる. まず, リアプノフの中心
定理 $[1, 11]$ により, $\alpha_{0}$ をある正数として, 点 $O$ の近傍に, $\alphaarrow 0$ のとき点 $\mathit{0}$ に近づき,
周期が $2\pi/\omega$ に収束する周期軌道の 1 パラメータ族, $\gamma^{\alpha},$ $\alpha\in(0, \alpha 0]$ が存在する (図 3 を
参照せよ). $\gamma^{0}=O,$ $H_{\alpha}=H(\gamma^{a})$ とおく. 一般性を失うことなしに, $H_{0}=H(0,0)=0$ ,
$\alpha=0$ の近傍で $\mathrm{d}H_{\alpha}/\mathrm{d}\alpha>0$ と仮定することができる.

$\Psi(t)$ を直交変分方程式 (3) の基本行列, $\Phi(t)$ を, $\Phi(0)=\mathrm{i}\mathrm{d}^{2}$ を満たす, サドル・セン
ター $O$ まわりの $y$ 方向の変分方程式

$\dot{\eta}=J\mathrm{D}_{y}^{2}H(0,0)\eta$ (5)

の基本行列とする. 線形微分方程式の漸近挙動につぃての基本的な結果 [3] にょり, 極限

$B_{\pm}= \lim_{tarrow\pm\infty}\Phi(-t)\Psi(t)$ (6)
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が存在する (文献 [23] の補題 3.1 を参照せよ). $B_{0}=B_{+}B_{-}^{-1}$ とおく. さらに, $\eta\in \mathbb{R}^{2}$ \iota こ

対して,
$q( \eta)=\frac{1}{2}\mathrm{D}_{y}^{2}H(0,0)(\eta, \eta)$

とする. メルニコフ関数 $M(t_{0})$ を次のように定義する.

$M(t_{0})=q(e_{1})-q(B_{0}\Phi(t_{0})e_{1})$ (7)

ここで,
$\mathrm{T}$ を転置演算として $e_{1}=(1,0)^{\mathrm{T}}$ である. このとき, 次の結果が証明される (証

明については文献 [23] を参照せよ).

定理 3.4. メルニコフ関数 $M(t_{0})$ が単純な零点を有する, すなわち, ある $t_{0}=\overline{t}_{0}$ [こ対

して

$M(\overline{t}_{0})$ $=0$ , $\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}t_{0}}M(\overline{t}_{0})\overline{7}\leq 0$ (8)

となるものと仮定する. このとき, 十分小さな $\alpha>0$ に対して, エネノレギー面 H=H。

上で周期軌道 $\gamma^{a}$ に対する横断的なホモクリニツク軌道が存在し, その上のダイナミクス

がスメールの馬蹄写像と同相となる不変集合が存在する.

馬蹄写像の存在はまたハミルトン関数 $H$ と独立な解析的な第 1 積分が存在しな $\mathrm{V}$
$\backslash$ ことを

意味する [17].

3.3. 主要な結果

$\mathrm{S}^{1}=\mathbb{R}/2\pi$ は長さ $2\pi$ の円周を表し, $Q$ をヤコビ行列 $J\mathrm{D}_{y}^{2}H(0,0)$ を次のよう [こ対角化

する 2 次正方行列とする.

$Q^{-1}J\mathrm{D}_{y}^{2}H(0,0)Q=(\begin{array}{ll}\mathrm{i}\omega 00 -\mathrm{i}\omega\end{array})$

初等的な計算からメルニコフ関数 $M(t_{0})$ についての次の 2 つの事実が示される [28].

補題 3.5. メルニコフ関数 $M(t_{0})$ が恒等的に零であるための必要十分条件 [ま

$Q^{-1}B_{0}Q=(\begin{array}{ll}\mathrm{e}^{\mathrm{i}\theta} 00 \mathrm{e}^{-\mathrm{i}\theta}\end{array})$ (9)

となるような $\theta\in \mathrm{S}^{1}$ が存在することである.

補題 36. $M(\overline{t}_{0})=0$ となるような $\overline{t}_{0}\in \mathbb{R}$ がつねに存在する.

\gamma よを中心が $\mathit{0}_{\pm}$ の反時計まわりの小さな円弧とし, $\gamma_{t}$ を $O^{-}$ から $O^{+}$ までの線分とす

る. 命題 33 の閉曲線 $\gamma$ を $\gamma=\gamma_{t}\gamma_{+}\gamma_{t}^{-1}\gamma_{-}$ とする (図 4 を参照せよ). 補題 35 を用 $\nu\backslash$ る
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図 4. 閉曲線 $\gamma=\gamma_{l}\gamma_{+}\gamma_{t}^{-1}\gamma_{-}$ .

ことにより次のことが示される [28]

命題 3.7. 閉曲線 $\gamma$ に沿った $\overline{\Gamma}_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ 上の直交変分方程式に対するモノドロミー行列 $m_{\gamma}$ は
単位行列に等 $\text{しく}$ なるための必要十分条件は $M(t_{0})\equiv 0$ となることである.

命題 33 と 37からガロア群の単位元成分 $(G_{1\mathrm{o}\mathrm{c}})^{0}$ が可換であるための必要十分条件は
メルニコフ関数 $M(t\mathrm{o})$ が恒等的に零となることであることがゎかる. さらに, 補題 36 を
用いて, メルニコフ関数 $M(t_{0})$ が恒等的に零でなければ, 単純な零点を有することも示
される [28]. Lたがって, 次の結果が得られる.

定理 3.8. ハミルトン系 (1) $\}$こ対して次の条件は等価である.

(i) $\overline{\Gamma}_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}$ における直交変分方程式のガロア群の単位元成分 (G1。)0 は可換でない.

(ii) メルニコフ関数 $M(t_{0})$ は単純な零点を有する.

さらに, これらの条件が満たされるならば, $\Gamma_{0}$ の近傍で $H$ と独立な有理形の第 1積分は
存在せず, サドル・センター $O$ 近傍の周期軌道 $\gamma^{\alpha}$ に対する横断的なホモクリニック軌
道が存在し, その上のダイナミクスがスメールの馬蹄写像と同相となる不変集合が存在
する.
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4. メルニコフの方法とアーノルド拡散型現象

4.1. 理論

$n\geq 2$ の場合を考える. 仮定 (A2) から, サドル・センター $O$ の近傍にお $\mathrm{V}$ ‘て適当な正

準変換 $(x, y)\in \mathbb{R}^{2}\cross \mathbb{R}^{2n}arrow(s, u, I, \psi)\in \mathbb{R}\cross \mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{n}\cross \mathrm{T}^{n}$ が存在し, $\nearrow\mathrm{o}$ ミノレトン関数 [ま

次の Graff [6] の標準形に変換される.

$H(s, u, I, \psi)=\lambda su+\omega\cdot I+\frac{1}{2}(AI\cdot I)+g(s, u, I, \psi)$

ここで, $A$ はある $n$ 次正方行列, $g$ は $s,$ $u$ および $I$ に対して 2 次よりも高次の微小項

のみを含む, ($x$ 平面に対応する) $I\overline{7}^{-}\angle 0$ において解析的な関数である. 次のことを仮定

する.

(A5) 行列 $A$ は正則である.

このとき, Fenichel $[4, 5]$ の不変多様体の理論 (また [22] を参照せよ) および KAM理論

$[1, 18]$ によって, 中心多様体 $W^{\mathrm{c}}(O)$ 上サドルセンター $O$ の近傍で, デイオファントス

条件
$k\cdot\nu>c|k|^{-\tau}$ , $k\in \mathbb{Z}^{n}$ , $k_{\overline{\Gamma}}\sim 0\angle$ (10)

を満足する, $\omega$ に近い振動数 $\nu$ の準周期軌道からなる不変トーラス $ff_{\nu}$ のカントーノレ集

合が存在する. ここで, $c>0$ および $\tau>n-1$ は定数, $\nu=(\nu_{1}, \ldots, \nu_{n})$ である.

原点 $\mathit{0}$ のまわりの $y$ 方向の変分方程式 (5) の基本行列は, $\Phi$ を各引数に対して周期 $2\pi$

で周期的で, $\Phi(0, \ldots, 0)=\mathrm{i}\mathrm{d}^{2n}$ を満たすある関数として, $\Phi(\omega_{1}t, \ldots, \omega_{n}t)$ と表すことが

できる. $n=1$ の場合と同様に, 極限

$B_{\pm}= \lim\Phi(-\omega t)\Psi(t)$ (11)
t\rightarrow 士科 0

が存在し, $B_{0}=B_{+}B_{-}^{-1}$ とおく. $e_{j}$ を, 行列 $J_{n}\mathrm{D}_{y}^{2}H(0, 0)$ の固有値 $\pm \mathrm{i}\omega_{j}$ に対する固有

ベクトルが張る固有空間に属するある実 $2n$ 次元ベクトルとし, $r=(r_{1}, \ldots, r_{n})\in \mathbb{R}_{+}^{n}(=$

$\prod_{j=1}^{n}(0, \infty))$ に対して

$\overline{\eta}_{r}=\sum_{j=1}^{n}r_{j}e_{j}$

とする. さらに, $\eta\in \mathbb{R}^{2n}$ に対して

$q( \eta)=\frac{1}{2}\mathrm{D}_{y}^{2}H(0,0)(\eta, \eta)$

とおく. 次式によって, メルニコフ関数 $M(\theta;r)$ を定義する.

$M(\theta;r)=q_{0}(\overline{\eta}_{r})-q_{0}(B_{0}\Phi(\theta)\overline{\eta}_{f})$ (12)
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図 5. 不変 $\mathrm{t}\backslash -$ラスの遷移チェーン : $U_{j},$ $j=1,$ $\ldots,$
$N$ , は不変 $\text{ト}-$ラスシの近傍を表

している.

次の結果を証明することができる [26].

定理 4.1. (i) ある点 $(\theta, r)=(\theta_{0}, r_{0})\in \mathrm{T}^{n}\cross \mathbb{R}_{+}^{n}$ が存在して,

$M(\theta_{0;}r_{0})=0$, $\frac{\partial}{\partial\theta_{j}}M(\theta_{0;}r_{0})7^{-}0\lrcorner$ , $j=1,$ $\ldots,$
$n$ (13)

とな $\text{る}$

. ものと仮定する. このとき, サドル・センター $\mathit{0}$ の近傍に, それぞれ, $\omega$ に近
くディオファントス条件 (10) を満足する, 振動数 $\nu^{1}$ およひ $\nu^{2}$ の準周期軌道からなる
不変 $\text{ト}-$ラス $ff_{\nu^{1}}$ およひ $\mathrm{t}2$ が存在し, $ff_{\nu^{1}}$ の不安定多様体 $W^{\mathrm{u}}(ff_{\nu^{1}})$ と $*r_{\nu^{2}}$ の安定
多様体 $W^{8}(*r_{\nu^{2}})$ はレベル集合上で横断的に交差する. さらに, ある $\tilde{\theta}_{0}\in \mathrm{T}^{n}$ に対して
$\Phi(\tilde{\theta}_{0})\overline{\eta}_{f}=B_{0}\Phi(\theta_{0})\overline{\eta}$, となるならば, $\nu^{1}=\nu^{2}(=\nu)$ とすることができる, すなゎち, 不変
トーラス $ff_{\nu}$ に対する横断的なホモクリニック軌道が存在する.

(ii) $N-1$ 個の点 $\theta^{j}\in \mathrm{T}^{n},$ $j=1,$ $\ldots,$ $N-1$ , と $N$ 個の点 $r^{j}\in \mathbb{R}_{+}^{n},$ $j=1,$ $\ldots,$
$N$ , が

存在し, 条件 (13) が $(\theta_{0}, r_{0})=(\theta^{j}, r^{j}),$ $j=1,$ $\ldots,$ $N-1$ , において成立し, さらに, あ
る $\tilde{\theta}^{j}\in \mathrm{T}^{n}$ に対して $\Phi(\tilde{\theta}^{j})\overline{\eta}_{r}j+1=B_{0}\Phi(\theta^{j})\overline{\eta}_{f}\mathrm{j},$ $j=1,$ $\ldots,$ $N-1$ , となるものとする. こ

のとき, サドル・センター $O$ の近傍に, それぞれ, $\omega$ に近くディオファントス条件 (10)
を満足する, 振動数 $\nu^{\mathrm{j}}$ の準周期軌道からなる $N$ 個の不変 $\mathrm{t}\backslash -$ ラス $ff_{\nu}\mathrm{j}$ , $j=1,$ $\ldots,$

$N$ ,
が存在し, $W^{\mathrm{u}}(ff_{\nu}j)$ と $W^{8}(ff_{\nu}j+1),$ $N=1,$ $\ldots,$ $N-1$ , はレベル集合上で横断的に交差す
る. このような性質をもっ不変トーラスの列は遷移チェーンと呼ばれる.
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図 6. 系 (15) の相平面軌跡

4.2. 具体例

例として, 次の 3 自由度ハミルトン系を考える.

$\dot{x}_{1}=x_{2}$ , $i_{2}=x_{1}-(x_{1}^{2}+\beta_{1}y_{1}^{2}+\beta_{2}y_{2}^{2})x_{1}$ ,
(14)

$\dot{y}_{j}=y_{j+2}$ , $\dot{y}_{j+2}=-\omega_{j}^{2}y_{j}-\beta_{j}(x_{1}^{2}+\beta_{1}y_{1}^{2}. +\beta_{2}y_{2}^{2})y_{j}$, $j=1,2$

ここで, $\beta_{j},$ $j=1,2$ , は正の定数であり, $\nearrow\mathrm{o}$ ミルトン関数は

$H(x, y)= \frac{1}{2}(-x_{1}^{2}+\omega_{1}^{2}y_{1}^{2}+\omega_{2}^{2}y_{2}^{2})$

$+ \frac{1}{4}(x_{1}^{2}+\beta_{1}y_{1}^{2}+\beta_{2}y_{2}^{2})^{2}+\frac{1}{2}(x_{2}^{2}+y_{3}^{2}+y_{4}^{2})$ ,

で与えられる. 式 (14) の特別な場合は減衰力の作用しな $\mathrm{V}$ ‘座屈した棒 ([まり) の厳密な

3 自由度モード方程式を表す [24].

式 (14) の不変な $x$ 平面に制限された系は

$i_{1}=x_{2}$ , $i_{2}=x_{1}-x_{1}^{3}$ , (15)

となり, 図 6 の相平面軌跡を有する. 特に, $x$ 平面の原点 $x=0$ は 1 対のホモクリニツク

軌道
$x_{\pm}^{\mathrm{h}}(t)=(\pm\sqrt{\frac{2}{\beta_{0}}}$sech $t,$ $\mp\sqrt{\frac{2}{\beta_{0}}}$sech $t\tanh t)$

を有する双曲型サドルとなる. また, $y$ 超平面はサドル・センター $O$ の 4 次元中’L“多様

体となり, 式 (14) の $y$ 超平面に制限された系は

$\dot{y}_{j}=y_{j+2}$ , $\dot{y}_{j+2}=-\omega_{j}^{2}y_{j}-\beta_{j}(\beta_{1}y_{1}^{2}+\beta_{2}y_{2}^{2})y_{j}$ , $j=1,2$ . (16)
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$W^{\mathrm{u}}(X)$ $W^{\mathrm{S}}(X)$

図 7. 安定多様体と不安定多様体の異なった分枝の横断的交差

で与えられる. ここで, 3節で述べたものと同様な方法にょり, 式 (16) の非可積分性を
証明することができる [29]. このように, 仮定 (A1) と (A2), (A4) は成立し, また, 仮定
(A5) も満足することが示される [27]. さらに, 仮定 (A3) が成立するものとする.
ガウスの超幾何関数を用いた長い計算から, $j=1$ およひ 2 に対して, $j’$ を任意の自然

数として

$\beta_{j}\neq\frac{1}{2}j’(j’+1)$ ,

すなわち

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\tau^{-1,3,6,10,15}\angle,$
$\ldots$ (17)

ならば, 定理 41 の条件が満たすことが示される $[24, 26]$ . よって, 条件 (17) が成りたっ
とき, サドル・センター $O$ 近傍の不変トーラスに対する横断的なホモクリニックおよひ
ヘテロクリニック軌道が存在し, アーノルド拡散型の挙動が起こることになる. また, 図

7のように, 安定多様体と不安定多様体の異なった分枝が横断的に交差する可能性がある
ので, 状況はさらに複雑になる.

最後に, $\omega_{1}=1,$ $\omega_{2}=(\sqrt{5}-1)/2$ (黄金比) , $\sqrt 1=0.5$ , 鳥 $=1.5,$ $H=0.\mathrm{O}1$ の場合

に対する数値計算の結果を与える. ここで, “DOP853” [8] と呼ばれるフォートラン. コー

ドを用いた. このコードは 8次の陽なルンゲークッタ法に基づいており, 3次の修正項をも
つ 5次の誤差評価が採用されている. 誤差の許容値を $10^{-8}$ として精度の高い計算を行 $\iota\backslash$ ,
実際, ハミルトン関数の変 $\dagger \mathrm{b}1\mathrm{h}$ $t\sim 10^{6}$ の長い軌道に対しても高々 $10^{-9}$ % 程度であった.
また, 5 次元超平面 $\{(x, y)\in \mathbb{R}^{2}\cross \mathbb{R}^{4}|y_{2}=0, y_{4}>0\}$ をポアンヵレ断面とした. 軌道が
そのポアンカレ断面と交差する点を求めるために, $y_{2}(t_{n-1})<0$ かっ $y_{2}(t_{n})\geq 0$ となる区
間 $[t_{n-1}, t_{n}]$ を探索し, その区間に対して $|y_{2}|<10^{-8}$ の精度ではさみうち法を用いた.
図 8 に, センター方向の $y$ 超平面に制限されたポアンヵレ写像の軌道を示す. 図から
も推測されるように, 計算されたすべての軌道は不変なトーラスを構成するように見え
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図 8. $y$ 超平面に制限された式 (14) のポアンカレ写像の軌道
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図 9. 式 (14) のあるポアンカレ写像の軌道 :(a) $x$ 平面への射影; (b) 軌道力 $\backslash \theta$

$y$ 超平面の

近傍に入ったときの $(y_{1}, y_{3})$ 平面への射影

た. 図 9 は, 点 $(x, y)=(0.001$ ,0.001,0, 0, 0.173. . . , 0.1 $)$ を初期条件とするポアンカレ写

像の軌道である. 図 $9(\mathrm{a})$ には 20000 点の軌道の $x$ 平面への射影力 $\grave{\grave{1}}$ , 図 9(b)&こ [ま軌道力 $\grave{\grave{1}}$

$y$ 超平面の近傍 $\{(x, y)||x|\leq 0.\mathrm{O}1\}$ に入ったときの $(y_{1}, y_{3})$ 平面への射影力 $\grave{\grave{\backslash }}$ 5OOO,\mbox{\boldmath $\zeta$}与え

られている. 計算された軌道はカオス的になっているだけではなく, センター方向 }こもド

リフトしていることがわかる.

図 10 は初期条件が少しだけ異なる 2 つの軌道に対する $y$ 成分の第 2 モードのエネノレ

ギー $e_{2}=y_{4}^{2}/2$ と $y$ 超平面からの距離 $’=\sqrt{x_{1}^{2}+x_{2}^{2}}$ の時間的変化を示す. 図 9 と同じ初

期条件の軌道に対する結果が黒丸と実線で, $y_{1}$ 成分だけが $y_{1}=10^{-5}$ と少しだけ異なつ
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$r_{X}$
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図 10. 初期条件が少しだけ異なる 2 っの軌道に対する $y$ 成分の第 2モードのエネルギー
e2 と $y$ 超平面からの距離 ’の変化: (a) 時間 $t$ が小さい場合; (b) $t$ が大きい場合

た初期条件の軌道に対する結果が $\cross$ と破線でプロットされてぃる. $t$ が小さいとき両者は
ほとんど同じであるが, $t$ が大きくなると非常に異なることがゎがる. 特に, $r_{x}$ の値が
ほとんど同時に小さくなる $t\approx 10460$ においても第 2モードのエネルギー $e_{2}$ は非常に異
なってしまっている. このように, 中心方向のドリフトも初期条件に鋭敏に依存し, よっ
てカオス的であることがわかる.
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