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序
次元 $d$ の単体的複体 $\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$ で $\Delta$ とそのすべての link が pseudomanifold であ
るものに対して, $\Delta$ 上 $r$ 階連続微分可能な区分的多項式函数全体の集合を $C^{r}(\Delta)$

で表す. 集合 $C^{r}(\Delta)$ の元は $C^{r}$ spline または単に spline として知られている. この

ような函数は, 計算機支援デザイン (CAD) やコンピューターグラフイツクスにお

いて曲面の形を明示するために使われたり, 偏微分方程式の近似解を与えるための
有限要素法において値を補間したり別の函数を近似したりするためによく利用され
ている. $C^{r}$ spline に関する基本的な問題として, 次数力塙々 $k$ の $C^{r}$ spline 全体か

ら成る $\mathrm{I}\mathrm{R}$ 上のベクトル空間 $C_{k}^{r}(\Delta)$ の次元や基底を決定する問題や加群 $C^{r}(\Delta)$ の

自由性に関する問題がある. これらの問題を含め, $C^{r}(\Delta)$ の代数的な性質について

は, [1], [2], [3], [4], [8], [9], [10], [11] などによって研究されてきた. 本稿では, $C^{r}$

spline を拡張することによって得られる而$\mathrm{x}\mathrm{e}\mathrm{d}$ spline 全体から成る加群 $C^{\alpha}(\Delta)$ に

ついて考察する. $C^{r}$ spline と同様に, mixed spline に関する基本的な問題として,

次元力塙々 $k$ の mixed spline から成る $\mathrm{R}$ 上のベクトル空間 $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ の次元や基底

を決定する問題がある. 本稿では, $C^{\alpha}(\Delta)$ の代数的な性質を説明した後, (加群にお

ける) グレブナー基底の理論を使って $\mathrm{R}$ 上のベクトル空間 $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ の次元や基底を

計算する方法, および reduced basis を使って $\mathrm{R}$ 上のベクトル空間 $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ の次元

や基底を計算する方法を紹介する. また, reduced basis の存在という観点からスプ
ライン理論において $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ の自由性が重要な問題となるが (ただし, $\hat{\Delta}\subset \mathrm{R}^{d+1}$ は

$\mathrm{R}^{d+1}$ の原点を頂点とする超平面 $x_{d+1}=1$ 上に埋め込まれた $\Delta$ 上の錐である), こ

の問題に関する [7] の結果についても紹介する.
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1 準備
まず, 基本的な概念を幾つか述べてお $\text{く}$ . $\mathrm{R}^{n}$ の単体的複体とは, $\mathrm{I}\mathrm{R}^{n}$ の単体の有

限集合 $\Delta$ で, 次の条件を満たすものである :

(1) 単体 $\sigma$ が $\Delta$ に属するならば, $\sigma$ の任意の面も $\Delta$ に属する ;

(2) 単体 $\sigma,$ $\tau$ が $\Delta$ に属するならば, $\sigma\cap\tau$ は $\sigma$ の面であるとともに $\tau$ の面で
もある.

単体的複体 $\Delta\subset \mathrm{R}^{n}$ に対して, $\Delta$ に属する各単体を $\Delta$ の面と言い, $\Delta$ の面の次元
の最大値を $\Delta$ の次元と言う.
また, 単体的複体 $\Delta\subset \mathrm{E}\mathrm{t}^{n}$ の面 $\sigma$ の link を

$1\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\Delta}\sigma:=$ { $\tau\in\Delta$ : $\sigma\cap\tau=\emptyset,$ $\sigma$ と $\tau$ の両者を含む $\Delta$ の面が存在する}

で定義する. 特に, link\Delta \emptyset =\Delta .である.
$d$ 次元単体的複体 $\Delta\subset \mathrm{E}\mathrm{t}^{n}$ が pseudomanifold であるとは, 次の条件を満たすと

きに言う :

(1) $\Delta$ の $d-1$ 以下の次元の面はすべてある $d$ 面 (次元 $d$ の面) の面である ;

(2) $\Delta$ の任意の $d-1$ 面は高々二つの $d$ 面の面である ;

(3) $\Delta$ の任意の二つの $d$ 面 $\sigma,$
$\sigma’$ に対して, $\Delta$ の $d$ 面の列

$\sigma=\sigma_{1},$
$\ldots,$

$\sigma_{\mathit{8}}=\sigma’$

. で, $\sigma_{i}\cap\sigma_{i+1}(1\leq i\leq s-1)$ が $\Delta$ の $d-1$ 面となるものが存在する.

2 $.C^{\alpha}.(\triangle)$ の定義とその性質
本節では, $\Delta\subset \mathrm{E}\mathrm{t}^{d}$ を $\Delta$ とそのすべての link が pseudomanifold である $d$ 次

元単体的複体とする. また, $\Delta$ の $i$ 面全体の集合, 内部 $i$ 面全体の集合をそれぞ
れ $\Delta_{i},$ $\Delta_{i}^{0}$ と表し, $\Delta_{1}.,$ $\Delta_{i}^{0}$ の元の個数をそれぞれ $f_{\dot{l}}(\Delta),$ $f_{1}^{0}$. $(\Delta)$ と表すことにする.
$R:=\mathrm{R}[x_{1}, .:., x_{d}]$ とする. 集合 $C^{f}(\Delta)$ を次のようにして定義する.

定義 21. $r\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ と $\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$ があったとき, 次の性質を満たす函数 $F:|\Delta|arrow \mathrm{I}\mathrm{R}$

全体の集合を $C^{r}(\Delta)$ と定義する (C�\Delta ) の元を $C^{\Gamma}$ spline または単に spline と
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(1) すべての $\sigma\in\Delta_{d}$ に対して F|。は $R$ の元によって与えられる $;$ ’

(2) 函数 $F$ は $r$ 階連続微分可能である.
$\sim$

$t:=f_{d}(\Delta),$ $e:=f_{d-1}^{0}(\Delta)$ とする. $\Delta_{d}$ の元を $\sigma_{1},$
$\ldots,$

$\sigma_{t},$
$\Delta_{d-1}^{0}$

.
の元を $\tau_{1},$

$\ldots,$
$\tau_{e}$ と

順序付ける. この順序付けに対して $\Delta$ 上の区分的多項式函数 $F:|\Delta|arrow \mathrm{R}$ を $t$ 個

の多項式の組として $F=(f_{1}, \ldots, f_{t}),$ $f_{i}:=F|_{\sigma}$: と表すことができる. $\tau_{s}$ を含むア

フィン超平面を定義する一次多項式を $l_{s}\in.R$ とする. 次の命題より, $F$ が $C^{r}(\Delta)$

の元であるかどうか判定するためには, 隣接する $\sigma_{i},$ $\sigma_{j}\in\Delta_{d}$ に着目すればよい.

命題 22([3, Corollary 13]). $\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$ と $\Delta$ 上の区分的多項式函数 $F$ があったとす

る. $\sigma_{k}\in\Delta_{d}$ に対して, $f_{k}:=F|_{\sigma_{k}}\in R$ とする. このとき, $F\in C^{r}(\Delta)$ であるため

の必要十分条件は, $\sigma_{i}\cap\sigma_{j}=\tau_{S}\in\Delta_{d-1}^{0}$ なる $\sigma_{i},$ $\sigma_{j}\in\Delta_{d}$ に対して, $f_{i}-f_{j}\in(l_{s}^{r}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

が成り立つことである.

この命題より, $C^{r}(\Delta)$ の元は, 区分的多項式函数 $F=(fi, \ldots, f_{t}),$ $f_{k}:=F|_{\sigma_{k}}\in R$

で, $\sigma_{i}\cap\sigma_{j}=\tau_{s}\in\Delta_{d-1}^{0}$ なる $\sigma_{i},$ $\sigma_{j}\in\Delta_{d}$ に対して, $f_{i}$ と $f_{j}$ の $r$ 階以下の偏導函

数が $\tau_{s}$ 上で一致する (すなわち, $F|_{\sigma_{i}\cup\sigma_{j}}$ が $\sigma_{i}\cup\sigma_{j}$ 上 $C^{r}$ 級である) ものである.

これを拡張したものが mixed spline である.

定義 23. $\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$ と $\alpha=(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{e})\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{e}$ があったとき, 次の性質を満たす函

数 $F:|\Delta|arrow \mathrm{I}\mathrm{R}$ 全体の集合を $C^{\alpha}(\Delta)$ と定義する ( $C^{\alpha}(\Delta)$ の元を面$\mathrm{x}\mathrm{e}\mathrm{d}$ spline と

呼ぶ) :
(1) すべての $\sigma\in\Delta_{d}$ に対して $F|_{\sigma}$ は $R$ の元によって与えられる ;

(2) $\sigma_{i}\cap\sigma_{j}$ $=\tau_{s}\in\Delta_{d-1}^{0}$ なる $\sigma_{i},$ $\sigma_{j}\in\Delta_{d}$ {こ対して, $F|_{\sigma_{i}\cup\sigma_{j}}$ が。$i\cup\sigma_{j}$ 上 $C^{\alpha_{s}}$

級である, すなわち
$F|_{\sigma:}-F|_{\sigma_{j}}\in(l_{s}^{\alpha_{S}+1})$

が成り立つ.

$\alpha_{s}=r(s=1, \ldots, e)$ のとき, 集合 $C^{\alpha}(\Delta)$ は $C^{r}$ spline 全体の集合 $C^{r}(\Delta)$ に一致

することに注意せよ.
また, $C^{r}(\Delta)$ と同様に, $C^{\alpha}(\Delta)$ の元を $t$ 個の $R$ の元の組として $F=(f1, \ldots, f_{t}),$ $f_{i}$ :

$F|_{\sigma_{i}}\in R$ と表すことができる. よって, $C^{\alpha}(\Delta)$ を $R^{t}$ の部分集合と見なすことがで
きる. さら {こ, $(f_{1}, \ldots, f_{t}),$ $(g_{1}, \ldots, g_{t})\in C^{\alpha}(\Delta),$ $g\in R$ [こ対して,

$(f_{1}, \ldots, f_{t})+(g_{1}, \ldots, g_{t})$ $=$ $(f_{1}+g_{1}, \ldots, f_{t}+g_{t})$ ,

$(f_{1}, \ldots, f_{t})\cdot(g_{1}, \ldots, g_{t})$ $=$ $(f_{1}g_{1}, \ldots, f_{t}g_{t})$ ,

$g\cdot(f_{1}, \ldots, f_{t})$ $=$ ($gf_{1},$
$\ldots,$ $g$.f�

なる演算により $C^{\alpha}(\Delta)$ は環の構造をもち, さらに $R^{t}$ の部分加群になる.
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命題 24. $\Delta \mathrm{C}\mathrm{I}\mathrm{R}^{d}$ に対して, $C^{\alpha}(\Delta)$ は階数 $t(\ovalbox{\tt\small REJECT} 7_{d}(\Delta))$ のねじれのない有限生成
$R$ 加群である.

証明 $R$ がネター整域で, $C^{\alpha}(\Delta)\subset R^{t}$ であるので, $C^{\alpha}(\Delta)$ がねじれのない有限生
成 $R$ 加群であることは明らかである. $q_{S}$ をイデアル $(l_{s}^{\alpha_{*}+1})$ の任意の非零元とし,

$q:= \prod_{\tau_{S}\in\Delta_{d-1}^{\mathrm{O}}}q_{S}$

とする. $qR^{t}$ の任意の元 ( $qf_{1},$
$\ldots,$ $q$f�をとる. $\sigma_{i}\cap\sigma_{j}=\tau_{\mathit{8}}\in\Delta_{d-1}^{0}$ なる $\sigma_{i},$ $\sigma_{j}\in\Delta_{d}$

に対して,
$qf_{i}-qf_{j}=q(f_{i}-f_{j})\in(l_{s}^{\alpha.+1})$

が成り立つので, $(qf1, \ldots, qf_{t})\in C^{\alpha}(\Delta)$ である. 従って, $qR^{t}\subset C^{\alpha}(\Delta)$ である.
よって, $F$ を $R$ の商体とすると, $F$ 上のベクトル空間の単射

$qR^{t}\otimes_{R}Farrow C^{\alpha}(\Delta)\otimes_{R}F$,
$C^{\alpha}(\Delta)\otimes_{R}Farrow R^{t}\otimes_{R}F$

が存在する.
$qR^{t}\otimes_{R}F\cong F^{t}$ , $R^{t}\otimes_{R}F\cong F^{t}$

であるので, 単射

$F^{t}arrow C^{\alpha}(\Delta)\otimes_{R}F$,
$.C^{\alpha}(\Delta)\otimes_{R}Farrow F^{t}$

が存在する. よって, $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}C^{\alpha}(\Delta)=\dim_{F}(C^{\alpha}(\Delta)\otimes_{R}F)=t$ である.

さらに, $C^{\alpha}(\Delta)$ を自由 $R$ 加群の間の写像の核と考えることもできる.

定義 2.5. $e\mathrm{x}(t+e)$ 行列 $A(\Delta, \alpha)$ を次のように定義する :

$A(\Delta, \alpha):=(\begin{array}{lllll} l_{1}^{\alpha_{1}+1} \partial(\Delta) \ddots - l_{e}^{\alpha_{\mathrm{C}}+1}\end{array})$

ここで, $\partial(\Delta)$ は, $\tau_{s}=\sigma:\cap\sigma_{j}(i<j)$ のとき $(s, k)$ 成分� $(\Delta)_{sk}$ が

$\partial(\Delta)_{sk}:=\{$

1,
-1,

0,

$k=i$ のとき

$k=j$ のとき

それ以外のとき

によって定義される $e\cross t$ 行列である.
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$M(\Delta, \alpha)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(A(\Delta, \alpha))$ とすると, $M(\Delta, \alpha)$ は $R^{t- l^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}e}$ の部分加群で, $\Delta 3_{-1}$ の順
序付けには依存しない.

命題 26. $\Delta_{d}$ の元の順序付けを任意に固定する. このとき, $C^{\alpha}(\Delta)$ は $R$ 加群とし
て $M(\Delta, \alpha)$ と同型である.

証明 写像 $\psi$ : $M(\Delta, \alpha)arrow C^{\alpha}(\Delta)$ を $\mathrm{f}=(f1, \ldots, f_{t}, \ldots, f_{t+e})\in M(\Delta, \alpha)$ に対
して $\psi(\mathrm{f})=(f1, \ldots, f_{t})$ と定義する. $\mathrm{f}\in M(\Delta, \alpha)$ より $A(\Delta, \alpha)\mathrm{f}=0$ であるので,

$\tau_{s}=\sigma_{i}\cap\sigma_{j}$ $(i<j)$ のとき, $s$ 番目の成分を比較すると

$f_{i}-f_{j}+f_{t+s}l_{s}^{\alpha_{s}+1}=0$

となる. よって, $f_{i}-f_{j}\in(l_{s}^{\alpha_{s}+1})$ となるので, $\psi(\mathrm{f})=(f_{1}, \ldots, f_{t})\in C^{\alpha}(\Delta)$ であ
る. $\psi$ が $R$ 準同型であることは明らかである. また, 任意の $(g_{1}, \ldots, g_{t})\in C^{\alpha}(\Delta)$

に対して
$g_{i}-g_{j}=g_{t+s}l_{s}^{\alpha_{s}+1}$

なる $g_{t+s}\in R$ が存在するので, $\mathrm{g}=(g_{1}, \ldots, g_{t}, -g_{t+1}, \ldots, -g_{t+e})$ とすると, $\mathrm{g}\in$

$M(\Delta, \alpha)$ かつ $\psi(\mathrm{g})=(g_{1}, \ldots, g_{t})$ である. 従って, $\psi$ は全射である. また, $\mathrm{h}=$

$(h_{1}, \ldots, h_{t+e})\in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\psi)$ とすると, $(h_{1}, \ldots, h_{t})--(0, \ldots, 0)$ になり, $A(\Delta, \alpha)\mathrm{h}=$

$0$ より $h_{t+s}=0(s=1, \ldots, e)$ である. よって, $\psi$ は単射でもある. 以上より
$M(\Delta, \alpha)\cong C^{\alpha}(\Delta)$ である. .
この証明より, $C^{\alpha}(\Delta)$ の元は $M(\Delta, \alpha)$ の元を最初から $t$ 個の成分に射影する

こと (こよって得られるものである. 従って, $\mathrm{g}_{i}=(g_{i_{1}}, \ldots, g_{i_{t+e}})(i=1, \ldots, m)$ が
$M(\Delta, \alpha)$ の $R$ 加群としての生成元であるとき, $\mathrm{g}_{i}’=(g_{i_{1}}, \ldots, g_{i_{t}})(i=1, \ldots, m)$ は
$C^{\alpha}(\Delta)$ の $R$ 加群としての生成元である.

例 27. 図 1 の単体的複体 $\Delta\subset \mathrm{R}^{2}$ を考える. $\Delta_{2}$ の元を

$\sigma_{1}$ $:=$ Conv((l, 0), (0, 0), (0, 1)),
$\sigma_{2}$ $:=$ Conv$((0, 1)$ , $(0, 0)$ , (-1, 0) $)$ ,

$\sigma_{3}$ $:=$ Conv((-l, 0), (0, 0), $(0,$ -1)),
$\sigma_{4}$ $:=$ Conv((0,-1), (0, 0), (1, 0))

と順序付け, $\Delta_{1}^{0}$ の元を

$\tau_{1}$ $:=\sigma_{1}\cap\sigma_{2}$ , $\tau_{2}:=\sigma_{2}\cap\sigma_{3}$ ,

$\tau_{3}$ $:=\sigma_{3}\cap\sigma_{4}$ , $\tau_{4}:=\sigma_{1}\cap\sigma_{4}$
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図 1:

と順序付ける. $\alpha=(1,2,3,4)$ とする. このとき,

$A(\Delta, \alpha)=(\begin{array}{lllllll}1-\mathrm{l} 0 0 x^{2} 0 0 001 -1 0 0 y^{3} 0 000 1 -1 0 0 x^{4} 00\mathrm{l} 0 -1 0 0 0 y^{5}\end{array})$

となり, $M(\Delta, \alpha)$ の生成元として

$\mathrm{g}_{1}$ $=$ $(\cdot 1,1,1,1,0,0,0,0)$ ,

g2 $=$ $(0, x^{4}, x^{4},0, x^{2},0, -1,0)$ ,
$\mathrm{g}_{3}$ $=$

.
$(y^{5}, y^{5},0,0,0, -y^{2},0, -1)$ ,

$\mathrm{g}_{4}$ $=$ $(0, x^{2}y^{3},0,0, y^{3}, -x^{2},0,0)$

を得ることができる (こ $*1$

.
は Macaulay などで計算できる). よって, $C^{\alpha}(\Delta)$ は

$\mathrm{g}_{1}’$ $=$ $(1,1,1,1)$ ,
$\mathrm{g}_{2}’$ $=$ $(0, x^{4}, x^{4},0)$ ,
$\mathrm{g}_{3}’$ $=$ $(y^{5}, y^{5},\cdot 0,0)$ ,
$\mathrm{g}_{4}’$ $=$ $(0, x^{2}y^{3}.’ 0,0)$

によって生成される.

整数 $k\geq 0$ に対して集合 $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ を

$C_{k}^{\alpha}(\Delta):=\{(f!’\ldots, f_{t})\in C^{\alpha}(\Delta) : \mathrm{d}.\mathrm{e}\mathrm{g}f_{1}$. $\leq k, i=1, \ldots, t\}$
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と定義する. $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ は $C^{\alpha}(\Delta)$ の $\mathrm{R}$ 上の有限次元部分ベクトル空間である. このベ
クトル空間の次元や基底を組合せ論的に決定することはスプライン理論における重
要な問題の一つである. 実際には, ベクトル空間 $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ を研究する代わりに, こ

のベクトル空間と同型で, しかも扱いやすい別のベクトル空間を研究することが多
い. そこで, 本節の残りは, ベクトル空間 $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ を研究する代わりにどのような
ベクトル空間が考察されているかを説明する.
そのために, まず $\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$ に対して, 次元 $d+1$ の単体的複体 $\hat{\Delta}\subset \mathrm{R}^{d+1}$ を次の
ように定義する. $\Delta$ を $\mathrm{R}^{d+1}$ の超平面 $x_{d+1}=1$ に埋め込み, 原点を頂点とする $\Delta$

上の錐を $\hat{\Delta}\subset \mathrm{R}^{d+1}$ とする. すなわち, $\hat{\Delta}$ は複体 $\Delta\cup\{\hat{\sigma} : \sigma\in\Delta\}\cup\{0\}$ である.

ここで, $\hat{\sigma}$ は $\sigma$ と $\mathrm{R}^{d+1}$ の原点 0 との凸閉包を表す. このようにして $\hat{\Delta}\subset \mathrm{R}^{d+1}$ を

定義すると, $\hat{\Delta}\subset \mathrm{R}^{d+1}$ は $\hat{\Delta}$ とそのすべての link が pseudomanifold である $d+1$

次元単体的複体になる. 従って, $\hat{\tau}_{s}$ に $\tau_{s}$ と同じ非負整数 $\alpha_{s}$ をあてがい, $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ を

構成することができる. このとき, $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ は階数 $t(=f_{d+1}(\hat{\Delta})=f_{d}(\Delta))$ のねじれ

のない有限生成 $\hat{R}:=\mathrm{R}[x_{1}, \ldots, x_{d+1}]$ 加群になる. 一般に, この加群は $C^{\alpha}(\Delta)$ より

も扱いやすい. 以下, その理由を説明する. まず次のような概念を定義しておく.

定義 28. $\Delta_{d}$ のすべての元に含まれる $\Delta$ の頂点 $v$ が存在するとき, $\Delta$ は central
であると言う.

この定義より, $\hat{\Delta}$ は常に central である.

命題 29. $\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$ が central であるとき, $C^{\alpha}(\Delta)$ は次数付 $R$ 加群である.

証明 $v\in\triangle$ を $\Delta_{d}$ のすべての元に含まれる頂点とする. 一般性を欠くことなく $v$ が

原点であると仮定してよい. $F=(f_{1}, ..\cdot. , f_{t})\in C^{\alpha}(\Delta)$ に対して, $F_{k}=(f_{1,k}, \ldots, f_{t,k})$

を $F$ の次数 $k$ の斉次部分とする. $C^{\alpha}(\Delta)$ が次数付 $R$ 加群であることを示すためには,
$F_{k}\in C^{\alpha}(\Delta)$ であることを示せば十分である. $F\in C^{\alpha}(\Delta)$ より, $\sigma_{i}\cap\sigma_{j}=\tau_{s}\in\Delta_{d-1}^{0}$

なる $\sigma_{i},$ $\sigma_{j}\in\Delta_{d}$ (こ対して, $f_{i}-f_{j}\in(l_{s}^{\alpha_{s}+1})$

.
となる. $\tau_{s}$ は $v$ を含んでいるので, $l_{s}$

は斉次多項式である. よって, $(l_{s}^{\alpha_{s}+1})$ は斉次イデアルである. これより, $f_{i}-f_{j}$ の’

すべての斉次部分も $(l_{s}^{\alpha_{s}+1})$ の元である. よって, $f_{i,k}-f_{j,k}=(f_{i}-f_{j})_{k}\in(l_{s}^{\alpha_{s}+1})$

となるので, $F_{k}\in C^{\alpha}(\Delta)$ である. 1

この命題より, $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ は常に次数付 $\hat{R}$ 加群になり, 従って $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ は $C^{\alpha}(\Delta)$ よ

り扱いやすい. しかし, $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ が研究されるのは, 単に $C^{\alpha}(\Delta)$ より扱いやすいか
らだけではなく, 次の命題 2.10 が述べているように, $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ の $\dot{\mathrm{A}}\backslash$数 $k$ の斉次部分

$C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}:=\{(f_{1}, \ldots, f_{t})\in C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ : $\deg f_{i}=k,$ $i=1,$ $\ldots,$
$t\}$

が $\mathrm{R}$ 上のベクトル空間として $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ と同型であるからである.
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命題を証明するために, 幾つか記号を定義しておく. $f\in R$ に対して $f$ の斉次化
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\in\hat{R}$ を

$hf(x_{1}, \ldots, x_{d}, x_{d+1}):=x_{d+1}^{\partial f}f(x_{1}/x_{d+1}, \ldots, x_{d}/x_{d+1})$

によって定義する. ここで, $\partial f$ は $f$ の総次数である. 同様にして, $F=(f_{1}, \ldots, f_{t})\in$

$R^{t}$ の斉次化 $hF\in\hat{R}^{t}$ を

$hF=h(f_{1}, \ldots, f_{t}):=$ ( $x_{d+1}^{\partial F-\partial f_{1}}(^{h}f_{1}),$

$\ldots$ , x3+F可 ft $(^{h}f_{t})$ )

によって定義する. ここで, $\partial F:=\max\{\partial f_{1}, \ldots, \partial f_{t}\}$ である. 逆に, $h\in\hat{R}$ に

対して, $h(1):=h(x_{1}, \ldots, x_{d}, 1)$ とし, さら [こ $H=(h_{1}, \ldots, h_{t})\in\hat{R}^{t}$ [こ対して,

$H(1):=(h_{1}(1), \ldots, h_{t}(1))$ とする. さら [こ, $l_{\tau_{\epsilon}}:=l_{s}h\in\hat{R}$ を $\hat{\tau}_{s}$ を含むアフイン超
平面を定義する斉次一次多項式とする.

命題 210. $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ は $\mathrm{R}$ 上のベクトル空間として $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$ と同型である.

証明 二つのベクトル空間 $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k},$ $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ の間の写像

$\varphi:C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}arrow C_{k}^{\alpha}(\Delta)$

を $\varphi(H)=H(1)$ こよって定義する. この定義より, $\varphi$ が $\mathrm{R}$ 線型写像になることは
明らかである.
$\varphi$ が well defined : $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$ の任意の元 $H=(h_{1},$ $\ldots$ , h�があったとき, $\hat{\sigma}_{i}$ 寡� j $=$

$\hat{\tau}_{s}\in\hat{\Delta}_{d}^{0}$ なる�:, $\hat{\sigma}_{j}\in\hat{\Delta}_{d+1}$ に対して, $h_{i}-h_{j}\in((^{h}l_{s})^{\alpha_{s}+1})$ が成り立つ. このとき,

$h_{:}(1)-hj(1)=(h:-hj)(1)\in(l_{s}^{\alpha_{*}+1})$

であるので, $H(1)\in C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ である. 従って, $\varphi$ は well defined である.
$\varphi$ が全射 : $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ の元 $F=(f_{1}, \ldots, f_{t})$ に対して, $n:= \max\{\deg f_{1}, \ldots, \deg f_{t}\}$

とする ($n\leq k$ である). このとき, $hF$ は $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ の斉次元で, 各成分の総次数は $n$

であるので, $x_{d+1}^{k-n}(^{h}F)\in C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$ となる. さら [こ, $(x_{d+1}^{k-n}(^{h}F))(1)=F$ であるので,
$\varphi(x_{d+1}^{k-n}(^{h}F))=F$ となる. 従って, $\varphi$ は全射である.
$\varphi$ が単射 : $\varphi(H)=H(1)=(0, \ldots, 0)$ のとき, すべての $i$ に対して $h_{i}(1)=0$ で

ある. 従って, すべての $i$ に対して $h_{:}$ は $x_{d+1}-1$ で割り切れる. 一方, 各 $h_{i}$ は

斉次多項式である. 従って, すべての $i$ に対して $h_{\dot{\mathrm{t}}}=0$ でなければならない. よっ
て, $H=(0, \ldots,0)$ となり, $\varphi$ が単射であることが従う. 1

命題 29 より, $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ は次数付 $\hat{R}$ 加群であるので, $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$ のほうが扱いやす
く, しかも命題 2.10 より, $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$ の次元や基底を計算したり組合せ論的に特徴付
けたりすれば, それは $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ の次元や基底を計算したり組合せ論的に特徴付けた
りすることになる. このことから, $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ を研究する代わりに $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$ がよく研究
されるのである.
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3 加群におけるグレブナー基底と次元計算
本節では, グレブナー基底の理論を使って $\mathrm{R}$ 上のベクトル空間としての $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$

の次元や基底 (従って, $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ の次元や基底) を計算する方法について述べる. そ
こで, $R^{t}(R:=\mathrm{R}[x_{1}, \ldots, x_{d}])$ の部分加群に対するグレブナー基底の理論について
少し触れておく. 詳細については [5] を参照せよ.

$R^{t}$ の単項式とは $m\mathrm{e}_{i}$ ($m\in R$ は単項式で, $\mathrm{e}_{i}$ は $R^{t}$ の標準基底ベクトルである)

なる形の元である. $R^{t}$ の単項式上の順序関係 $>$ が単項式順序であるとは,

(1) $>$ は全順序である ;

(2) $\mathrm{m},$
$\mathrm{n}\in R^{t}$ が $\mathrm{m}>\mathrm{n}$ を満たす単項式であるとき, $R$ の任意の単項式 $u$ に

対して $u\cdot \mathrm{m}>u\cdot \mathrm{n}$ が成り立つ ;

(3) $>$ は整列順序である

を満たすときに言う. 最も一般的で有益な $R^{t}$ 上の単項式順序は $R$ 上の単項式順序

を拡張することによって得られるものである. 例えば, $R$ 上の単項式順序 $>$ を一つ

固定する. $R^{t}$ の標準基底ベクトル $\mathrm{e}_{i}$ の順序付けを固定する. このとき,

$m\mathrm{e}_{i}>_{TOP}n\mathrm{e}_{j}$

$\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}m>n$ または「 $m=n$ かつ $\mathrm{e}_{i}>\mathrm{e}_{j}$ 」,

$m\mathrm{e}_{i}>_{POT}n\mathrm{e}_{j}$
$\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}\mathrm{e}_{i}>\mathrm{e}_{j}$ または $\lceil_{\mathrm{e}_{i}=\mathrm{e}_{j}}$ 力 ‘つ $m>n$ 」

と定義すると, $>_{TOP},$ $>_{POT}$ はともに $R^{t}$ 上の単項式順序である.
$R^{t}$ 上の単項式順序 $>$ を一つ固定する. $R^{t}$ の部分加群 $M$ の元 $\mathrm{f}\neq 0$ に対して,

$\mathrm{f}$ に現れる単項式のなかで $>$ に関して最大のものを $in_{>}(\mathrm{f})$ と表し, 集合 { $in>(\mathrm{f})$ :
$\mathrm{f}\in M\}$ によって生成される $R^{t}$ の部分加群を $in_{>}(M)$ と表すことにする. $M$ の有

限集合 $G=\{\mathrm{g}_{1}, \ldots, \mathrm{g}_{s}\}$ が $M$ の $>$ に対するグレブナー基底であるとは,

$in_{>}(M)=(in_{>}(\mathrm{g}_{1}), \ldots, in_{>}(\mathrm{g}_{s}))$

が成り立つときに言う. 次の命題が, 加群に対するグレブナー基底の理論と $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$

の次元計算との橋渡し役になる.

命題 31([12, Theorem 43]). $M$ を $R^{t}$ の部分加群とする ($t=1$ のときはイデア

ルにすぎない). $R^{t}$ 上の単項式順序 $>$ を一つ固定する. $G=\{\mathrm{g}_{1}, \ldots, \mathrm{g}_{s}\}$ を $M$ の

有限集合とする. このとき, 次の条件は同値である :

(1) $G$ は $M$ の $>$ に対するグレブナー基底である ;
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(2) 集合

$\Gamma:=\{m\mathrm{g}_{i}$ : $in_{>}(\mathrm{g}_{j})\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{h}in_{>}(m\mathrm{g}_{i})\text{を}\#\mathrm{I}\text{り}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\tilde{\mathrm{b}}fS1^{\cdot})m\in Rt\mathrm{h}\text{単項式て^{}\backslash }\backslash ,l\mathrm{f}\text{意の}j<i|^{>}\lambda 1\backslash$

して
$\}$

は $M$ の $\mathrm{R}$ 上のベクトル空間と火ての基底を成す.

以下, 加群におけるグレブナー基底の理論を使って $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$ の次元や基底, すな
わち $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ の次元や基底を計算する方法を説明する. $\hat{R}:=\mathrm{R}[x_{1}, \ldots, x_{d+1}],$ $t:=$

$f_{d}(\Delta)=f_{d+1}(\hat{\Delta})$ とする. このとき, $\hat{\Delta}$ は central であるので, 命題 29 より $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$

は $\hat{R}^{t}$ の次数付部分加群である. よって, $\hat{R}^{t}$ 上の単項式順序をーっ固定し, 固定
した単項式順序に対する $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ のグレブナー基底 $G=\{\mathrm{g}_{1}, \ldots, \mathrm{g}_{s}\}$ を計算するこ
とができる (グレブナー基底を計算するためのブックバーガーのアルゴリズムにつ
いては [5] を参照せよ). $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ は次数付加群であるので, $G$ の各元は斉次元であ
ると仮定してもよい ( $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ の生成集合として斉次元から成るものがとれ, そこか
らブックバーガーのアルゴリズムを使って計算したグレブナー基底は斉次元から成
る). このグレブナー基底 $G$ から, 命題 3.1 の (2) の集合 $\Gamma$ を構成すると, 集合 $\Gamma$

の各元も斉次元である. このとき, 整数 $k\geq 0$ に対して,

$\Gamma_{k}:=\{\mathrm{f}\in\Gamma:\deg \mathrm{f}=k\}$

と定義すると, 集合 $\Gamma_{k}$ は $\mathrm{R}$ 上のベクトル空間としての $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$ の基底を成す.
(従って,

$\Gamma_{k}(1):=\{\mathrm{f}(1) : \mathrm{f}\in\Gamma\}$

は $\mathrm{R}$ 上のベクトル空間としての $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ の基底を成す.)

図 2:
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例 32. 図 2 の単体的複体 $\Delta\subset \mathrm{R}^{2}$ を考える. $\Delta_{1}^{0}$ の元を

$\tau_{1}$ $:=\sigma_{1}\cap\sigma_{2}$ , $\tau_{2}:=\sigma_{2}\cap\sigma_{3}$,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$
$:=\sigma_{3}\cap\sigma_{4}$ , $\tau_{4}:=\sigma_{4}\cap\sigma_{5}$ ,

$\tau_{5}$ $:=\sigma_{2}\cap\sigma_{4}$ , $\tau_{6}:=\sigma_{1}\cap\sigma_{5}$

と順序付ける. また, $v_{1},$ $v_{2},$ $v_{3},$ $w,$ $v$ の座標をそれぞれ $(2, 0)$ , (-1, 1), $(-1,$ $-1)$ ,
$(0, 0)$ , $(1, 0)$ と定めておく. $\alpha=(1,1,1,1,0,1)$ とする. $\hat{R}:=\mathrm{R}[x, y, z]$ とすると,
$C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ は $\hat{R}^{5}$ の部分加群である. $\hat{R}^{5}$ の標準基底ベクトルを $\mathrm{e}_{5}>\mathrm{e}_{4}>\mathrm{e}_{3}>\mathrm{e}_{2}>\mathrm{e}_{1}$

と順序付け, $\hat{R}^{5}$ の単項式順序として, $x>y>z$ から導かれる逆辞書式順序 >re。

の TOP 拡張 $>$ を選ぶ. このとき, この単項式順序に対する $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ のグレブナー

基底として,

$\mathrm{g}_{1}=(x^{2}y^{2}+4xy^{3}+4y^{4}-2xy^{2}z-4y^{3}z+y^{2}z^{2})\mathrm{e}_{1}$ ,

$\mathrm{g}_{2}=(-2xy^{2}-3y^{3}+4y^{2}z)\mathrm{e}_{1}$

$+(x^{2}y+2xy^{2}+y^{3}+ \frac{1}{8}x^{2}z-\frac{3}{2}xyz+\frac{1}{2}y^{2}z-\frac{1}{4}xz^{2}+\frac{1}{2}yz^{2}+\frac{1}{8}z^{3})\mathrm{e}_{2}$

$+( \frac{3}{8}x^{2}z-xyz+\frac{3}{4}y^{2}z-\frac{1}{4}xz^{2}+\frac{1}{2}yz^{2}+\frac{1}{8}z^{3})\mathrm{e}_{3}$

$+( \frac{1}{8}x^{2}z-\frac{1}{2}xyz+\frac{1}{2}y^{2}z-\frac{1}{4}xz^{2}+\frac{1}{2}yz^{2}+\frac{1}{8}z^{3})\mathrm{e}_{4}$ ,

$\mathrm{g}_{3}=-4xy^{2}\mathrm{e}_{1}-4xy^{2}\mathrm{e}_{2}+(x^{2}y-2xy^{2}+y^{3})\mathrm{e}_{3}$ ,

g4 $=4y^{3}\mathrm{e}_{1}+4y^{3}\mathrm{e}_{2}+(x^{3}-3xy^{2}+2y^{3})\mathrm{e}_{3}$ ,

$\mathrm{g}_{5}=(-2xy^{2}+3y^{3}+4y^{2}z)\mathrm{e}_{1}$

$+(-2xy^{2}+3y^{3}- \frac{1}{8}x^{2}z-\frac{1}{2}xyz+\frac{7}{2}y^{2}z+\frac{1}{4}xz^{2}+\frac{1}{2}yz^{2}-\frac{1}{8}z^{3}.)\mathrm{e}_{2}$

$+(-2xy^{2}+3y^{3}- \frac{3}{8}x^{2}z-xyz+\frac{13}{4}y^{2}z+\frac{1}{4}xz^{2}+\frac{1}{2}yz^{2}-\frac{1}{8}z^{3})\mathrm{e}_{3}$

$+(x^{2}y-4xy^{2}+4y^{3}- \frac{1}{8}x^{2}z-\frac{3}{2}xyz+\frac{7}{2}y^{2}z+\frac{1}{4}xz^{2}+\frac{1}{2}yz^{2}-\frac{1}{8}z^{3})\mathrm{e}_{4}$ ,

$\mathrm{g}_{6}=28y^{3}\mathrm{e}_{1}+(x^{3}-12xy^{2}+12y^{3}-3x^{2}z+12y^{2}z+3xz^{2}-z^{3})\mathrm{e}_{2}$

$+(-9xy^{2}+14y^{3}-3x^{2}z+12y^{2}z+3xz^{2}-.z^{3})\mathrm{e}_{3}$

$+(x^{3}-12xy^{2}+16y^{3}-3x^{2}z+12y^{2}z+3xz^{2}-z^{3})\mathrm{e}_{4}$ ,

$\mathrm{g}_{7}=\mathrm{e}_{1}+\mathrm{e}_{2}\dotplus \mathrm{e}_{3}+\mathrm{e}_{4}+\mathrm{e}_{5}\backslash$

が得られる (これは Macaulay を使って計算した). このとき,

$in_{>}(\mathrm{g}_{1})$ $=x^{2}y^{2}\mathrm{e}_{1}$ , $in_{>}(\mathrm{g}_{2})=x^{2}y\mathrm{e}_{2}$ ,
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$in_{>}(\mathrm{g}_{3})$ $=$ $x^{2}y\mathrm{e}_{3}$ , $in_{>}(\mathrm{g}_{4})=x^{3}\mathrm{e}_{3}$ ,
$in_{>}(\mathrm{g}_{5})$ $=$ $x^{2}y\mathrm{e}_{4}$ , $in_{>}(\mathrm{g}_{6})=x^{3}\mathrm{e}_{4}$ ,
$in_{>}(\mathrm{g}_{7})$ $=$ $\mathrm{e}_{5}$

である. よって, $k=0,1,2,3$ のとき

$\Gamma_{0}$ $=$ $\{\mathrm{g}_{7}\}$ ,
$\Gamma_{1}$ $=$ $\{x\mathrm{g}_{7}, y\mathrm{g}_{7}, z\mathrm{g}_{7}\}$ ,
$\Gamma_{2}$ $=$ $\{x^{2}\mathrm{g}_{7}, xy\mathrm{g}_{7}, y^{2}\mathrm{g}_{7}, xz\mathrm{g}_{7}, yz\mathrm{g}_{7}, z^{2}\mathrm{g}_{7}\}$ ,
$\Gamma_{3}$ $=$ $\{\mathrm{g}_{2},$

$\mathrm{g}_{3},$ $\mathrm{g}_{4},$ $\mathrm{g}_{5},$ $\mathrm{g}_{6},$
$x^{3}\mathrm{g}_{7},$ $x^{2}y\mathrm{g}_{7},$ $xy^{2}\mathrm{g}_{7}$ ,

$y^{3}\mathrm{g}_{7},$ $x^{2}z\mathrm{g}_{7},$
$xyz\mathrm{g}_{7},$

$y^{2}z\mathrm{g}_{7},$ $xz^{2}\mathrm{g}_{7},$ $yz^{2}\mathrm{g}_{7},$ $z^{3}\mathrm{g}_{7}\}$

となるので, $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{0},$ $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{1},$ $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{2},$ $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{3}$ の次元はそれぞれ 1, 3, 6, 15 であ
る. 同様にして考えると, $k\geq 0$ のとき

dim、$C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}=(k +22)+3\cdot(k -12)+(k -22)+2\cdot(k -2\mathrm{l})$

となる.

Geramita, Schenck [6] は $d=2$ のとき, すなわち , $\Delta\subset \mathrm{R}^{2}$ が $\Delta$ とそのすべ
ての link が pseudomanifold である 2 次元単体的複体であるとき, 十分大きな整数
$k\gg \mathrm{O}$ に対する $\mathrm{R}$ 上のベクトル空間としての $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$ の次元 (すなゎち $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$

の次元) を与える組合せ論的な公式を得た. 本節の残りは, Geramita, Schenck [6]
の結果を紹介し, 先ほどの例 32 に対して, グレブナー基底の手法にょる計算の結
果と比べてみる.

$\hat{\tau}_{j}$ を含む平面を定義する斉次一次多項式を $l_{\tau_{j}}\in\hat{R}:=\mathrm{R}[x, y, z]$ とする. 各内部
頂点 $v:\in\Delta_{0}^{0}$ に対して, 集合

$H_{v}.\cdot:=\{l_{\tau_{j}^{j}}^{\alpha+1} : \tau_{j}\in\Delta_{1}^{0}, v:\in\tau_{j}\}$

を考える. $v_{i}$ を原点に平行移動してもよく, この集合の各元は $R:=\mathrm{R}[x, y]$ の斉次
一次多項式であると仮定してよいことに注意する. 集合 $H_{v}.\cdot$ が生成する $R$ のイデア
ルを J(v�と表すことにする. このとき, 次の命題を使って $H_{v}.\cdot$ から余分な元を取
り除くことによって J(v�の極小生成集合 $\{l_{\tau_{1}}^{\beta_{1}}.\cdot.\cdot, \ldots, l_{\tau_{*}}^{\beta_{j_{*}}}\dot{.}.\cdot\cdot.\}$ を得ることができる (こ
こで, $\beta_{\dot{l}_{j}}:=\alpha_{1j}.+1$ である).
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命題 33([6, Corollary 25]). $h_{1},$
$\ldots,$

$h_{S}\in R$ を pairwise linearly independent な $s$

個の斉次一次多項式とし, $0<c_{1}\leq c_{2}\leq\cdots\leq c_{s}$ を整数とする. このとき, $m\geq 2$

に対して
$h_{m+1}^{c_{m+1}} \not\in(h_{1}^{c_{1}}, \ldots, h_{m}^{c_{m}})\Leftrightarrow c_{m+1}\leq\frac{\sum_{p=1}^{m}c_{p}-m}{m-1}$

である.

さらに,

$\Omega_{i}$ $:=$ $\lfloor\dot{.}\frac{\sum_{p=1}^{s}\beta_{i_{\mathrm{p}}}-s_{i}}{s_{i}-1}\rfloor+1$ ,

$a_{i}$ $:= \sum_{p=1}^{s}.\beta_{i_{\mathrm{p}}}+(1-s_{i})\cdot\Omega_{i}$ ,

$b_{i}$ $:=$ $s_{i}-1-a_{i}$

とおき, $\beta^{i}:=(\beta_{i_{1}}, \ldots, \beta_{i_{s}})$

: とする. Geramita, Schenck [6] の結果は次のとおりで

ある.

定理 34([6, Theorem 43]). $\Delta\subset \mathrm{R}^{2}$ を $\Delta$ とそのすべての link 力 $\backslash$

’ pseudomanifold
である 2 次元単体的複体とし,

$L(\Delta, \alpha, k)$

$:=(f_{2}-f_{1}^{0}+f_{0}^{0}) \cdot(k +22)+ \sum_{j=1}^{f_{1}^{\mathrm{O}}}(\begin{array}{llll}k +2- \alpha_{j} -1 2 \end{array})$

$- \sum_{i=1}^{f_{0}^{0}}\{\sum_{\beta_{i_{p}}\in\beta}\dot{.}(\begin{array}{lll}k +2- \beta_{i_{\mathrm{p}}} 2 \end{array})-a_{i} \cdot(\begin{array}{lll}k +2- \Omega_{i}-1 2 \end{array})-b_{i} \cdot(\begin{array}{lll}k +2- \Omega_{i} 2 \end{array}) \}$

とする. このとき, すべての整数 $k\geq 0$ に対して, $\dim_{\mathrm{R}}C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}\geq L(\Delta, \alpha, k)$ で

あり, 十分大きな整数 $k\gg \mathrm{O}$ に対して

$\dim_{\mathrm{R}}C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}=L(\Delta, \alpha, k)$

が成り立つ.

例 32 と同じ単体的複体 $\Delta\subset \mathrm{R}^{2}$ を考え, $\alpha=(1,1,1,1,0,1)$ とする. 例 32 で

計算したように, 整数 $k\geq 0$ に対して

$\dim_{1\mathrm{R}}C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}=(k +22)+3\cdot(k -12)+(k -22)+2\cdot(k -21)$
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となる. 一方,

$J(w)$ $=$ $(l_{\tau_{5}},$ $l_{\tau_{2}}^{2},$ $l_{\tau_{3}}^{2})$ ,

$J(v)$ $=$ $(l_{\tau_{5}},$ $l_{\tau_{1}}^{2},$ $l_{\tau_{4}}^{2},$ $l_{\tau_{6}}^{2})$

であるので, 命題 33 を適用すると, $J(w),$ $J(v)$ の極小生成集合として, たとえば
$\{l_{\tau_{5}}, l_{\tau_{2}}^{2}\},$ $\{l_{\tau_{5}}, l_{\tau_{1}}^{2}\}$ をそれぞれ得ることができる. よって, いずれの場合も $\Omega_{i},$

$a_{i},$
$b_{i}$

の値はそれぞれ 2, 1, 0 である. 従って,

$L(\Delta, \alpha, k)=(k +22)-(k +12)+3\cdot(\begin{array}{l}k2\end{array})+2\cdot(k -12)$

となる. $$れより, $k=1$ のとき $\dim_{\mathrm{R}}C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{1}=3,$ $L(\Delta, \alpha, 1)=2$ であるので,
$\dim_{\mathrm{R}}C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{1}>L(\Delta, \alpha, 1)$ となる. $k=0,$ $k\geq 2$ のときはグレブナー基底の手法を
使った方法によって計算した $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$ の次元と $L(\Delta, \alpha, k)$ の値とが一致する. 従っ
て, この例に関しては $k\neq 1$ のときは $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$ の次元を組合せ論的に求めることが
できる.

4reduced basis と次元計算
本節では, reduced basis を使った次元計算の方法を概説する. $R:=\mathrm{R}[x_{1}, \ldots, x_{d}]$

とする. $\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$ が central であるとき, 命題 29 より $C^{\alpha}(\Delta)$ は次数付 $R$ 加群で
ある. よって, $C^{\alpha}(\Delta)$ が自由加群であるとき, (斉次元がら成る) $R$ 加群としての基
底から $-C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ の $\mathrm{R}$ 上のベクトル空間としての基底を表すことは簡単で, 従って,
$C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ の次元を容易に計算できる.

$C^{\alpha}(\Delta)$ が次数付加群でない場合に, 上述の斉次元から成る基底に類似するような
基底を考える. $\mathrm{f}=(f_{1}, \ldots, f_{t})\in R^{t}$ のとき, degf を五, . . ., $f_{t}$ の総次数の最大値
とする.

定 $\mathrm{g}$ 4.1. 任意の自由 $R$ 加群 $N\subset R^{t}$ こ対して, $G=\{\mathrm{g}_{1}, \ldots, \mathrm{g}_{n}\}$ が $N$ の reduced
basis であるとは, $G$ が $N$ の $R$ 加群としての基底で, $N$ の任意の元 $\mathrm{f}$ が

$\mathrm{f}=.\sum_{1=1}^{n}a:\mathrm{g}_{i}$ , $a_{i}\in R,$ $\deg(a:\mathrm{g}_{i})\leq\deg \mathrm{f}$ $(1\leq i\leq n)$

と表されるときに言う.
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自由 $R$ 加群 $N$ が次数付加群であるとき, $N$ の (斉次元から成る) $R$ 加群として
の基底は reduced basis になることに注意せよ.
次の命題は reduced basis を使って $N_{k}:=\{\mathrm{f}\in N : \deg \mathrm{f}\leq k\}$ の $\mathrm{R}$ 上のベクト

ル空間としての基底を構成できることを述べている.

命題 42([4, Proposition 62]). 階数 $t^{-}$ の $R$ 加群 $N\subset R^{t}$ があったとき, $G=$

$\{\mathrm{g}_{1}, \ldots, \mathrm{g}_{t}\}$ が $N$ の reduced basis であるための必要十分条件は, 各整数 $k\geq 0$ に

対して,
$G_{k}:=\{u\mathrm{g}_{i}$ : $1\leq i\leq t,$ $u\in R$ {ま単項式で, $\deg(u\mathrm{g}_{i})\leq k$ }

が $\mathrm{R}$ 土のベクトル空間としての $N_{k}$ の基底を成すことである.

この命題より, $C^{\alpha}(\Delta)$ が自由 $R$ 加群であるとき, $C^{\alpha}(\Delta)$ の reduced basis を求
めることができれば, $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ の $\mathrm{R}$ 上のベクトル空間としての次元を決定すること
ができる.

ここで, 問題点が幾つかある. 第一に, どのようなときに $C^{\alpha}(\Delta)$ が自由 $R$ 加群
になるか, ということである. 実は, $C^{\alpha}(\Delta)$ が自由 $R$ 加群になるための $\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$

や $\alpha\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{e}$ の組合せ論的特徴付けは一般には未解決で, この問題も $C_{k}^{\alpha}(\Delta)$ の次元
や基底の組合せ論的特徴付けと同様, スプ $\overline{7}$

.
イン理論における重要な問題のーっで

ある. 一般の場合には完全には特徴付けられていないが, 次の命題より, スプライ
ン理論でよく研究される $d=2$ の場合に関しては $C^{\alpha}(\Delta)$ が自由 $R$ 加群になること
がわかる.

命題 43. $C^{\alpha}(\Delta)$ の射影次元は高々 $d-2$ である.

証明 命題 26 より $C^{\alpha}(\Delta)\cong M(\Delta, \alpha)$ である. $N(\Delta, \alpha):=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(A(\Delta, \alpha))$ と

する $(A(\triangle, \alpha)$ は第 2 節で定義した行列である). このとき,

$0arrow M(\Delta, \alpha)arrow R^{t}\oplus(_{i=1}\oplus^{e}R(-\alpha_{i}-1))arrow R^{e}arrow N(\Delta, \alpha)arrow 0$

なる完全系列を得る. ここで, $t=f_{d}(\Delta),$ $e=f_{d-1}^{0}(\Delta)$ である. $M(\Delta, \alpha)$ は $N(\Delta, \alpha)$

の第 2 シチジー加群で, $N(\Delta, \alpha)$ の射影次元力塙々 $d$ であることから, $M(\Delta, \alpha)$

の射影次元は高々 $d-2$ である. よって, $C^{\alpha}(\Delta)$ の射影次元は高々 $d-2$ である

この命題より, $d=2$ のとき, $\Delta\subset \mathrm{R}^{2}$ に対して $C^{\alpha}(\Delta)$ の射影次元は 0 である.
よって, $C^{\alpha}(\Delta)$ は自由 $R$ 加群になる.
また, $d$ が 3 以上の場合についても, $C^{\alpha}(\Delta)$ が自由 $R$ 加群になるための十分条

件となる $\Delta$ の特徴付けが得られている. これは, $C^{r}(\Delta)$ の場合に [8] で用いられる
手法を使って証明されている. ここでは, その結果について紹介する. まず, 次の
概念を準備しておく.
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定義 44. $\Delta \mathrm{c}\mathrm{E}^{d}$ の双対グラフ $G_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ とは, $\Delta$, の元に対応する頂点と, 隣接する $d$

面のペアに対応する辺を持つグラフのことである.

$\sigma_{2}$
$\sigma_{1}$

$\sigma_{3}$ $\sigma_{4}$

図 3:

たとえば, 例 27 の単体的複体の双対グラフは図 3 のようになる. 定義より,
$\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$ の双対グラフ $G_{\Delta}$ は連結である.

$\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$ があったとき, $\Delta_{d-1}^{0}$ の元を $\tau_{1},$
$\ldots,$

$\tau_{e}(e=f_{d-1}^{0}(\Delta))$ と順序付ける. さ

らに, $\Delta_{d}$ の元 (つまり, $G_{\Delta}$ の頂点) を $\sigma_{1},$
$\ldots,$

$\sigma_{t}(t=f_{d}(\Delta))$ と順序付ける. この

順序付けによって G。の辺の向き付けが得られる. $e:=e(\tau_{1}.)=jk$ が $G_{\Delta}$ の頂点 $\sigma_{j}$

から $\sigma_{k}$ への有向辺であるとき, $l_{e}$: を $\tau_{\dot{l}}=\sigma_{j}\cap\sigma_{k}\in\Delta_{d-1}^{0}$ を含むアフイン超平面を
定義する一次多項式とする. 慣習により, 逆の向き付けを持つ辺 $-e:=-e(\tau_{i})=kj$

に対して $l_{-e}=-:l_{e}$: とする. $\mathrm{C}$ を $G_{\Delta}$ のサイクルの集合とする.

定義 4.5. $\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$ に対して, $R^{e}$ の部分加群 $B^{\alpha}(\Delta)$ を

$B^{\alpha}(\Delta):=\{$ ( $h_{1},$
$\ldots$ , he)\in I架: $\mathrm{f}\mathrm{f}\text{意}.\text{の}.\theta.\cdot \text{イ}.\text{ク}J\mathrm{s}c\Sigma_{e.\in c}h_{1}l_{e}^{\alpha.+1}\cdot=0\in C$

に対して
$\}$

によって定義する.

定理 46. $\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$ に対して, $C^{\alpha}(\Delta)$ は $R$ 加群として $B^{\alpha}(\Delta)\oplus R$ と同型である.

証明 任意の $\mathrm{f}=(f_{1}, \ldots, f_{t})\in C^{\alpha}(\Delta)$ と $\tau_{i}=\sigma_{j}$ 寡 $\sigma_{k}\in\Delta_{d-1}^{0}$ に対して, $f_{j}$ -

$f_{k}=h_{:}l_{e}^{\alpha_{j}+1}\dot{.}$ となる $h_{:}\in R$ が存在する. 写像 $\varphi$ : $C^{\alpha}(\Delta)arrow B^{\alpha}(\Delta)\oplus R$ を

$\varphi(\mathrm{f})=((h_{1}, \ldots, h_{e}), f_{1})$ [こよって定義する. $G_{\Delta}$ の各サイクノレ $c\in \mathrm{C}$ [こ対して,

$. \sum_{e.\in \mathrm{c}}h_{\dot{l}}l_{e}^{\alpha\cdot+1}.\cdot\cdot=\sum_{e.\in \mathrm{c}}.(f_{j}-f_{k})=0$
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となる. よって, $(h_{1}, \ldots, h_{e})\in B^{\alpha}(\Delta)$ となるので, $\varphi$ は well defined である. ま
た, $\varphi$ が $R$ 準同型であることは容易に確かめることができる.
次に, $\varphi$ が全射になることを示す. 任意の $((g_{1}, \ldots,g_{e}), f)\in B^{\alpha}(\Delta)\oplus R$ に対し

て, $f_{1}:=f$ とする. また, $G_{\Delta}$ は連結である. よって, 各 $p(2\leq p\leq t)$ (こ対して,
頂点 $\sigma_{p}$ から頂点 $\sigma_{1}$ への path $E_{p}$ が存在する. このとき,

$f_{p}:=f_{1}+ \sum_{e\dot{.}\in E_{p}}g_{i}l_{e_{i}}^{\alpha.+1}$

.

と定義する. $E_{p}’$ を $\sigma_{p}$ から頂点 $\sigma_{1}$ への別の path とすると, $4\cup-E_{p}’$ は $G_{\Delta}$ のサ
イク)である. $(g_{1}, \ldots, g_{e})\in B^{\alpha}(\Delta)$ であるので,

$\sum_{e_{i}\in E_{p}}g_{i}l_{e_{\mathrm{i}}}^{\alpha_{i}+1}-\sum_{e_{j}\in E_{\acute{p}}}g_{j}l_{e_{j}}^{\alpha_{j}+1}=0$

となる. これより, $f_{p}$ の定義は well defined であり, $\mathrm{f}=(f_{1}, \ldots, f_{t})$ とすると,
$\varphi(\mathrm{f})=((g_{1}, \ldots, g_{e}), f)$ となる. 従って, $\varphi$ は全射である.
次に, $\varphi$ が単射になることを示す. $\mathrm{f}--(f_{1}, \ldots, f_{t})\in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\varphi$ とすると, $\varphi(\mathrm{f})=$

$((0, \ldots, 0), 0)$ となるので, $f_{1}=0$ である. $\sigma_{i}$ が $\sigma_{1}$ と隣接しているとき, $\varphi$ の定
義より $f_{i}-f_{1}=0$ となるので, $f_{i}=0$ である. $G_{\Delta}$ は連結であるので, これより,
すべての $i(2\leq i\leq t)$ に対して $f_{i}=0$ となる. よって, $\mathrm{f}=0$ となり, $\varphi$ が単射 [こ

なることが従う.
以上より, $\varphi$ は $R$ 加群としての同型写像になり, 従って, $C^{\alpha}(\Delta)\cong B^{\alpha}(\Delta)\oplus R$

となる. 1

この定理の系として, $C^{\alpha}(\Delta)$ が自由 $R$ 加群になるための十分条件となる $\Delta$ の特
徴付けを得る.

系 47. $\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$ の双対グラフ $G_{\Delta}$ が tree ならば, すべての $\alpha\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{e}$ に対して,
$C^{\alpha}(\Delta)$ は自由 $R$ 加群になる.

証明 双対グラフ $G_{\Delta}$ が tree であるとき,
$\cdot$

$G_{\Delta}$ にはサイクルが存在しない. よっ
て, $B^{\alpha}(\Delta)\cong R^{e}$ となり, 定理 46 より $C^{\alpha}(\Delta)$ は自由 $R$ 加群になる. .
このように, 一般の場合, $C^{\alpha}(\Delta)$ が自由 $R$ 加群になるための $\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$ や $\alpha\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{e}$

の組合せ論的特徴付けは完全には得られていないが, 少なくとも, スプライン理論
でよく研究される $d=2$ の場合に関しては $C^{\alpha}(\Delta)$ が自由 $R$ 加群になることがわ
かっている.

第二の問題点は, $C^{\alpha}(\Delta)$ が自由 $R$ 加群であっても $C^{\alpha}(\Delta)$ が reduced basis をも
つとは限らない, ということである. そこで, どのようなときに reduced basis が
存在するか, という点が問題になる.
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定理 48. $\Delta(\mathrm{E}^{d}$ と $\alpha\in \mathbb{Z}\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ が与えられたとき, $C^{0}(\Delta)$ が reduced basis を持つ
ための必要十分条件は, $C^{\alpha}(\ovalbox{\tt\small REJECT})$ が自由 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 加群になることである.

証明 $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ が自由 $\hat{R}$ 加群であると仮定する. $\mathrm{A}=\{\mathrm{h}_{1}, \ldots, \mathrm{h}_{t}\}$ を $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ の $\hat{R}$

加群としての基底とする. 但し, $t=f_{d+1}(\hat{\Delta})=f_{d}(\Delta)$ である. $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ は次数付加
群であるので, 各 $\mathrm{h}_{i}$ は斉次元であることに注意せよ. $C^{\alpha}(\Delta)$ の任意の元 $\mathrm{f}$ に対し
て $h\mathrm{f}\in C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ であるので,

$h \mathrm{f}=\sum_{i=1}^{t}a_{i}\mathrm{h}_{i}$ , $a_{i}\in\hat{R},$ $\deg(a_{i}\mathrm{h}_{i})=\deg \mathrm{f}$

と表すことができる. ここで, $x_{d+1}=1$ とすると, $(^{h}\mathrm{f})(1)=\mathrm{f}$ であるので,

$\mathrm{f}=\sum_{\dot{\iota}=1}^{t}a_{i}(1)\mathrm{h}_{i}(1)$

となる. よって, $\Lambda(1)=\{\mathrm{h}_{1}(.1), \ldots, \mathrm{h}_{t}(1)\}$ は $R$ 加群として $C^{\alpha}(\Delta)$ を生成する. 命
題 2.4 より $t=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}C^{\alpha}(\Delta)$ であるので, $\Lambda(1)$ は $R$ 上線型独立である. 従って, $\Lambda(1)$

は $R$ カ Q群としての $C^{\alpha}(\Delta)$ の基底である. また, $\deg(a_{i}(1)\mathrm{h}_{i}(1))\leq\deg(a_{i}\mathrm{h}_{i})=\deg \mathrm{f}$

であるので, $\Lambda(1)$ は $C^{\alpha}(\Delta)$ の reduced basis である.
逆に, $C^{\alpha}(\Delta)$ が reduced basis を持つと仮定し, $G=\{\mathrm{g}_{1}, \ldots, \mathrm{g}_{t}\}$ を $C^{\alpha}(\Delta)$ の

reduc.ed basis とする. $C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$ の任意の元 $\mathrm{h}$ に対して, $\mathrm{h}(1)\in C^{\alpha}(\Delta),$ $\deg \mathrm{h}(1)=$ :
$n\leq k$ となる. $G$ は $C^{\alpha}(\Delta)$ の reduced basis であるので,

$\mathrm{h}(1)=\sum_{i=1}^{t}a:\mathrm{g}_{i}$ , $\deg(a_{i}\mathrm{g}_{i})=:n_{i}\leq n$

と表すことができる. すべての $i$ [こ対して $h\mathrm{g}_{1}$. $\in C^{\alpha}(\hat{\Delta}),$ $\deg(h_{i}^{h}\mathrm{g}_{i})=n_{i}$ である
ので,

$\mathrm{g}:=\sum_{i=1}^{t}x_{d+1}a_{i}\mathrm{g}_{i}k-n_{l}hh$

. とすると, $\mathrm{g}\in C^{\alpha}(\hat{\Delta})_{k}$ である. $\mathrm{g},$

$\mathrm{h}$ はともに次数 $k$ の斉次元で, $\mathrm{g}(1)=\Sigma_{i=1}^{t}a_{i}\mathrm{g}_{i}=$

$\mathrm{h}(.1)$ であるので, $\mathrm{g}=\mathrm{h}$ である. よって, $G^{h}:=\{^{hh}\mathrm{g}_{1}, \ldots,\mathrm{g}_{t}\}$ は $\hat{R}$ 加群として
$C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ を生成する. さらに, $t.=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ より, $G^{h}$ は $\hat{R}$ 上線型独立であるの
で, $G^{h}$ は $\hat{R}$ 加群としての $C^{\alpha}(\grave{\hat{\Delta}}.)$ の基底である.

この定理より, reduced basis の存在という観点から, $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ が自由 $\hat{R}$ 加群にな
るための $\Delta\subset \mathrm{R}^{d}$ や $\alpha\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{e}$ の組合せ論的特徴付けもスプライン理論における大
変重要な問題であるということがわかる.
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5 $C^{\alpha}(\triangle)-\emptyset\Xi$ ffi.ffl
本節では, $d=2$ の場合について $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ の自由性を考える. $\hat{R}:=\mathrm{R}[x, y, z]$ と

する. $\Delta\subset \mathrm{R}^{2}$ を円板の三角形分割としてよい ( $\Delta$ が円板の三角形分割でないとき
は, 任意の $\alpha\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{e}$ に対して $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ は自由 $.\hat{R}$ 加群にならないことがわかってい
る). ここでは, $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ の自由性に関する二つの結果を紹介する. 一つは, すべての

$\alpha\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{e}$ に対して $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ が自由 $\hat{R}$ 加群になるための必要十分条件となる $\Delta\subset \mathrm{R}^{2}$

の特徴付けに関する結果であり, もう一つは, $\alpha\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{e}$ を少し制限した場合ではあ
るが, $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ が自由 $\hat{R}$ 加群になるか否かを組合せ論的に判定する方法に関する結
果である. この二つの結果の証明については [7] を参照せよ.
辺 $\tau\in\Delta_{1}$ の両頂点がともに内部頂点であるとき, 辺 $\tau$ は totally interior である

と言う. $e:=f_{1}^{0}(\triangle)=f_{2}^{0}(\hat{\Delta})$ とする.

定理 5.1([7]). $\Delta\subset \mathrm{R}^{2}$ を円板の三角形分割とする. このとき, 次の条件は同値で
ある :

(1) すべての $\alpha\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{e}$ に対して $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ は自由 $\hat{R}$ 加群である ;

(2) $\Delta$ が totally interior な辺を含まない.

図 4:

例 52. $\Delta\subset \mathrm{R}^{2}$ を図 4 の単体的複体とする. $\Delta$ は totally interior な辺を含まない
ので, 定理 5.1 より, すべての $\alpha\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{e}$ に対して $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ は自由 $\hat{R}$ 加群である.

次に, $\triangle\subset \mathrm{R}^{2}$ が totally interior な辺をもつ円板の三角形分割である場合を考
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$\alpha\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{e}$ が generic であるとは, 同じ内部頂点を含む任意の二っの内部辺 $\tau_{i},$ $\tau_{j}\in$

$\Delta_{1}^{0}$ に対して $\alpha_{i}\neq\alpha_{j}$ が成り立つときに言う. 以下, $\alpha\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{e}$ は generic であると
仮定する. $\hat{\tau_{i}}$ を含む平面を定義する斉次一次多項式を $l_{\tau}.\cdot\in\hat{R}$ とする. 各内部頂点
$v\in\Delta$ に対して,

ノ$H_{v}$ $:=\{l_{\tau_{j}^{j}}^{\alpha+1} : \tau_{j}\in\Delta_{1}^{0}, v\in\tau_{j}\}$

とおき,

$L_{v}:=H_{v}\backslash$ { $l_{\tau_{j}^{j}}^{\alpha+1}\in H_{v}$ : $l_{\tau_{*}}$. $=l_{\tau_{j}},$ $\alpha_{i}<\alpha_{j},$ $v\in\tau_{i}$ を満たす $\tau_{i}\in\Delta_{1}^{0}$ が存在する}

とおく. さらに, totally interior な辺 $\tau_{i}\in\Delta_{1}^{0}$ と $\tau$ の頂点 $w\in\Delta_{0}^{0}$ に対して,

$K_{w}^{(i)}$ $:=$ $\{\tau_{j}\in\Delta_{1}^{0} : l_{\tau_{j}^{j}}^{\alpha+1}\in L_{w}, \alpha_{j}<\alpha_{i}\}$ ,
$m_{w}^{(1)}$

.
$:=$ $|K_{w}^{(i)}|$

とおく.
$\alpha\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{e}$ が generic であるとき, 次の定理は $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ が自由 $\hat{R}$ 加群であるか否か
を判定する組合せ論的な方法を与える.

定理 53([7]). $\Delta\subset \mathrm{R}^{2}$ を totally interior な辺を含む円板の三角形分割とする.
generic $f\mathrm{X}\alpha\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{e}$ が与えられたとき, 次の条件は同値である :

(a) $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ が自由 $\hat{R}$ 加群になる $j$

(b) 任意の totally interior な辺 $\tau_{\dot{l}}\in\Delta_{1}^{0}$ に対して, $\tau_{\dot{l}}$ の頂点 $w\in\Delta_{0}^{0}$ で次の条
件 (1) または (2) を満たすものが存在する :

(1) $l_{\tau}^{\alpha.+1}.\cdot.\not\in L_{w}’$
.

(2) $l_{\tau}^{\alpha.+1}.\cdot.\in L_{w},$ $m_{w}^{(1)}.\geq 2$ , かつ

$\alpha:+1>\sum_{\tau_{j}\in K_{w}^{(\cdot)}}.(\alpha_{j}+1)-m_{w}^{(1)}$

.

$m_{w}^{(1)}.-1$

例 54. 図 2 の単体的複体 $\Delta\subset \mathrm{R}^{2}$ を考える. $\tau_{5}$ が totally interior な辺である.
たとえば, $\alpha=(0,0,1,1,2,3)\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{6}$ とする. このとき, $\alpha$ は generic である. こ

の場合,

$H_{v}$ $=$ $\{l_{\tau_{1}}, l_{\tau_{4}}^{2}, l_{\mathcal{R}}^{3}, l_{\tau_{6}}^{4}\}$ ,
$L_{v}$ $=$ $\{l_{\tau_{1}}, l_{\tau_{4}}^{2}, l_{\tau_{\mathrm{b}}}^{3}\}$ ,

$K_{v}^{(5)}$ $=$ $\{\tau_{1}, \tau_{4}\}$

60



であり, さらに

$2+1=3> \frac{(0+1)+(1+1)-2}{2-1}=1$

が成り立つ. よって, 定理 53 より, $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ は自由 $\hat{R}$ 加群になる. 従って, 定理

48 より $C^{\alpha}(\Delta)$ は reduced basis をもつ. 実際, $C^{\alpha}(\hat{\Delta})$ の基底として

$\mathrm{g}_{1}=\mathrm{e}_{1}+\mathrm{e}_{2}+\mathrm{e}_{3}+\mathrm{e}_{4}+\mathrm{e}_{5}$ ,

g2 $=(x^{3}-2x^{2}y-4xy^{2}+8y^{3}-3x^{2}z+4xyz+4y^{2}z+3xz^{2}-2yz^{2}-z^{3})$

$.(\mathrm{e}_{2}+\mathrm{e}_{3}+\mathrm{e}_{4})$ ,

$\mathrm{g}_{3}=$ (x3-x2y-xy2+y3)e3フ

g4 $=(x^{2}y-4xy^{2}-12y^{3}-2xyz+4y^{2}z+yz^{2})\mathrm{e}_{2}$

$+(-3x^{2}y+4xy^{2}-2xyz+4y^{2}z+yz^{2})\mathrm{e}_{3}$

$+(x^{2}y-4xy^{2}+4y^{3}-2xyz+4y^{2}z+yz^{2})\mathrm{e}_{4}$ ,

$\mathrm{g}_{5}=-y^{4}\mathrm{e}_{1}+(xy^{3}+y^{4}-y^{3}z)\mathrm{e}_{2}+(-\frac{1}{4}x^{2}yz+\frac{1}{2}xy^{2}z-\frac{1}{4}y^{3}z)\mathrm{e}_{3}$

が得られる にこで, $\mathrm{e}_{i}(i=1, \ldots, 5)$ は $R^{5}$ の標準基底ベクトルである) ので,

$\mathrm{g}_{1}(1)=\mathrm{e}_{1}+\mathrm{e}_{2}+\mathrm{e}_{3}+\mathrm{e}_{4}+\mathrm{e}_{5}$,

$\mathrm{g}_{2}(1)=(x^{3}-2x^{2}y-4xy^{2}+8y^{3}-3x^{2}+4xy+4y^{2}+3x-2y-1)$

$.(\mathrm{e}_{2}+\mathrm{e}_{3}+\mathrm{e}_{4})$ ,
$\mathrm{g}_{3}(1)=(x^{3}-x^{2}y-xy^{2}+y^{3}\}\mathrm{e}_{3}$,

$\mathrm{g}_{4}(1)=(x^{2}y-4xy^{2}-12y^{3}-2xy+4y^{2}+y)\mathrm{e}_{2}$

$+(-3x^{2}y+4xy^{2}-2xy+4y^{2}+y)\mathrm{e}_{3}$

$+(x^{2}y-4xy^{2}+4y^{3}-2xy+4y^{2}+y)\mathrm{e}_{4}$ ,

$\mathrm{g}_{5}(1)=-y^{4}\mathrm{e}_{1}+(xy^{3}+y^{4}-y^{3})\mathrm{e}_{2}+(-\frac{1}{4}x^{2}y+\frac{1}{2}xy^{2}-\frac{1}{4}y^{3})\mathrm{e}_{3}$

は $C^{\alpha}(\Delta)$ の reduced basis である.

また, $\alpha=(0,2,3,2,1,4)\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{6}$ とするとき, 頂点 $v$ に対して

$H_{v}$ $=$ $\{l_{\tau_{1}}, l_{\tau_{4}}^{3}, l_{\tau_{5}}^{2}, l_{\tau_{6}}^{5}\}$ ,
$L_{v}$ $=$ $\{l_{\tau_{1}}, l_{\tau_{4}}^{3}, l_{\tau_{5}}^{2}\}$ ,

$K_{v}^{(5)}$ $=$ $\{\tau_{1}\}$ ,

となり, 頂点 $w$ に対して

$H_{w}$ $=$ $L_{w}=\{l_{\tau_{2}}^{3}, l_{\tau_{3}}^{4}, l_{\tau_{5}}^{2}\},$

’

$K_{w}^{(5)}$ $=$ $\emptyset$
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となる. よって, この場合, 定理 53 より, $C^{\alpha}(\ovalbox{\tt\small REJECT})$ は自由 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 加群にならない. 従っ
て, $C^{\alpha}(\Delta)$ は reduced basis をもたない.
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